CAPITULO 4
FUNCIONES Y ECUACIONES CUADRATICAS






Dadas las siguientes formulas, determinen cudles representan funciones cuadra-

ticas. ¢Como las reconocen?

fx)=3x+7 i(x) = 2x® — 5x
gx)=2(x—-1)2+9 j(x) = —6x
h(x) = 5x3 + 2x k(x) = —x(x +2)

¢A QUE LLAMAMOS FUNCION CUADRATICA?

La funcidn fix) = ax®> + bx + ¢ con a, b, c nUmeros reales y a # 0, es una funcién
cuadratica expresada en su forma polindmica.

’ EJEMPLOS DE FUNCIONES CUADRATICAS ESCRITAS EN FORMA POLINOMICA

f(x) =2x>—3x+2 g(x) = 6x2

h(j) = 15j — j? j(@) =3t +5

Recordamos tres formas de expresar una funcién cuadratica, cada una nos “mues-
tra” distintos elementos de la curva que representa a la funcion.

Expresion Parametros
Polinémica f(x) =ax*+bx+c a,b,c
Canénica f(x) =alx —x,)* +y, T o

Factorizada fx) =alx—x)(x—x5) a,xq, Xy
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@ ¢Cual de las siguientes graficas representa una funcién cuadratica?

£ a0 1 2 - k] o 1 2 3
- =
t 9

La gréfica de una funcién cuadrética es una curva llamada parabola. Esta es simétri-
ca con respecto a una recta paralela al eje de las ordenadas, que pasa por el punto
minimo o maximo. Esta recta recibe el nombre de eje de simetria.

@ Les proponemos marcar en el grafico: vértice, eje de simetria y un par de puntos

simétricos.

~

ALGUNAS CARACTERISTICAS DE LA FUNCION CUADRATICA
e Es una curva con dos ramas, una creciente y otra decreciente presentando
un valor maximo o minimo en un punto que denominamos vértice.
e Estd compuesta por puntos simétricos (salvo el vértice). Estos son los pun-
tos del dominio de la funcién que tienen la misma imagen.
e El eje de simetria es una recta vertical que corta la pardbola en el vértice,
dividiéndola en dos partes congruentes y simétricas.
A continuacidn, listamos algunos ejemplos de situaciones en contexto real donde
se utiliza la funcidn cuadratica para modelizar:
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El rendimiento de gasoil r (en km por litro) de un auto esta relacionado con
la velocidad v (en km/h) por la funcién r() = 4v —2—10172

Desde un barco que se encuentra en situacién de emergencia se efectua
un disparo, en forma vertical, con una pistola de sefiales. El destello podra
verse desde la base naval mas cercana Unicamente mientras el proyectil se
encuentre a una altura no menor de 195 metros sobre el nivel del mar. Los
técnicos que integran la tripulacién estiman que, de acuerdo con las carac-
teristicas de la pistola de sefiales y con las condiciones en que se dispara,
la altura del destello estara dada por la siguiente formula: A(f) = —5¢* + 80z,
donde 4 es la altura sobre el nivel del mar, en metros, alcanzada por el pro-
yectil luego de transcurrido un tiempo ¢, en segundos, desde el momento
del disparo.

¢CUAL ES EL DOMINIO Y LA IMAGEN DE UNA FUNCION CUADRATICA?

El dominio de la funcién cuadrdtica esta formado por todos los numeros reales
porque podemos evaluar la funcién en cualquiera de esos valores: Dom(f) = R.
Si las graficas que representan una funcién cuadratica son pardbolas, que tienen
un maximo o un minimo en su vértice, (cédmo seria la imagen?

Si f(x) es una funcién céncava = Im (f) = [y,; ©)

Si f (x) es una funcién convexa = Im(f) = (—; y,]

| EJEMPLO
En la funcidn representada, tenemos:

Im(f) = [-2; )

Dom (f)=R

%
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¢COMO CONSTRUIR LA GRAFICA DE UNA FUNCION CUADRATICA A PARTIR
DE SU FORMULA?

Para poder graficar una parabola basta con conocer algunos ELEMENTOS impor-
tantes en ella:

* lasraices. 3y

1
| EJEDE
| SIMETRIA

e Elvértice.

* Eleje de simetria. & 5 %

* Laordenada al origen.

ORDENADA
AL ORIGEN 3

VERTICE

1
1
-5 !
1

¢COMO RECONOCER O CALCULAR ESTOS ELEMENTOS A PARTIR DE LAS DIFERENTES
FORMAS DE EXPRESION?

Dependiendo de la forma en que esté expresada la funcidon cuadrdtica podemos
identificar algunos elementos; otros debemos calcularlos. Veamos:

El analisis de la concavidad es analogo en las tres formas de expresion.

FORMA CANONICAf(x) =a (x—x,)*+Y,
* E| coeficiente a indica la concavidad de la parabola.

e Sia>0laparabolaes céncava.

e Sia<0laparadbola es convexa. -
*x, ey, son las coordenadas del vértice V= (x; y,)
* x_ determina la ecuacion del eje de simetria x = x,

* Debemos calcular las raices y la ordenada al origen.

@ ¢Como calcularian las raices y la ordenada al origen?

’ EJEMPLO
Representemos graficamente la siguiente funcidn cuadratica escrita en forma ca-
noénica: L

fx) = E(x +3)2 -2
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¢Qué elementos de la grafica identificamos a partir de esta expresion?

1 . s 4 . . . N
o a=z (a > 0), entonces la funcién es cdncava. Es decir, tendrd sus ramas hacia arriba.

o Elvértice de la pardbolaesV = (—3;—-2)

o Laecuacion del eje de simetriaes x = —3

Calculemos las raices resolviendo la ecuacion :

o=§(x+3)2—2

2=2(x+3)?
4 =(x+3)?
Va4 = |x + 3]

7N

x+3=2 A x+3=-2

[x = —1|A[x = —=5] Entonces, las raices resultanx; = —1 A x, = —5

Calculemos la ordenada al origen:

f0)=2(0+3)? -2

£(0) =§.9—2

flo)=2

En sintesis, la informacién que tenemos sobre la pardbola de la funcién
fx) =§(x+ 3)2 -2 es:

= Cdncava

= V=(-3;-2)

=  Ejedesimetriax = —3

= Raices (—1;0)y (=5;0)

=  Ordenada al origen (0;2)
* Im(f):[-2;:)
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La gréfica de la funcion cuadratica quedaria asi:
x=-3

EJE DE 4
SIMETRIA

w

ORDENADA
AL ORIGEN

(0, 2.5)

1

RAIZ)\= (-5, 0) RAIZ,7 (-1,0

il ... ——————————— s

VERTICE = (-3, -2)
1
1

] -3
1

FORMA FACTORIZADA flx)=a (x—x,) (x—x,)
e El coeficiente a indica la concavidad de la parabola.
* X, Yyx,sonlos ceros o raices de la funcion.
e Debemos calcular el vértice y la ordenada al origen.

EJEMPLO
Estudiemos analiticamente la siguiente funcién cuadratica escrita en forma facto-
rizada:

J) = =2(-D(x-3)

Veamos la informacion que brinda la formula sobre la gréfica:
e a=-2(a<0),entonces la parabola es convexa. Es decir, tiene las ramas
hacia abajo.
e lasraicessonx,=1yx,=3

Para calcular la coordenada "x" del vértice basta con calcular el punto medio entre
las raices, porque son un par de puntos simétricos.

X1+x; 143

Es decir, X1;=T=T=2

Luego, calculamos la coordenada "y" del vértice evaluando la funcién en x, es
decir, en 2:

)==2-2-1)-2-3)=2
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Calculamos la ordenada al origen evaluando la funcion en 0O:
fO)==2-0-1)-0-3)=-6

Los invitamos a completar con la informacién que calculamos sobre la parabola de
la funcién

fO=-2-x-1 &-3)

CONCAVA O CONVEXA: .evvvreeerieeerireeesiireeesireeeesneeeeens
Raices: .....
Vértice: ....
Eje de simetria: ...oocvvevcee e
Ordenada al Origen: ......ceeeeeeieciiiieeeee e
[ F=T == o OO PUUPP PPN

@ Les proponemos realizar con lapiz y papel la gréfica de la funcién
que analizamos, luego pueden usar geogebra para compararla.

FORMA POLINOMICAf(x) =ax*+bx+c
e El coeficiente a indica la concavidad de la parabola.
e El coeficiente ¢ es la ordenada al origen, pues, al evaluar la funcién en x =0,
resulta f(0) = c.
e Debemos calcular las raices y las coordenadas del vértice.

Recordemos que si la expresion estd completa (a, b, ¢ #0), para calcular los ceros
de la funcidn debemos resolver la ecuacion f(x) = 0, para lo cual utilizamos la for-
mula resolvente (formula de Bhaskara).

Para calcular el vértice es valido seguir el procedimiento de tomar el punto medio
entre las raices y evaluarlo en la funcién.

También podemos utilizar la férmula x,, = —% para calcular la coordenada x del
vértice y luego encontrar y, haciendo f(x,).

@ Les proponemos analizar y representar graficamente la funcion f(x) = —x* + 2x + 8
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p . P b
@ ¢Como se obtiene la férmula x, = — ;?

Si logramos calcular las coordenadas x de dos puntos simétricos, podremos obtener la coordenada
X, que estara justo en el medio de ellos. Como la férmula estd expresada en forma polindmica,
contamos con la ordenada al origen (0; ¢), entonces buscaremos la coordenada x del simétrico de

la ordenada al origen que tiene la misma imagen c.
Simbélicamente, implica plantear y resolver la siguiente ecuacién: x2 + bx + ¢ = ¢

Restando ¢ en ambos miembros
ax?>+bx =0

Sacando factor comun x

x(ax +b) =0

Para que este producto de dos factores dé cero, alguno de los dos debe ser cero:

x=006ax+bhb=0 = x=006x=——
a
C
—b/a
N . b s
Los valores simétricos paray = csonx =0 6 x = -2 entonces, la coordenada x del vértice se

encuentra en el medio de ellos:

0+(—2) b

Xpy=—""-"T"= x"=_5

iy P . b b
Conclusion: Las coordenadas del vértice de una pardbolason: V = (— 2 f (— ;))

©

¢En qué forma esta expresada cada una de las siguientes funciones?

fx) =2(x +5)? g@) = 2x? h(x) = —x2 — 1
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Notemos que en cada una de las funciones propuestas podemos reconocer mas de
una forma de expresion. De esta manera, podemos identificar mas elementos de
la parabola sin realizar célculos.

Por ejemplo, f(x) = g(x +5)2 estd expresada en forma candnica y en forma facto-
rizada. ¢ Qué elementos de la pardbola nos permite identificar?

éQué elementos de la parabola se pueden identificar en g(x) y h(x)?

¢COMO CONSTRUIR UNA FORMULA A PARTIR DE LA GRAFICA DE UNA FUNCION
CUADRATICA?

Para encontrar la ecuacion de la parabola que se observa en la gréfica, notemos
que ella tiene vértice en el punto exacto (1; 8). Entonces, reemplazando en la for-
ma candnica, tenemos:

y=alx—1y+8

Para encontrar el coeficiente “a” elegimos otro punto v .9
exacto por el que pase la curva, por ejemplo, el (3; 0).
Entonces, se satisface en la expresion anterior que:

0=a(3-1)%+8

0=a22+8

—8 =4a

-3 -2 0 1 2 4 5
~
——-=a -a=-2 2
4

Luego, la ecuacién de la pardbola en forma canénica es:

ly = —2(x — 1)% + 8]

SISTEMA DE ECUACIONES MIXTOS

Ya hemos estudiado como resolver un sistema de ecuaciones lineales con dos in-
cognitas, pero... écdmo resolveriamos un sistema de ecuaciones mixto? Es decir,
écomo resolveriamos un sistema que tiene la siguiente forma?:

{y=ax2+bx+c
y=mx+b
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Sabemos que resolver un sistema de ecuaciones es encontrar el o los puntos de
interseccidn (si existen) entre ambas funciones. Podemos calcular estos puntos en
forma analitica o en forma grafica utilizando los métodos que ya se explicaron para
sistemas lineales.

EJEMPLO
Encontremos de forma analitica y grafica las soluciones del siguiente sistema de
ecuaciones mixto.

{ y—1=2x

y—5+x=—x?

Resolvamos por el método de igualacion. ¢ Qué incognita les parece mas conve-

niente despejar? Como también nos piden resolver por el método grafico, nos

conviene despejar la incégnita y.

Entonces de la ecuacion y — 1 = 2x obtenemos:
y=2x+1 (1)

Y de la ecuacion y — 5 + x = x2 obtenemos:
y=x*-x+5 Q)

Con lo cual podemos igualar (1) y (2) y obtenemos la siguiente expresion:
—xX—x+5=2x+1

Igualamos a cero agrupando los términos semejantes para resolver esta ecuacién
cuadratica
x> —x+52x-1=0
«*-3x+4=0

Y aplicando la férmula resolvente obtenemos x,= -4 y x,= 1

Hallamos las coordenadas x de las soluciones. ¢Como podemos calcular las coor-
denadas y?

Reemplazamos los valores encontrados en cualquiera de las dos ecuaciones dadas
y obtenemos:

y—1=2x y—1=2x
y=2x+1 y=2x+1
y=2-4+1 y=2-1+1

y:—7 y=3
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Entonces, las soluciones obtenidas, o puntos de corte entre las curvas, son:
S={4-7);1;3)}

Para realizar la representacion grafica del sistema tomamos (1) y (2) y construi-
mos sus graficas.
Para la grafica de la funcidn lineal y = 2x + 1 podemos usar la ordenada al origen y
la pendiente como trabajamos en el capitulo anterior.
Para la grafica de la funcidn cuadrédtica y = —x*> — x + 5 debemos hallar todos los
puntos notables de la parabola.
Por lo tanto, la grafica queda de la siguiente manera:

Yy

Y

En este caso, el sistema de ecuaciones mixto tiene dos soluciones que coinciden
con los calculos analiticos.

@ éSiempre podremos encontrar dos soluciones?

¢COMO PODREMOS DETERMINAR LA CANTIDAD DE SOLUCIONES QUE TENDRA
UN SISTEMAS DE ECUACIONES MIXTO?

Podemos reconocer cudntas soluciones tiene un sistema mixto analizando el dis-
criminante de la ecuacién cuadratica que surge al resolver el sistema por el méto-
do de igualacidn o sustitucidn.

En el ejemplo anterior obtuvimos dos soluciones y el discriminante era A=25 que
es un numero positivo, es decir, mayor a cero.
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SiA>0 SiA=0 SiA< 0
El sistema tiene dos soluciones El sistema tiene una solucién El sistema no tiene soluciones
distintas (Dos puntos de corte) (Un punto de corte) (Ningun punto de corte)
La recta es secante a la La recta es tangente a la
La recta no corta a la parabola.
parabola. parabola.
EJEMPLO

Encontremos de forma analitica los puntos de corte entre las siguientes curvas y
representemos la solucion de forma grafica:

En primer lugar, tenemos que encontrar la ecuacién que representa cada una de
las curvas:

Ecuacion de la Pardbola:

Las raices de la pardbola estan visibles y se encuentran en x, = -1 y x, = 3. Reem-
plazando esto en la forma factorizada nos queda:

y=a(x—x)x—x)

y=a(x+ 1)(x—3)
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Luego, para encontrar el valor del coeficiente a, consideramos algun punto exacto
por el cual pase la curva, por ejemplo, el punto (2; -3). Reemplazando en la ultima
ecuacion, tenemos:

-3=aR2+1)(2-3)

-3 =a3(-1)
—3=-3a
_3 1
= — - =
a = a

Finalmente, la ecuacidn de la parabola queda:

y=(x+1)(x—-3)

Ecuacion de la Recta:

La ecuacion general de unarectaesy=ax+ b

De la grafica observamos que la recta pasa en forma exacta por los puntos (2; 1) y
(=1; —1), entonces podemos calcular la pendiente “a” de la siguiente manera:

-1-1
=12

-2 2
a—_—3—> a=-=-

Reemplazando la pendiente en la ecuacidn, resulta:

2 +b
Y—gx

Luego para calcular la ordenada al origen “b”, cualquiera de los dos puntos ante-
riores satisfacen la ecuacion (por pertenecer a la recta), entonces tomando por
ejemplo (2; 1) y reemplazando tenemos:

1—22+b
3

Finalmente, la ecuacién de la recta resulta:
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Para encontrar de forma analitica los puntos de corte entre la parabola y la recta
planteamos un sistema con las ecuaciones que previamente calculadas:

y=x+1x-3) (1)
2 1

y=3x-3 (2)

Resolvamos por el método de igualacion planteando (1) = (2), ya que en ambas
ecuaciones se encuentra la incognita “y” de forma explicita:

G+ DE-3) =2x—=
x x =3 x 3
Usamos la propiedad distributiva en el primer miembro:

22 3—2
x x-3=zx—3

Utilizamos la férmula resolvente y obtenemos como solucién de esta ultima ecua-
cion las coordenadas de los puntos de corte:

_ 4+2V10 4-24/10 _

X1 - = 3,44 y Xy =— -0,77

Luego, encontramos la coordenada para reemplazar los valores encontrados en
cualquiera de las dos ecuaciones del sistema. Por ejemplo, reemplazando en la
ecuacién (2) resulta:

Para x; = 3,44

Para x, = —0,77

2 1
Y2 = 5(—0,77) —3= " ¥2= —-0,85
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Finalmente, el conjunto solucién de los puntos de corte entre las curvas resulta:
S ={3,44;1,96) ; (0,77, -0,85)}

Graficamente, representamos las soluciones encontradas de la siguiente manera:

(3.44, 1.96)

|




