CAPITULO 6
FUNCIONES Y ECUACIONES
EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS






@ Retomemos la actividad del bloque de numeros reales (pagina 10)
La Hidra era un monstruo con 1 cabeza, pero si se le cortaba, le nacian 2 cabezas
en su lugar. Si un héroe intentaba vencerla cortdndole todas sus cabezas cada dia,
écuantas cabezas tendria la Hidra el tercer dia? ¢Y al cabo de 10 dias intentando vencerla?
¢Existe alguna expresion que permita calcular la cantidad de cabezas en funcion de los
cortes realizados?

éA QUE LLAMAMOS FUNCION EXPONENCIAL?
La expresion que permite calcular la cantidad de cabezas de la Hidra es C(d) = 2%y
podemos deducirla de la siguiente tabla:

Cantidad de dias d 0 1 2 3 10 d
Cantidad de cabezas C(d) 1=2° 2=2! 4=22 8 =23 1024 =20 | 24

La férmula genérica de la Funcién Exponencial es de la forma:
f) =a*

donde a se denomina base, cona>0Aa # 1.

El dominio de la funcidn exponencial son todos los valores reales Dom (f) = R, ya
que x es un exponente y admite cualquier valor real.

La funcion tiene por imagen el conjunto Im(f) = (0;°) y la grafica tiene una asin-
tota horizontal en y = 0.

@ éPor qué la gréfica tendrd una asintota horizontal en y = 0?

¢POR QUE EL PARAMETRO a DEBE CUMPLIR ESAS CONDICIONES?

Debemos probar que es necesarioquea>0Aa # 1.

Supongamos que pasa lo contrario, que a < 0. Entonces, aplicando las propiedades
de la potencia, sabemos que, si elevamos a potencia par, el resultado es siempre
positivo; en cambio, si elevamos a potencia impar, el resultado posee el mismo
signo de la base, negativo. Por ejemplo:

Tomemos a = -2, entonces.

y eee

(2)' =1, (-2) =2, (=2)' =4, (-2)' =-8
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Asi queda una funcidn oscilante. ¢ Pero qué sucede con las potencias fraccionarias?
Por definiciéon sabemos qué W=a5. Entonces, por ejemplo:

(—2)% no tiene solucidn, ya que (—2)% =vJ-2 no existe.

De esta manera, vemos que la base no puede ser negativa.

Con igual razonamiento prueben que la base no puede valer cero ni uno.

@ Les proponemos que asocien cada situacion con una de las funciones que se mues-
tran mas abajo. Expliquen esas asociaciones.
e  Cadaafo que transcurre, los impuestos sufren un aumento del 15%.
e  El precio de mi auto se desvaloriza cada afio un 5%.
e Una sustancia pierde el 27% de su masa cada afo.

f(x) = 0,95* g(x) = 1,15% h(x) = 0,73* j(x) =0,27*

EJEMPLOS: RETOMEMOS LAS SITUACIONES ANTERIORES

¢ Cada afio que transcurre, los impuestos sufren un aumento del 15%. interés
. . . 100 F 15
La férmula que corresponde a esta situacion es g(x) = 1,15* porque a = e 1,15
equivalente a 115%
*  Elprecio de mi auto se desvaloriza cada afio un 5%. desvaloriza
, . . 100 = 0,5
La formula que corresponde a esta situacion es f(x) = 0,95* porque a = 00 = 0,95
equivalente a 95%
*  Unasustancia pierde el 27% de su masa cada afio. pierde
. . ., 100 = 0,27
La féormula que corresponde a esta situacion es h(x) = 0,73* porque a = —— = 0,73

100
equivalente a 73%

FUNCION EXPONENCIAL Y PORCENTAJE

El pardmetro a indica si la funcidn es creciente o decreciente y podemos calcularlo

de la siguiente manera: 100+p

a 1+L

100 — 100

Donde p indica el porcentaje de incremento o disminucidn que sufre la funcidn.

@ En el Banco “Ciudad”, se obtiene una tasa de interés anual del 19,5% por coloca-
cién de dinero en plazo fijo. Ana coloca un capital inicial de $5.000. ¢Cual sera la
expresion que permita calcular el dinero D (en miles) que hay en el Banco en fun-

cion del tiempo 7 (en afios) que transcurren?
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FUNCION EXPONENCIAL DE LA FORMA f (x) =k - a*

La expresion que permite calcular la cantidad de dinero (en miles) en funcion del
tiempo (en afios) viene dada por D(?) =5 - 1,195"y podemos deducirla de la siguien-
te tabla:

Cantidad
de afios ¢
Cantidad
de dinero [5=5°5975=5"1,195"(|7,140125 =5 - 1,195%29,6926 =5 - 1,195"°| D(#) = 5 - 1,195
D(@)

Se define a la funcién exponencial mediante la formula: f (x) = k - a* donde el pa-
rametro k indica el valor inicial.

&

Este parametro debe ser distinto de cero, es decir, k # 0. éPor qué?

CRECIMIENTO Y DECRECIEMIENTO DE LA FUNCION EXPONENCIAL

El comportamiento de la funcién exponencial no sélo se determina por el valor
numérico del pardametro a sino que también es afectado por el parametro k:

Si a>1 A k>0 v O<a<la k<0=f(x)escreciente

Si a>1 A k<0 v O<a<l a k>()=>f(x)esdecreciente -

EJEMPLOS
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Funcién k a
1., |1 .

h(x)= —542 3 Negativo (k<0) |2 Mayor que 1 (a >1) Decrece
1Y " 1

f(x)=3- 5 3 Positivo (k> 0) 5 Menor que 1(0 <a <1) | Decrece
(1Y : 1

g(x)=-2- 3 2 Negativo (k<0) 3 Menor que 1(0<a <1) | Crece
-

Positivo (k>0) |3 | Mayorque 1 (a>1) Crece

1
==-3F
r(x)=1

|-

1

x
@ ¢Cémo se modifica la grafica de f(x) =2- (z) si se le suma o resta un valor
constante b?

FUNCION EXPONENCIAL DE LA FORMAf(x)=k-a*+b
El parametro b, de la férmula f(x) = k - a* + b, indica el desplazamiento vertical que
sufre la funcidn f(x) = k - a*.

Si b >0 = la funcidén se desplaza b lugares hacia arriba.
Si b <0 = la funcidn se desplaza b lugares hacia abajo.

El conjunto imagen se define:
Si k>0—=TImf=(b;)
Si k<0= Imf:(—OO;b)

@ f(x) = e* ées una funcion creciente o decreciente? ¢Por qué?
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FUNCION EXPONENCIAL DE LAFORMA f(x) =k - a*<“+b

Si analizamos la expresion aplicando las propiedades de la potenciacién, obtene-
mos:

fxX)=k-a**+b=k-a*-a‘+b= k-a® -a*+b=k-a*+b
~— L
nueva constante k

ESTUDIO COMPLETO DE LA FUNCION EXPONENCIAL

Recordemos que el estudio de toda funcidn consiste en determinar:

e Dominio ¢ Ordenada al Origen
¢ Imagen ¢ Intervalo de Crecimiento y Decrecimiento.
e Raiz / Raices e Conjunto de Positividad y Negatividad

Veamos un ejemplo de Funcion exponencial:

EJEMPLO

Sea la funcién f(x) = 4 - G)x —

* Dominio: Dom(f)=R *  Funcidn decreciente (k > 0 Aa < 1).

o Parametros:k=4,a=~y b= —3. *  Ecuacién de asintota horizontal y = —3
2

e Imagen: Im(f)=Rs_3 = (—3; »)

e Ordenada al origen: (0; 1) e Raizz (0,42;0)
T~
Fo =4-(3) -3 #(g) -3=0
INF
FO)=4-1-3 4'(5) =3
f(0)=4-3 13
6
o 3] =uo()

e Conjunto de Positividad: Ct = (—0;0.42)
e Conjunto de Negatividad: C* = (0.42; o)
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@ ¢Cuantos afios deben transcurir para que Ana tenga en su cuenta $17400

aproximadamente?

ECUACIONES EXPONENCIALES

Para resolver ecuaciones cuya incégnita se encuentra en el exponente, debemos
utilizar una de las operaciones inversas de la potencia, estudiada en el capitulo de
Numeros Reales: LOGARITMO.

EJEMPLOS
1. Para determinar cuantos afios deben transcurrir, aproximadamente, para que

Ana tenga en su cuenta $17400, debemos resolver la siguiente ecuacion:

17,4

5:1,195* = 17,4 = 1,195* =



Podemos resolverla de dos maneras:
e aplicando logaritmo en ambos miembros de la igualdad
e aplicando la definicién de logaritmo

Capitulo 6 115

Aplicando logaritmo en ambos miembros Aplicando la definicién de logaritmo
17,4 17,4
log 1,195 = log <T) 1,195% = —
17,4 17,4
x+log 1,195 = log <T) x = logy 195 (T)
* = 10g(1,195)
x=7

Deberan transcurrir 7 afios para que Ana tenga en su cuenta aproximadamente

$17400 en su cuenta.

2. Para aplicar logaritmo, debe estar explicita la base, el exponente y el valor resul-
tado. De no estarlo, debemos despejar todo lo que sea necesario.

—6- @x = —246

X

(é) = —246: (—6)

X

2
(—) =41 < log:41 =x
5 5

‘ ¢Como podemos resolver la siguiente ecuacion g 2% +3:2¥ =267

log41
" @
—4,053 = x
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EJEMPLOS

1.

2

3
+4% + - 4% =56

.
Los términos son

(2+3) 4%
2

semejantes

I A
Sacando factor comin

log4* =log16
x.log4 =logl6
log 16
x= log4

x =2

2, 7-2¢1_px¥2o _

No son términos semejantes

10

Verifiquemos si el valor obtenido es correcto:

2-42+;42=32+24=56

Tienen misma base, pero los exponentes son distintos, y eso hace que los términos
no sean semejantes. Aplicando propiedades de la potenciacién, podremos conver-

tirlos en términos semejantes:

7-2%.271-2%.22

7-2%71 - 2742 = 10

propiedades de la potencia

7

7

S.2X _4.0%

2

=-10

1
2% 5 =2% 4=-10

<
son términos semejantes

=-10

—>

(7 4) 2% =-10
- =

e
sacando factor comun

! 2* =-10
> =

2% = -10: (— %)
2% =20
log 2* = log 20
x.log 2 =log 20
Yy log 20
log 2
x = 4,3219
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FUNCIONES Y ECUACIONES LOGARITMICAS

@ Retomemos el primer problema de este capitulo.
¢Podrian hallar una expresiéon que permita calcular la cantidad de cortes en fun-
cién de la cantidad de cabezas de la Hidra?

éA QUE LLAMAMOS FUNCION LOGARITMICA?

La Funcion Logaritmica se define como f'(x) =log,x, f :DcR— R

El dominio de la funcidn logaritmica esta formado por todos los valores reales ma-
yores que cero: Dom (f) =R > 0, ya que x es el argumento y sélo admite cualquier
valor real positivo, asi la grafica tiene una asintota vertical en x = 0.

@ ¢éPor qué la gréfica tiene una asintota vertical en x = 0?

La funcidn tiene por imagen el conjunto Im (f) = R

¢POR QUE EL DOMINIO ADMITE SOLAMENTE VALORES POSITIVOS?

El dominio de la funcién logaritmica de la forma f(x) = log, x esta formado por va-
lores reales positivos, dado que por la definicion del logaritmo: log, a=c = b‘=aq,
la base b es positiva y distintade 1 (b >0 A b # 1). Por lo tanto, elevada a cualquier
exponente ¢, dara como resultado un nimero a positivo (a > 0). Entonces, el argu-
mento del logaritmo siempre es positivo.

En la funcién logaritmica, el argumento esta representado por la variable indepen-
diente. Entonces, sélo tomara valores positivos, por representar el argumento.

@ La grafica de f(x) = log, x es la siguiente

2

f

¢Cémo se modifica la grafica si se le suma o resta un valor constante ¢ y un valor cons-
tante d a la funcién?
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FUNCION LOGARITMICA DE LA FORMA f (x) = log, (x —¢) +d

La funcién logaritmica definida como f (x) = log, (x—c¢) + d, /:DcR—R, sufre un
desplazamiento con respecto a la funcion genérica f(x)=log, (x):

e El pardmetro ¢ provoca un desplazamiento horizontal de la grafica, ya que
afecta directamente al argumento.
e El parametro d provoca un desplazamiento vertical de la grafica, ya que

afecta directamente a la funcion.

Notaremos, en el ejemplo que sigue, que varios elementos de la grafica se modifi-
can, tales como el dominio, la ecuacidn de la asintota, la ordenada al origen vy la raiz.

EJEMPLO
|

@

|

2 3 4 /5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

gty =f1oz: ()
f(@) =[loga (@ +p) + 2 ‘ ‘

[p(a) logs () + 4 ‘ ‘
h(z)  log: (= —4)

&

¢Han escuchado sobre la escala sismoldgica de Richter? ¢éCémo se calcula el grado
que cuantifica la energia liberada por un terremoto?

México no para de temblar:
otro sismo de magnitud 6,1
sacudi6 el sur del pais

Segtn los expertos, el sismo fue una réplica del ocurrido el 7
de septiembre en Oaxaca y se sintié en la capital.

Publicada: 23/09/2017 - 12:03 hs.

Un sismo de magnitud 6,1 en la escala de Richter volvié a sacudir el centro y
sur de México, desatando las alarmas apenas cuatro dias después de que otro
poderoso terremoto de 7,1 causara alrededor de 300 victimas, informé el
Servicio Sismolégico Nacional (SSN).

¢Calcularon alguna vez el ph de una sustancia? ¢Saben cdmo se calculan los decibeles de
una onda sonora? ¢éComo hacen los arquedlogos para saber cudntos afios tiene un fésil?
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Los invitamos a ver en YouTube el video “Para qué sirven los logaritmos” de
Victoria Alfonsea
https://www.youtube.com/watch?v=BVNI8_9L67k

ECUACIONES LOGARITMICAS

Las ecuaciones logaritmicas son aquellas ecuaciones en donde se desconoce el
argumento o la base un logaritmo. Para poder resolverlas debemos aplicar su ope-
racioén inversa, la potenciacién y las propiedades del logaritmo.

EJEMPLOS

Nos proponemos resolver las siguientes ecuaciones

log,x=3e73=x log, 543 =5 & x> = 543
343 = x x = V543
x = 3.523

Para poder resolver una ecuacién logaritmica, debemos tener el logaritmo despe-
jado, asi podremos aplicar la definicién.

EJEMPLOS
1. 2-logsx— 4 =-2
-9 ()
primer segundo
término término

Debemos despejar el término que tiene la incdgnita:

2-logsx =—-2+4 Verificamos:
2-logsx =2 2-logs5—4=-2
logs x = 2:2 2:1—-4=-2
logsx =1 5'=x 2—4=-2
5=x —2=-2
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2. 5-10gx+2-logx—§-logx=7

términos semejantes

7
(5+2—§)-logx=7

I A
sacando factor comin

14

?-logx=7
14

logx=7:?

3 3
logx =E<=> 102 = x

31,6227 =x

@ ¢Qué sucede si los argumentos son distintos?

| EJEMPLO
log,(x —3) +log,(x +4) =3

Analicemos esta ecuacion. Tenemos dos términos (sumandos) con logaritmos que
tienen la misma base, pero distintos argumentos, y dentro de esos argumentos
estd la incognita x. ¢Cédmo podemos “juntar” las x?

Podemos agrupar los términos aplicando las propiedades del logaritmo y luego
aplicar la definicién.

log[x=3) x+4)]=322=(x-3)-(x+4)
jAtencion! Para resolver la ecuacion logaritmica debemos resolver otra ecuacién,

ya estudiada.
é¢Saben qué tipo de ecuacién es?

2= (x—=3)-(x+4)
- 2 - 2
aplicamos
propiedad distributiva

22=x2-3-x+4-x—-12
8=x2+x—-12
0=x>+x—-12-8

0=x%+x-20



Resolvemos la ecuacién cuadratica, apli-
cando la formula resolvente, para poder
resolver la ecuacion logaritmica.

1412 —4-1-(=20)

2-1
-1++v1+80
xll:T
-1++v81 -1+49
=T T
Asix1=_12+9=4 x2=%_9——5

éPero ambos valores son solucion de la
ecuacioén logaritmica?
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