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7. Funciones trigonométricas

Funcién trigonométrica

Problema 1. En el grifico 7.1 vemos cémo varia la profundidad del agua de un puer-

to a lo largo de un dia.

# Prof. de agua
" Grdfico 7.1
121 1)
101
81 2)
6.
4.
. 3)
horas _
02 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26
mediodia medianoche

A partir de la curva que aparece en el
gréfico, podemos deducir que:

la pleamar se produce, aproxima-
damente, dos veces al dia: alas 6 h
de la mafana y a las 22 h;

la bajamar se produjo durante el
dia registrado aproximadamente a

las 13,30 h;

el nivel del agua estd subiendo des-
de la medianoche hasta alcanzar la
primera pleamar, a las 6 h y luego
vuelve hacerlo entre las 13,30 h,
aproximadamente, y las 22 h;

4) el nivel del agua estd descendiendo desde las 6 h hasta alcanzar la primera bajamar a las
13,30 h, aproximadamente, y luego vuelve hacerlo entre las 22 h y la medianoche;

5) la mayor profundidad del agua es de 11 metros y el nivel mds bajo asegura una profun-

didad de, aproximadamente, 3 metros;

6) laprofundidad promedio del agua podria estimarse, para el dia del registro, en 7 metros,
por lo cual la variacién de la profundidad desde este valor promedio es de 4 metros.

Observando la curva que aparece en el grifcio 7.1 y
conociendo que los barcos sélo pueden entrar al
puerto cuando el agua es lo suficientemente profun-
da, ;qué variables determinardn cudndo puede entrar
o salir del puerto un barco determinado?

Problema 2. En el Parque de la Costa, que es un par-
que de diversiones que se encuentra en la Capital
Federal hay una vuelta al mundo, cuyo radio mide
17m. Se midié la altura en que se encontraba una
determinada silla, que al inicio del juego estaba a nivel
del suelo, a medida que funcionaba la vuelta al mundo,
y se registraron los datos que se observan en la tabla 7.1.

Tabla 7.1
Tiempo Altura de la silla (m)
(en segundos) desde el suelo

0 1

16 18
32 35
48 17
64 1
80 18
96 35
112 17
128 1
144 18
160 35
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Si a partir de los datos de la tabla realizamos el

gréfico de esta funcién uniendo los puntos, ya 3; A {m)
que el movimiento de la vuelta al mundo es
continuo, obtenemos el grifico 7.2.———> 30+

25
En general, muchos fenémenos y situaciones 201
de la vida diaria se comportan de forma que
las funciones que los representan se repiten 151
cada cambio periddico de la variable inde- 10
pendiente (x), entre ellos: 5]

t t(s)

Ejemplo 1. En las siguientes situaciones estd 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110120130
presente el fenémeno de periodicidad: -5

Grifico 7.2

* el avance y retroceso de las mareas;
e |as fases de la Luna;

¢ la produccién de kg de leche/dia en una vaca de tambo al cabo de un afio;

* el movimiento de oscilacién de un reloj de péndulo;

* algunas magnitudes fisicas: la corriente eléctrica, los campos electromagnéticos;
¢ la produccién de pasto natural en un drea no cultivada al cabo de cada ano;
* el dia y la noche ...

Estas situaciones, y en general todo fenémeno que se repite en forma periddica, se mode-
lizan utilizando las funciones que se denominan funciones trigonométricas.

La trigonometria, que etimolégicamente significa medida de angulos de un tridngulo, estudia las
relaciones entre los lados y dngulos de un tridngulo.

Se encuentran registros con las primeras aplicaciones de trigonometria en la navegacion y la
astronomia: el principal problema era determinar una distancia inaccesible, el movimiento de un
barco en el mar en relacion a las estrellas que se consideraban fijas, la distancia entre la Tierra y
la Luna o una distancia que no podia ser medida de forma directa. Después, se generalizd el uso
de la trigonometria cuando aparecieron problemas de la fisica, quimica y, en general, en el estudio
de fendomenos periédicos como el sonido o el flujo de una corriente.

La historia de la trigonometria se remonta a las primeras matematicas conocidas en Egipto y
Babilonia. Los egipcios establecieron la medida de los dngulos en grados, minutos y segundos. En
el siglo Il a.C. los astronomos realizaron las primeras tablas trigonométricas para resolver tridngu-
los. Mas tarde los griegos, impulsados por el astronomo Ptolomeo, adoptaron el sistema numérico
sexagesimal (base 60) de los babilonios para medir los angulos. Tolomeo incorpord, en su gran libro
de astronomia, ejemplos de como utilizar las tablas trigonométricas para calcular los elementos
desconocidos de un triangulo a partir de los conocidos.

Para comenzar a trabajar con funciones trigonométricas, como se definen a partir de
asignarle a la variable independiente la medida de un dngulo, es necesario recordar los
siguientes conceptos relacionados geometria del plano.
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Angulos

El dngulo o es la regién del plano comprendida entre dos semirrectas que se intersecan
en un punto 0, una de las semirrectas se denomina lado inicial y la otra lado final.

Graficamente representamos un dngulo por:

Lado final

L'
>

Lado inicial

Si consideramos el dngulo situado en el plano con el sistema de coordenadas cartesianas,
de modo tal que el lado inicial coincida con el semieje x positivo, el lado final puede
rotar en dos direcciones, si lo hace en sentido anti-horario decimos que el dngulo o es
positivo y si la rotacién es en sentido horario se dice que el dngulo o es negativo:

,
Grdfico 7.
, , ifico 7.3
8 8
6 6
4 4
2 2
o X5 0 X
8 6 3 2 0 2 3 6 8 3 6 ) 2 o2 4 6 8
c
2 2
-4 4
-6 6
-8 8

Clases de dngulos
Decimos que un dngulo es:

Nulo: cuando su lado final coincide con el lado inicial, sin producirse rotacién alguna.
Recto: cuando su lado final, al rotar en sentido antihorario, coincide por primera vez
con el semieje positivo .

Llano: cuando su lado final, al rotar en sentido antihorario, coincide por primera vez
con el semieje negativo x.

De un giro: cuando su lado final, al rotar en sentido antihorario, coincide por prime-
ra vez con el semieje positivo x, es decir realiza una rotacién completa.

De mis de un giro: cuando su lado final realiza mds de una rotacién completa.
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Sistemas de medicién de dngulos
Un sistema para medir 4ngulos

El sistema de medicién de dngulos que se utiliza con mayor frecuencia es el sisterna sexa-
gesimal. Se denomina asf porque cada unidad es sesenta veces mayor (o menor) que la
siguiente unidad inferior (o superior).

La unidad de medida de dngulos del sistema sexagesimal es el grado (°), que represen-
ta la subdivisién en 90 partes iguales de un dngulo recto. Cada grado se divide en 60
minutos (") y cada minuto se divide en 60 segundos (7).

Entonces:

* el dngulo recto mide 90°.
* ¢l dngulo llano mide 180°

* ¢l dngulo de un giro mide 360°.

Ejemplo 2. ;A cudntos grados, minutos y segundos equivale un dngulo o que mide

62,3702

Ya sabemos que el dngulo mide 62°, para conocer el valor de los minutos utilizamos
"regla de tres" y calculamos:

1° = 60
0,37° —»> ¥
Entonces: X = @ - x =222

Hasta ahora podemos afirmar que el dngulo o mide 62° 22" y nuevamente utilizando
regla de tres calculamos a cudntos segundos equivalen 0,2

1”7 > 60”
02 —»> ¥
0,2".60"
X=—
1'
En forma equivalente: el dngulo a mide 62,37° o bien 62° 22" 12"’

Entonces:

x=12"

Otro sistema para medir 4ngulos

Para el estudio de las funciones trigonométricas es mds conveniente medir los dngulos
en el sistema radial, cuya unidad de medida es el radidn.

El 4ngulo o que mide un radién (1 rad) es el angulo cuyo arco de circunferencia AB comprendido
entre sus lados inicial y final tiene una longitud igual a la del radio de la circunferencia (grafico 7.4).
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Grdfico 7.4

Entonces:

* ¢l dngulo de un giro mide 21 radianes,
ya que el arco de circunferencia, compren-
dido entre sus lados inicial y final, es exac-
tamente el perimetro de la circunferencia
de radio unol;

* el dngulo llano mide w radianes, ya que
el arco de circunferencia, comprendido
entre sus lados inicial y final, es exacta-
mente el semi perimetro de la circunferen-
cia de radio uno;

. g 7 .
* el dngulo recto mide Bl radianes, ya que

el arco de circunferencia, comprendido en-
tre sus lados inicial y final, es exactamente
un cuarto del perimetro de la circunferen-
cia de radio uno.

El ndmero © (pi) es la relacién entre las longitudes de una circunferencia y su didme-
tro. Es un niimero irracional y, junto con el nimero ¢, es una de las constantes mate-
miticas que mds aparece en las aplicaciones de la fisica e ingenierfa.

La notacién con la letra griega m se estima que proviene de la inicial de la palabra
"meplueTov"” (perimetro) de un circulo. Esta notacién fue usada por primera vez en
1706 por un matemdtico galés y difundida por el matemdtico L. Euler en su texto
"Introduccién al cdlculo infinitesimal" (1748). A comienzos de este siglo, las computa-
doras fueron capaces de calcular 1billén de decimales, requiriendo para ello quinientas

horas de cilculo.

El valor numérico de 7, truncado a sus primeras cifras, es el siguiente:

n ~ 3,1415926535897932384626433832795028841971693993751058
209749445923078164062862089986280348253421170679821
480865132823066470938446095505822317253594081284811
174502841027019385211055596446229489549303819644288
09756659334461284756482337867831652712019091456485...

y sigue.....

Y recordando las medidas de los dngulos en el sistema sexagesimal podemos establecer

las siguientes relaciones:

1 Recordar que el perimetro de la circunferencia de radio r se obtiene de calcular 2rr
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Relacidén entre los sistemas de medicién de un dngulo

Tabla 7.2
Angulos Sistemas | gjstema Sexagesimal (grado) Sistema Radial (radian)
Angulo Nulo 0° 0 rad
Angulo Recto 90° % rad
Angulo Llano 180° mrad
Angulo de un Giro 360° 27 rad
iilmportante!!

Al utilizar la calculadora se puede trabajar con los dos sistemas de medidas, que en la
calculadora se presentan como modos:

* en modo "degree (DEG)" la calculadora considera que la medida del dngulo estd
representada en el sistema sexagesimal;

* en modo "radidn (RAD)" la calculadora leerd la medida del dngulo representada en
el sistema radial.

Ejemplo 3. ;Cuil es el dngulo, medido en el sistema sexagesimal que en el sistema radial
mide 1,7 radianes?

Aplicando cualquiera de las relaciones de la tabla anterior calculamos:
nrad — 180°
1,7 rad — x°

1,7rad .180°
oo L0

=970 24" 10"
7 rad *

Entonces:

Ejemplo 4. ;Cudl es el dngulo, medido en el sistema radial que en el sistema sexagesi-
mal mide 30°?

Aplicando y cualquiera de las relaciones de la tabla anterior calculamos:
180° — 7 rad
300 — xrad

E oo Frad. 300 %o
ntonces: = 1800 6

Ejemplo 5. Determinar ctal es el dngulo # medido en el sistema sexagesimal, si

en el sistema radial mide - rad? il 167 g2

3
. ____________________________________________________________________________|
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Nos podemos preguntar qué sistema conviene utilizar en las aplicaciones trigonométricas,
dado que éstas requieren que el dominio sea el de los niimeros reales. Entonces, ;cémo rela-

cionamos dngulos con niimeros reales?

N

2]

y

Dado un nimero # € R positivo, hay exactamen-
te un punto P = (x, y) sobre la curva que represen-
ta la circunferencia de radio 1 y centro en el siste-
ma de coordenadas cartesianas, tal que /& longitud
del arco de circunferencia que une los puntos (1;0) y
P, medido en sentido anti-horario, es ¢

(1;0) X,

Q
P03 SIS

1 2 El dngulo a cuyo lado inicial es el semieje positivo
x'y cuyo lado final es la semirrecta con origen en el
punto (0;0) y que corta a la circunferencia de radio
1 en el punto P, mide exactamente # radianes. Asi,
asociamos el dngulo o con el ndmero real 7.

Andlogamente, dado un dngulo o hay exacta-
Grdfico 7.5 | MeNte un punto P = (x,y) donde el lado final del
mismo corta a la circunferencia unidad. Asi, aso-

ciamos al dngulo o el niimero real # que da la medida del arco de circunferencia com-
prendido entre el par ordenado (1;0) y dicho punto 2.

Observar

* Como la circunferencia completa (dngulo de un giro) mide 27 radianes, si el nime-
ro real # verifica # > 2m, al trazar el arco desde el par ordenado (1;0) al punto P, se
recorrerd mds de una vuelta completa de la circunferencia. En este caso el nimero #
representard un dngulo de mds de un giro.

* En forma similar, si # € R es un niimero negativo, el dngulo que se asocia al mismo
serd un dngulo cuyo lado final se obtiene realizando una rotacién en sentido horario
desde el semieje x positivo que representa el lado inicial.

Para definir las funciones trigonométricas lo haremos primero trabajando con dngulos
cuyo lado inicial coincide con el semieje x positivo y su vértice se encuentra en el origen
del sistema de coordenadas, y consideraremos como referencia a la circunferencia unidad.

Una circunferencia centrada en el origen del sistema de coordenadas cartesianas que tiene
radio 1 se denomina circunferencia unidad.

Ejemplo. Si los brazos de un compds miden 12 cm y forman un dngulo que se mide en
radianes, entonces podemos afirmar que el radio de la circunferencia que se puede tra-
zar con esa abertura es de 24 cm.
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Funciones seno y coseno

Dado 7 € R, el dngulo cuyo lado inicial coincide con el
eje positivo de las abscisas en el sistema de coordenadas
cartesianas y que mide # radianes, que llamaremos por
simplificacién del lenguaje dngulo 7 determina un punto
P = (x,y) donde su lado final interseca a la circunferencia

unidad (gréfico 7.6).

Llamamos funcién seno del angulo # a la funcion:
/R —> Rdefinida por f(#) = sen ¢

que asigna a cada angulo ¢ el valor de la ordenada del
punto P donde el lado final del 4ngulo interseca a la cir-
cunferencia unidad (es decir, sez £ = y).

Llamamos funcion coseno del angulo # a la funcion:
/R —> R definida por f{2) = cos ¢

que asigna a cada angulo # el valor de la abscisa del
punto P donde el lado final del 4ngulo interseca a la cir-
cunferencia unidad (es decir, cos £ = y).

(gréfico 7.7)

Ejemplo 6. La representacién de las funciones seno y
coseno cuando el dngulo 7 en la circunferencia trigono-
métrica es mayor que 90° y menor que 180° (es decir se
encuentra en el segundo cuadrante) es la indicada en el

gréfico 7.8.

y

Ejemplo 7. La
representacion
P=(x,y) .
de las funciones
o oy , | seno y coseno
3 T s Jo >| cuando el dngu-
lo ¢ en la circun-
ferencia trigono-
métrica es ma-
yor que 180° y
menor que 270°
(es decir se en-
cuentra en el ter-
cer cuadrante) es la que se muestra en el gréfico 7.9.

oo

Grdfico 7.8
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Grdfico 7.6

0|/t

P=(x,y)

sen (t)

S

cos (t)

1 2

Grdfico 7.7

cos (t) /\

-

sen (t)

Grdfico 7.9
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Gréfico de las funciones seno y coseno

N
1Y Para construir los graficos de esas dos funciones, pri-
mero observemos las principales propiedades de

dichas funciones.

snl0)-0 1) Valores de las funciones seno y coseno para los 4n-
. / gulos notables

Xy
2 r 0 cos(0) [P=(1;0) 2

Consideremos los dngulos nulo, recto, llano y de un giro.

. *Para un dngulo 7 de 0 radianes (dngulo nulo), el lado
final del mismo (que coincide con el lado inicial) corta
a la circunferencia unidad en el punto P = (1;0) luego,
2 sen 0 =0ycos0=1.

Grifico 7.10

* Para un dngulo 7 de 7 tad (= 90°) el lado final del mismo corta a la circunfe-
. 2 , T T
rencia en el punto P = (0 ;1) asi, sen 5 =1y cos - 0;

* Andlogamente, realizando un grafico para los dngulos que miden © rad (dngulo llano)
y 2% rad se completa la tabla 7.3.
2

Tabla 7.3
0 Angulos T
2! — T 0 27
Funcione 2 2
sent 0 1 0 -1 0
P=0;0]1 cost 1 0 -1 0 1

2) Dominio e Imagen de las funciones seno y coseno

a) Para cualquier dngulo # independientemente del
namero de giros y del sentido del mismo, el lado final
del dngulo siempre corta a la circunferencia unidad y
podemos determinar los valores del seno y del coseno.

b) De igual manera, como los valores del seno y cose-
Grifico 7.11 21 no de cualquier dngulo siempre corresponden a la
ordenada o la abscisa del punto P, donde el lado final
del dngulo de 7 radianes corta a la circunferencia unidad, entonces, el punto P tiene
siempre sus dos coordenadas variando entre -1 y 1, asi:

Las funciones seno y coseno verifican:
Dom (sen ) =R e Img(sen f)=1[-1,1]
Dom (cos ) =R e Img(cost)=[-1,1]
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3) Signo de las funciones seno y coseno 4 Grdfico 7.12

* Para el dngulo # cuya medida se encuentra entre los
dngulos de 0 rad y 7 rad, el lado final del mismo se

encuentra en el primer cuadrante (I) del sistema de TN eiy)
coordenadas cartesianas. Entonces el punto P = (x,)

donde el lado final interseca la circunferencia unidad LA ‘l"” )
tiene sus dos coordenadas positivas, luego los valores ) E woste 1 7
de las funciones y = sen t'y x = cos t son positivos? (gra-

fico 7.12)

* Para el dngulo # cuya medida se encuentra entre los
dngulos de % rad y 7 rad, el lado final del mismo se
2

encuentra en el segundo cuadrante (II) del sistema de

coordenadas cartesianas. Entonces, el punto P = (x,y)
donde el lado final interseca la circunferencia unidad Tv Grdfico 7.13
tiene su primer coordenada x positiva y la segunda coor-
denada y negativa, luego el valor de la funcién y = sen ¢
es negativo, y el valor de y = cos r es positivo (grafico

7.13) P-(x.y]

* Andlogamente, observando el grifico para el tercer '
(III) y (IV) cuadrante, se justifican los restantes sig- , gt - B _x
nos del sen ¢y cos t en cada uno de ellos, que se pre- ? A ! :
sentan en la tabla.

Tabla 7.4
Cuadrante I I I v

Funciones

sent + + = = 2]

cost + - - +

4) Periodo de las funciones seno y coseno

Los dngulos que miden 7 radianes y # + 21 radianes tienen sus lados iniciales y finales
coincidentes, porque sumarle al dngulo que mide # radianes un dngulo de 2w radianes
significa realizar un "nuevo giro completo" en la circunferencia unidad.

Por lo cual se cumple:
sen t = sen (t + 2m)
cos t = cos (t + 2m)

2 | os valores positivos de las funciones se indican con el signo més (+) y los valores negativos con el signo menos (-).

funciones trigonométricas
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Grificamente:

P-(x.y) p-bxy)

t sen (t) sen(t+2~n)

B 1 0] coslt) 1 2 2 1 U}S(Hziﬂ 1 2

Grdfico 7.14

Las anteriores igualdades se mantienen para los dngulos que miden:

t+ 47, t+ 6T, ¢t + 8T, etc...
Generalizando, los resultados de las funciones seno y coseno se repiten en los dngulos
de la forma 7 + 2km con k € R, luego definimos:

Las funciones y = sen te y = cos tson funciones periodicas, de periodo 27, es decir sus image-
nes se repiten al sumar el valor constante 27t a la variable. En simbolos:

sen t=sen(t+2m) y cos t=cos(t+2m)

i{Importante!
Para los nimeros reales positivos sélo debemos graficar las funciones seno y coseno
entre 0y 27, y luego repetir el comportamiento de la misma en cada intervalo de lon-

gitud igual al periodo.
Jr 5) Seno y coseno de dngulos opuestos
Los dngulos que miden 7 radianes y -# radianes tie-
1 nen sus lados iniciales coincidentes y sus lados fina-
T les cortan a la circunferencia unidad en los pares
- ordenados P = (x,y) y Q = (x, -y), respectivamente.
son (i) Estos puntos son simétricos respecto del eje x.
t \cos(t) X
2 - O\-t Jeostt) 1 2
e 1) Entonces se verifica que (grafico 7.15):
/ Q=(x-y
. sent=y sen(-f)=-y cost=x cos(-1)=x
Grdfico 7.15
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a) La funcion y = sen t es simétrica con respecto al origen de coordenadas, es decir las image-
nes para dngulos opuestos son opuestas.

En simbolos: sen t=-sen (-t)

b) La funcién y = cos t es simétrica con respecto al eje y es decir las imdgenes para angulos
opuestos son iguales.

En simbolos: cos t=cos (-1)

6) Crecimiento y decrecimiento de las funciones seno y coseno

* Si consideramos dos dngulos cuyos lados finales se .
encuentran en el primer cuadrante (I) del sistema 21
de coordenadas cartesianas, de modo tal que:

dngulo #; < dngulo

como se observa en el gréfico, las relaciones entre el
seno y coseno para estos dngulos verifican: ——> senlt)

12 sen(t;)
1

Por lo cual: - - AT T
sent)<semt, 'y cost >cost,

En la funcién seno podemos concluir que cuando la
medida del dngulo aumenta, también lo hace el
valor del seno; en cambio, para la funcién coseno
ocurre lo contrario, a mayor medida del dngulo, el
valor del coseno del mismo disminuye. Utilizando ] Grafico 7.16
las definiciones de funciones crecientes y decrecien- .
tes, podemos decir:

Las funciones y = sen ¢ es una funcién creciente para dngulos cuyos valores se encuen-
T

tran entre 0 y = .
2

La funcidén y = cos ¢ es una funcién decreciente para dngulos cuyos valores se encuen-

tran entre 0y .

2

*Si consideramos dos dngulos cuyos lados finales se encuentran en el segundo cuadran-
te (II) del sistema de coordenadas cartesianas, de modo tal que:

dngulo #; < dngulo 1,

como se observa en el gréfico 7.17, las relaciones entre el seno y coseno para estos dngu-
los verifican las siguientes relaciones:
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Por lo cual:

2 senty <semt; |y 05ty < cost

En la funcién seno podemos concluir que cuando la
medida del dngulo aumenta, el valor del seno del
dngulo disminuye; lo mismo ocurre para la funcién

Grdfico 7.17

et coseno, a mayor medida del dngulo, el valor del cose-
sentt] SNB no del mismo disminuye3. Utilizando las definiciones
2 . . .
] %5 | de funciones crecientes y decrecientes, podemos
-1\ coslt) cos(t) [0 1 2

decir:

La funcidén y = sen ¢ es una funcién decreciente para

dngulos cuyos valores se encuentran entre 7 y 7.
2

La funcién y = cos ¢ es una funcién decreciente para

dngulos cuyos valores se encuentran entre 7y 7.
2

* Andlogamente, observando el gréfico para el tercer (III) y (IV) cuadrante, se justifi-
can el comportamiento del sen ¢y cos t en cada uno de ellos, que se presentan en la

tabla 7.5.

Tabla 7.5
Funciones
sent crece decrece decrece crece
cost decrece decrece crece crece

7) Griéfico de las funciones seno y coseno
Graficode y = sen ¢

Para una mejor representacion de los graficos de y = sen t e y = cos  en un sistema de coor-
denadas cartesianas, primero los realizaremos para la variable x que cumple: x € [0 , 27].

* Observemos que los dngulos de 0°, 90°, 180°, 270° y 360° se corresponden, respec-
tivamente, con los valores x = 0; x = - =1,57; x = 7=3,14; x:a—”E 4,71 yx=2m=6,28
sobre el eje de las abscisas en el sistema de coordenadas cartesianas. Para estos dngu-
los conocemos que se verifica: sen 0 = 0,sen % =1,5en w=0, sen g =1 ysen2n=0,
entonces el grafico de la funcién seno deberd pasar por los pares ordenados:

(0;0), (%1);(1,57;1) , (7;0)=(3,14;0) , (%”;1);(4,71;1) y (27;0)=(6,28 ;0)

3 Recordar que en los niimeros negativos, mayor absoluto indica que el nimero real se encuentra mas lejos del cero.
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* Si consideramos en el primer cuadrante de la circunferencia unidad los dngulos #; y
1,4, podemos representar el seno de los mismos y "#rasladar" dicho valor para cons-
truir en el sistema de coordenadas cartesianas los pares ordenados que se correspon-
den con dichos dngulos, es decir, los pares ordenados (2, sen 1)) y (¢, , sen t,), perte-
necientes al gréfico de la funcién y = sen ¢ (grafico 7.18).

N
y y=sent

sen(t
5 senlty) ft)

- 1 2 a4 1 % 2

Grifico 7.18

Notar. Para realizar un grafico con mayor precisién podriamos considerar, por ejemplo,
en el primer cuadrante cuatro dngulos, en dicho caso generaremos cuatro pares ordena-
dos entre (0;0) y )
2
* Si consideramos en el segundo cuadrante de la circunferencia unidad los dngulos # y
1,2, podemos representar el seno de los mismos y "trasladar”" dicho valor para construir
en el sistema de coordenadas cartesianas los pares ordenados que se corresponden con
dichos dngulos, es decir, los pares ordenados (23 ,sen #3) y (4 ,sen t4) pertenecientes al
gréfico de la funcién y = sen  (grafico 7.19).

N
y y=sent

sen (}4)

-1

N
)
ios
£
A=

Grdfico 7.19

4Los angulos t y t, se representan en el eje de las abscisas a través de los nimeros reales t y t, que dan la medida de la lon-
15 1Y D

gitud del arco de circunferencia unidad entre el lado inicial y final de cada angulo.

5Los angulos 3y 1 se representan en el eje de las abscisas a través de los nimeros reales t; y t; que dan la medida de la lon-

gitud del arco de circunferencia unidad entre el lado inicial y final de cada angulo.
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N
y=sent

t

1011 17 13 14

-
o -
w0 -

Grifico 7.20

Imagen: Fotografia del tejado de una casona que guarda formas

similares a la funcion seno.

N
y=cos t

t

101 12 13 iK

Grdfico 7.21

Si procedemos de la misma
manera en el tercer y cuarto cua-
drante se obtendrd una serie de
pares ordenados que al unirlos
representan el grifico de la fun-
cién y = sen t (grifico 7.20).

Con igual procedimiento que
para la funcién seno, se pueden
obtener pares ordenados que per-
miten representar el grifico de la
funcién y = cos ¢ (grafico 7.21).

Ejemplo 8. A partir del gréfico de
la funcién y = cos 2, y utilizando las
propiedades del grafico de la suma
de funciones ;Cudl es el grifico de
la funcién y = cos £ + 22

Para realizar el grfico de esta funcién trigonométrica usamos las propiedades que estu-
diamos para el grfico de una funcién cuando le sumamos (o restamos) un nimero real

no nulo.

* La funcién y = cos # + 2, es una funcién que resulta de sumar dos unidades a la fun-
cién y = cos t, entonces su grafico se obtendra desplazando cada valor de la curva que
representa al grifico de y = cos r dos unidades hacia arriba.
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funciones elementales para construir modelos mateméaticos



A partir del grifico 7.22, pode- R )
mos deducir que: yrooste2 Grdfico 7.22
1) el conjunto dominio de la
funcién f () = cos t + 2 es
Dom f= Ry el conjunto ima-
gen es Img f= [1;3]; 2

2) el conjunto dominio de esta
funcién f () = cos t + 2 es
igual al dominio de la fun- t

3

cién y = cos 1; 987654321 | 1234567889 101 121314

3) al operar con la funcién cose- A
no, se obtiene un conjunto
imagen para la () = cos # + 2
un conjunto imagen que es
distinto al de la funcién y = cos 5

4) si bien la funcién y = cos r interseca al eje y en el par ordenado (0;1), la funcién tri-
gonométrica y = cos ¢ + 2 lo intersecta en (0;3).

Ejemplo 9. A partir del gréfico de la funcién y = sen ¢ y utilizando las propiedades del gri-
fico de producto de funciones, ;cudl es el gréfico de la funcién y = 2 sen ¢ ?

* La funcién f(z) = 2 sen 1, es una funcién que resulta de multiplicar (expandir) la fun-
cién y = sen 1, entonces su grafico lo podemos obtener a partir de esta tltima funcién.

A partir del grifico 7.23, pode- yozsent Grifico 7.23
mos deducir que:

1) el conjunto dominio de
la funcién f(2) = 2 sent es
Dom f= Ry el conjunto ima-
gen es Img f=[-2,2]; !

321 [ 12345 6/7 8 9\0n 213

2) el conjunto dominio de
esta funcién f(2) = 2 sent es
igual al dominio de la fun-
cién y = sen t;

3) al operar con la funcién se-
no, se obtiene un conjunto i-
magen para la f(z) = 2 sent un
conjunto imagen que es dis-
tinto al de la funcién y = sen ¢;

4) tanto la funcién y = sen t como la funcién f(#) = 2 sen ¢ intersecan al eje y en el par

ordenado (0 ; 0);
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N
y=3sent-1

Grdfico 7.24

Relacién fundamental

5) con respecto al eje de las abscisas.
La funcién trigonométrica f(z) = 2 sen t
lo interseca en los mdltiplos de .

Ejemplo 10. A partir del grifico de la
funcién y = sen ¢, el grfico de la fun-
cién y = 3sen t -1 es el que se visualiza

en el grifico 7.24.

sQué relacién existe entre el seno y el coseno de un mismo dngulo?

Dado el dngulo de ¢ radianes, si consideramos el radio de la circunferencia unidad y los
segmentos cuya longitud definen el sen ¢y cos £, queda determinado un tridngulo rec-
tingulo cuya hipotenusa es exactamente el radio de la circunferencia unidad.

N

2

y

ol/t

sen (t)

v

cos (t)

1 2

dngulo.

Grdfico 7.25

Propiedad

Para un dngulo t se verifica:

Aplicando el Teorema de Pitdgoras:

(sen 1)2 + (cos )2 = 12

sen? t+ cos t=1

Observar: denotamos (sez 2)2 = sen? ty (cos 1)? = cos® ¢
a fin de precisar que el valor que se eleva al cuadra-
do es el resultado del sen 7 o cos 7, y no el valor del

De la fé6rmula anterior se deduce:

sent=+ 4/ 1- c052 t
cost=%4 1- se‘nz t

Donde el signo + se definird a partir de conocer el cuadrante al que pertenece el dngulo 7

Ejemplo 11. Utilizando la calculadora obtenemos:

sen 40° = 0,642788

y

cos 40° = 0,766044
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Calculando sus cuadrados:
sen? 40° = 0,413176 'y cos* 40° = 0,586824

y realizando la suma:

(0,413176) + (0,586824) = 1

Funcion tangente

Llamamos funcion tangente del angulo 7 a la funcion /: R — R que se denota por f{#) = 7¢ ¢,

y se define: sen t

tgt=

cos t

Angulo # en el primer cuadrante

La tangente del dngulo de # radianes estd represen- ,
tada geométricamente por la ordenada del punto Q, 2
perteneciente al lado final del dngulo # que tiene

abscisa 1 (grafico 7.206).

Y

1 0= (1)
tg (t)
i{Importante!
Yy . (t)
Por definicién el valor de la #g # corresponde siempre a la A x
ordenada de un punto cuya abscisa es x = 1. Entonces, si 2 1 O sl 2

el dngulo # pertenece al segundo o tercer cuadrante, para
representar geométricamente la 7g # debemos prolongar el

lado final de dicho dngulo. T
2
Grdfico 7.26
Angulo ¢ en el segundo cuadrante Angulo ¢ en el tercer cuadrante
” N
y y
2] 2
Q=(T;y)
1 1
tg (t)
sen(t),
M 4 MK Xy
2 q Tcoslt) | 2 2 1 0 1 2
K] -1
2 2. -2- 7.
Grdfico 7.27 Grifico 7.28
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Griéfico de la funcién tangente
1) Valores de la funcién tangente para los 4ngulos notables
Consideremos los dngulos nulo, recto, llano y de un giro.

* Para un dngulo 7 de 0 radianes (dngulo nulo), el lado final del mismo (que coincide
con el lado inicial) corta a la circunferencia unidad en el punto P = (1;0), luego

50 xen0=0

cos 0

* Para un dngulo #de % rad (= 90°) el lado final del mismo corta a la circunferencia

r
en el punto P = (0;1) y como cos - 0 , entonces no se puede obtener el valor de

9

Ty i{Importante!

En la representacion gréfica de la tangente deberfa-
No existe un punto 0~ (1:y) mos encontrar un punto que, con abscisa igual a 1,
sobr e lado finaldelangulo = | & ey cyentre sobre el lado final del dngulo (el eje y
en este caso), lo cual jes imposible! (grifico 7.29)

% x5 | *Andlogamente, utilizando la definicién de tan-
! ‘ ! 2 gente para 7 rad (4ngulo Ilano) y 3% rad se com-
pleta la tabla 7.6. 2

_ Tabla 7.6

T 3z
Angulo . 0 5 T = 27
2 ) No No
Grdfico 7.29 fgt 0 existe 0 existe 0

2) Dominio e Imagen la funcién tangente

., sen t ., ,
Por definicién 7gz= _ entonces la funcién tangente sélo se define para los valores
cos

del dngulo # que verifica cos ¢ # 0, esto significa que no se puede encontrar el valor de
la tangente para los dngulos que miden:
r m3x 3m 5Sm S«

27 2727 20 20 2

Si observamos la representaciéon geométrica de la funcién zg #, todos los dngulos cuyo
lado final coincide con el eje y (positivo o negativo) no contienen puntos de abscisa 1.
Asi no se puede representar el punto Q, entonces no existe la #zg # cuando # es un mul-

tiplo impar de .
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Para todo otro dngulo, el valor de la ordenada del punto Q es un niimero real, pertene-
ciente al intervalo (-00 , +00) entonces:

La funcién tangente verifica:

Dom () = R - { & m3T 3T 5T S_EW_M}
2 2 2 2 2 2 2
Img(tg t) =R
3) Signo de la funcién tangente

A partir de los signos de las funciones seno y coseno, o de la representaciéon geométri-
ca de la tangente del dngulo # se pueden obtener los signos de la funcién tangente para
los dngulos de los distintos cuadrantes del sistema de coordenadas cartesianas:

tgt + - + -

Tabla 7.7

4) Periodo de la funcién tangente

En los 4ngulos que miden 7 radianes y (# + m) radianes, vemos que sus lados finales son
semirrectas opuestas, ya que sumarle al dngulo que mide # radianes un 4dngulo de ©
radianes significa agregar un "giro de 180°". Gréficamente:

Q=(Ty)

tg (t)

sen (t)

cos (t) 1 2 .'2 -1

Grdfico 7.30
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Por lo cual se cumple:

tgt=1tg(t+m)

Las anteriores igualdades se mantienen para los dngulos que miden:
t+2W, t+ 3, t + 4T, etc...

Generalizando, los resultados de la funcién tangente se repiten en los dngulos de la
forma ¢ + kn con k € Z, luego definimos:

La funcion y = #g ¢ es una funcion periddica, de periodo 7, es decir sus imagenes se repiten
al sumar el valor constante 7t a la variable. En simbolos:

i{Importante!

tgt=tg(t+m)

Para los nimeros reales positivos s6lo debemos graficar la funcién tangente entre 0 y m,
y luego repetir el comportamiento de la misma en cada intervalo de longitud igual al

periodo.

5) Tangente de 4ngulos opuestos

"~
Y
2

P=(1y)

tg (t)

o

|
13
v

tg ()

N Q=(%;-y)

Grdfico 7.31

Los dngulos que miden # radianes y -# radianes tie-
nen sus lados iniciales coincidentes y los puntos
sobre sus lados finales que tienen abscisa igual 1
son P = (1;9) y Q = (15-y), respectivamente. Estos
puntos son simétricos respecto del eje x. (grd-

fico 7.31).

Entonces se verifica que:

gt=y tg(-)=-y

La funcion y = zg ¢ es simétrica con respecto al ori-
gen de coordenadas, es decir las imagenes para
angulos opuestos son opuestas. En simbolos:

tg t=-tg(-1)

6) Crecimiento y decrecimiento de las funcién tangente

*Si consideramos dos dngulos cuyos lados finales se encuentran en el primer cuadrante
(I) del sistema de coordenadas cartesianas, de modo tal que:

dngulo #; < dngulo 7,
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como se observa en el grafico 7.32, los valores
de la tangente para estos dngulos verifican: —»

Por lo cual:
tg tl < tg tz

Y utilizando la definicién de funcién creciente:

La funcién y = #g ¢ es una funcién creciente para
dngulos cuyos valores se encuentran entre 0 y 2.

* Si consideramos dos dngulos cuyos lados finales se
encuentran en el segundo cuadrante (II) del siste-
ma de coordenadas cartesianas, de modo tal que:

tg (to)

Grifico 7.32

dngulo #; < dngulo £,

como se observa en el grafico 7.32, los valores
de la tangente para estos dngulos verifican:—»

Por lo cual:
tg tl < tg t2

Y utilizando la definicién de funcién creciente:

La funcién y = 7g ¢ es una funcién creciente para
dngulos cuyos valores se encuentran entre
Z ym.

2

* Andlogamente, observando el grifico para el
tercer (III) y (IV) cuadrante, se justifican el
comportamiento de la zg # en cada uno de ellos,

Grdfico 7.33

que se presentan en la tabla 7.8.

Cuadrante del Sistema
de Coordenadas

tgt crece crece crece

crece

A partir de las propiedades anteriores y utilizando la representacién de la tangente de un
dngulo en la circunferencia unidad para formar pares ordenados en el sistema de coorde-
nadas cartesianas que pertenezcan a esta funcién, representamos el gréfico de la funcién

y = tg t (grafico7.34).
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"~
y=tgt

Grifico 7.34

Ejemplo 12: Si el valor de #g 7= % y sabien-

sen t i
do que 7gt=—— ;serd el valor del seno del
cos t

dngulo 7 igual a 3 y el coseno del dngulo #
igual a 2?

La respuesta es no, pues debemos recordar
que los valores que alcanzan las funciones
seno y coseno son siempre menores que 1.
En cambio, el valor 3 como resultado de la

funcién tangente, podria conseguirse cuando

t L cos t !
sen t=— ==
2 J 3

Ejemplo 13. Si representamos en la cir-
cunferencia trigonométrica unidad un
dngulo 7 en el primer cuadrante tal que el
segmento que representa el seno de dicho
dngulo mide media unidad tenemos (gra-
fico 7.35) —

A partir de la representacién podemos
deducir que:

1) lamedida del segmento que represen-
ta el sen (¢ + m) es -0,5 ya que el lado
final de este dngulo interseca a la cir-
cunferencia unidad en un punto P
cuya coordenada y es la opuesta a la

del punto donde el lado final del

dngulo 7 interseca a la circunferencia;

2) lamedida del segmento que represen-
ta el sen (21 - #) es -0,5 ya que el lado
final de este dngulo interseca a la cir-

cunferencia unidad en un punto

cuya coordenada y es la opuesta a la
del punto donde el lado final del

dngulo t interseca a la circunferencia.

Ejemplo 14. Si representamos en la cir-
cunferencia trigonométrica unidad un

t+m

o

Grdfico 7.35

o

Grifico 7.36
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dngulo 7 en el primer cuadrante tal que el segmento que representa el coseno de dicho

dngulo mide 0,8 unidades (gréfico 7.36).
A partir de la representacién podemos deducir que:

1) la medida del segmento que representa el cos (£ + m) es -0,8 ya que el lado final de
este dngulo interseca a la circunferencia unidad en
un punto P cuya coordenada x es la opuesta a la A
del punto donde el lado final del dngulo # interse-
ca a la circunferencia;

2) la medida del segmento que representa el cos (1t - #)
es -0,8 ya que el lado final de este dngulo interseca )]
a la circunferencia unidad en un punto 7’ cuya 3
coordenada x es la opuesta a la del punto donde el
lado final del dngulo # interseca a la circunferencia.

Ejemplo 15. Si representamos en la circunferencia tri-
gonométrica unidad un dngulo # en el primer cua- t
drante tal que el segmento que representa la tangente | - N 0 1 2
de dicho dngulo mide tres unidades (grifico 7.37).

A partir de la representacién podemos deducir que la B
medida del segmento que representa el 7z (# + T) es 3
ya que la prolongacién del lado final de este dngulo
coincide con el lado final del dngulo 7. 2

Grdfico 7.37

Funciones trigonométricas reciprocas

Se definen a partir de las funciones trigonométricas y = sen t, y = cos te y = tg t, las
siguientes tres funciones, calculando el reciproco del valor de las mismas:

Las funciones cotangente, secante y cosecante de un angulo t se definen como:

1
e Funcion cotangente de t — cotg t=——

gt
e Funcion secante de ¢ -  sect=

cos t
e Funcion cosecante de t —> cosec t =

sen t

jImportante!
Observar que las funciones trigonométricas reciprocas no aparecen definidas en las cal-
culadoras.
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La definicion de estas funciones, que con el uso generalizado de las calculadoras y computadoras ya no
se usan en la practica cotidiana, tenia como principal finalidad permitir de forma simple el célculo del
seno, coseno o tangente cuando la variable (angulo) tomaba valores préximos a cero o muy grandes.

Es por eso que en la actualidad y para la representacion de modelos matematicos han perdido vigencia.

N
Griéfico de la funcién y = cotg ¢ y=cotg
10
5
t
6 5 %4 3 2 1 4 7 0 M
10
Grifico 7.38
. Ay=sect
Griéfico de la funcidn y = sec ¢
10
5
' t
6 -5 RE 567 8 1
5
10
Grdfico 7.39
. Ny= t
Griéfico de la funcién y = cosec ¢ e
10
5
Gt
§ 5 -4 123 676 9
Grdfico 7.40
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Ejemplo 16. Los valores de las funciones trigonométricas seno, coseno y tangente para
los dngulos en el primer cuadrante de 0°, 30°, 45°, 60° y 90° se pueden obtener utili-
zando una "regla préctica” sin necesidad del uso de una calculadora, para eso construi-
mos una tabla siguiendo los pasos:

Paso 1. Completamos la fila correspondiente al seno del dngulo con los ndmeros ente-

ros desde 0 a 4.

Angulo t () 0° 30° 45° 60° 90°
sent 0 1 2 3 4
cost

tg t

Paso 2. Aplicamos a cada niimero la operacién de raiz cuadrada y dividimos por la

mitad dicho resultado.

Angulo t (%) 0° 30° 45° 60° 90°
sent Jo VU V2 e} V4
2 2 2 2 2
cost
tg t

Paso 3. Calculamos los resultados y obtenemos el valor del seno de cada dngulo. Si uti-
lizamos la calculadora para obtener los resultados anteriores, se podrd comprobar que

da igual.
Angulo t (%) 0° 30° 45° 60° 90°
1
sent 0 E £ £ 1
2 2
cost
tg t

Paso 4. A partir de la relacién fundamental, conocemos que para dngulos en el primer cua-

drante cos 7= 4 1- sen? # | entonces podemos completar la segunda fila de la tabla:
Angulo t (%) 0° 30° 45° 60° 90°
1
sen t 0 = £ £ 1
Z 2 2
1
cost 1 £ \/? — 0
2 72 2
tgt
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.. sen t
Paso 5. La definicién de tangente 7g¢=

permite completar la totalidad de la

tabla® : s ¢
Angulot (%) 0° 30° 45° 60° 90°

sent 0 l £ £ 1
2 2 2

cost 1 £ £ l 0
2 2 2

tgt 0 £ 1 \/? No existe
3

Ejemplo 17. A partir de la tabla de valores de seno, coseno y tangente para los dngulos
del primer cuadrante que construimos, podemos afirmar que para las funciones reci-
procas se cumple:

Angulo t () 0° 30° 45° 60° 90°
cotgt No existe \/? 1 g 0
sect 1 % \/? 2 No existe

cosect No existe 2 \/? % 1

Ejemplo 18. ;Qué dngulo/s ¢ verifican que sen £ = 0,72

N

24

y

07

sen(ty)

sen(t;)

Grdfico 7.41

Para contestar esta pregunta observemos la circun-
ferencia trigonométrica unidad y recordemos la
representacién del seno de un dngulo.

Debemos encontrar el dngulo cuyo "arco" se corres-
ponde con el segmento que representa el seno del
mismo. En este caso existen dos dngulos 7, y #, que
verifican:

sent; =07 y sent,=0,7

¢:Son los tinicos dngulos?

La respuesta es no, sélo debemos recordar que la
funcién seno es periédica (de periodo 2m).
Entonces:

6 Recordar que se si “racionaliza el denominador” se verifica la fraccion %z v
3

3
3]
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sen (£, + 2km) = 0,7 'y sen (¢, + 2kn) = 0,7 con k un nimero entero

:Cdémo encontramos # tal que sen t = 0,72 Necesitamos encontrar una nueva funcién
que permita "volver" o invertir lo que realiza la funcién seno, esto es:

sent
/\

4 0,7
\/

senl t

La funcién que "deshace” o invierte el resultado obtenido por el cilculo del seno y que
permite resolver la igualdad sez! (0,7) = ¢ es la funcién arco seno.

Funciones trigonométricas inversas

En el ¢jemplo anterior, observamos que existe una cantidad infinita de dngulos que al

calcularle el valor del seno dan por resultado un niimero real comprendido en el inter-
valo [-1,1].

Esto significa que la funcién seno no tiene una inversa que sea funcién (recordar la defi-
nicién de funcién, en el segundo capitulo), sin embargo, podemos definir una inversa
siempre que se consideren como imagen intervalos donde se cumplan la definicién de
funcidn, que se obtienen a partir de considerar el grafico de la funcién seno.

Andlogamente ocurre para las funciones coseno y tangente.

T . .
arcsen x: [-11] - [ ] son las funciones inversas de y = sern ¢,
Las funciones 22 y=costey=1igt, respectivame_nt_e,
definidas par- arccos x: [— 1,1] - [O,TE] y asignan a cada valor de su dominio el
T angulo cuyo arco se corresponde con
arctg x: R — (’ 2,2) el seno, coseno o tangente del mismo.

Nota. Estas funciones también se escriben, utilizando la notacién de funcién inversa,
como: arc sen t = sew’ t, arc cos t = cos\ t, arc tgt = tg’! ¢.

De esta forma aparecen en la calculadora.
Ejemplo 19. ;Qué dngulo ¢ verifican que sen £ = 0,7?

Utilizando la calculadora” obtenemos:

arc sen 0,7 = 44,420 o bien = 44° 25’37”

7 Recordar que al utilizar la calculadora en modo "degree (DEG)" el resultado que se obtiene sera la medida del angulo en el
sistema sexagesimal, en cambio en el modo "radian (RAD)" el resultado que se obtiene sera la medida del angulo medido en el
sistema radial.
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En el sistema radial arc sen 0,7 es t = 0,775 rad

Griéficos de las funciones trigonométricas inversas

Grifico de la funcién N
y=arc sent
y = arcsen t
24
kd
2
1.
t N
2 1 0 1 2
.‘| -
-
2
2
Grdfico 7.42
Grifico de la funcién N
) = arc cos t y=arc cos t
T
3.
2
'|.
t N
2 a 0 1 2
_1 -
Grdfico 7.43
Grifico de la funcién N
y=arctgt
y=arctgt
9]
I
2
14
ty
98 7654 321/01234%5@67 8 9
Observaciéon. También se
definen de igual forma las -1
funciones trigonométricas
inversas arco cotangente, arco 21
secante y arco cosecante.
Grdfico 7.44
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Combinando las funciones trigonométricas...

Relacionadas con las funciones trigonométricas de seno y coseno aparecen unas funcio-
nes que son combinaciones de éstas, y que se utilizan para la modelizacién de muchas
situaciones reales. Las funciones también llamadas funciones sinusoidales son:

f@=asen(bt+c)+d y g(t)=acos(br+c)+d

La principal caracteristica de estas funciones es que sus graficas se pueden obtener, si
b > 0, aplicando las operaciones de funciones a las gréficas de y = sen x e y = cos x.

i{Importante!
Las constantes @, b, ¢, y d que aparecen en la formulacién indican:

1) el valor absoluto de la constante # es la amplitud de la onda de la funcién, que indi-
ca el promedio de la diferencia entre los valores méximos y minimos;

’ .7 27[ . . . . .
2) el periodo de la funcién es ——, e indica la longitud de la variable # a partir
del cual se repetirdn los valores;
g -C .. , : , 9
3) el cociente —— indica el nimero de unidades que se desplazard horizontalmente

a la derecha o a la izquierda de la variable 7 (segn sea ¢ negativo o positivo) la

grafica de la funcién f'(2) = a sen (b2) o g (2) = a cos (b1);

4) la constante 4 indica el nimero de unidades que se desplazard verticalmente la gra-
fica de la funcién f(#) = a sen (bt + ¢) 0 g (2) = a cos (bt + ¢).

Movimiento arménico simple

Ejemplo 20. Una aplicacién de la fisica: Movimiento arménico simple

Si un cuerpo estd vibrando verticalmente, la funcién f(#) que mide (en cm) la distan-
cia dirigida del cuerpo desde su posicién central, que consideramos el origen, después
de # segundos, siempre que el sentido positivo sea considerado hacia arriba es:

V1
(£)=8cos | —¢
Entonces: 4 [ 3 J

* la amplitud del movimiento es 8 cm, lo que indica que serd el mdximo desplaza-
miento;
* el periodo es 2’;[ , es decir 6, lo que indica que se requiere que transcurran 6 segun-

3

dos para una vibracién completa del cuerpo;

* inicialmente, el cuerpo se encuentra 8 cm sobre el origen, que es la posicion central,
en el primer segundo baja £(1)= 8cos ) esto significa que la altura del cuerpo es de

4 cm sobre el origen, aproximadamente.
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cos (t)

La representacién grifica del movimiento
armoénico simple que verifica esta funcién

8cos (3] f(®) es la indicada en el grifico 7.45.

M

Ejemplo 21. Una aplicacién de la econo-
mia: temporalidad del empleo.

N

&

=2

t
01 ' 6 : ' 2] % | Un economista dedicado a asesorar a
21 empresas le indica a un gerente que la
" demanda del empleo es temporal, y expre-
sando la misma en miles de solicitudes de
7 trabajo por mes en su consultora, la misma
,8.

se puede modelizar por la funcién:
Grdfico 7.45

f(2) = 4,3 sen (0,8 + 1,5) + 7,3

donde 7 representa el tiempo medido en meses, a partir de enero.
A partir de la informacién anterior, podemos deducir que:

1) la amplitud de la funcién que explica la temporalidad en la presentacién de solici-
tudes de empleo es igual a 4,3. En el contexto planteado indica el promedio de la
diferencia entre los valores mdximos y minimos de solicitudes recibidas;

2) el desplazamiento vertical de la funcién temporalidad en la presentacién de solici-
tudes de empleo es igual a 7,3;

3) el periodo de la funcién temporalidad en la presentacion de solicitudes de empleo
esigual a 27 _ - gs.
0,8 =/ )
4) la empresa recibe mayor nimero de solicitudes en los meses de enero y agosto, lo
cual estd indicado por el periodo que indica que los valores mdximos se repiten cada
ocho meses, aproximadamente;

5) el grifico de la funcién () es

el gréfico 7.46. T Grdfico 7.46
12 mil{
Aplicaciones de las funciones
0 0) 10 mil 4
trigonométricas "
8mil{
Ejemplo 22. Se necesita conocer
el ancho de un rio a fin de colocar 6 mil;
adecuadamente los instrumentos
9 4 mil4
que registran su altura y caudal
diario. Desde la posicién P;, exac- 2l
tamente al frente del punto 0,

: . 0 mil t{mes)
donde se colocardn los instrumen- - : p - - - >
tos se miden en linea recta, parale-
la a la corriente del rio, 16 m y se
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A
marca la posicién P,. Con el uso de un teodolito se mide el dngulo P; P, O, que resulta
de 40° ;Cudl es el ancho del rio en la zona donde se colocardn los instrumentos de

medida?

Podemos representar grificamente -

Interpretando esta situacién en un sistema de coordena-
das cartesianas, y considerando que el punto P, se iden-
tifica con el origen del sistema:

20

jancho?

40° 16m X

2 Grifico 7.47

204

jancho?

40° 16m | x

-204

Grifico 7.48

funciones trigonométricas

Notemos que si la hipotenusa
del tridngulo coincidiera con
el radio de la circunferencia
unidad, el valor del ancho
serfa el resultado del sen 40°,
pero la circunferencia cuyo
radio es la hipotenusa del
tridngulo  considerado es
mayor que 16 m ;por qué?

7 = radio del circulo

Entonces, para resolver el
problema planteado debe-
mos definir las funciones tri-
gonométricas para dngulos
de un tridngulo rectdngulo.
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Funciones trigonométricas para dngulos agudos
de un tridngulo rectdngulo

PaN
Consideremos el tridngulo rectdingulo AOB de modo tal que el dngulo a coincida con
el origen del sistema de coordenadas cartesianas, y el lado OA se encuentre sobre el eje
X positivo.

N 2. .4
Por las definiciones de las funciones 2] Grdfico 7.49

seno y coseno queda determinado el
tridngulo NOM que es semejante al
tridngulo AOB ya que el dngulo o es
comun a ambos, los dngulos A y N son y
rectos, y entonces el dngulo M es igual
al dngulo B. Como la hipotenusa del { Ay .
tridngulo NOM mide OM = 1, pode- 2 1 of @a v 1 a4 7

mos concluir:

B

sena

AB  sena AB  cateto opuesto a &/
—_— B — —>seno =—— = -
OB OM OB hipotenusa
OA cos « OA cateto adyacente a &
—_— B — —0sO =—= = -
B OM OB hipotenusa
AB  sena AB  cateto opuesto a &
—_—— = —> tg O =—— = -
A cos o OA  cateto adyacente a &

En un tridngulo rectangulo, para el angulo agudo o se verifica:

cateto opuesto a &

sen oL = :
hipotenusa
. hipotenusa

cateto adyacente a & cat. opuesto

cos O, = -
hipotenusa
(04

cateto opuesto a 0. cat. adyacente

ol =

cateto adyacente a O

Ejemplo 23. (Continuacién del problema planteado en el Ejemplo 22). Se necesita
conocer el ancho de un rio a fin de colocar adecuadamente los instrumentos que regis-
tran su altura y caudal diario. Desde la posicién P}, exactamente al frente del punto 0,
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donde se colocardn los instrumentos se miden en linea recta, paralela a la corriente del rio,
16 m y se marca la posicién P,. Con el uso de un teodolito se mide el dngulo 2; P, 0,
que resulta de 40° ;Cudl es el ancho del rio en la zona donde se colocardn los instru-
mentos de medida?

La situacién planteada se puede representar con el tridngulo recténgulo:
Analiticamente

Datos

e Angul do 400.
ngulo agudo Y

* Cateto adyacente al dngulo de 40° = 16 m. 16m

Incégnita: @ = ancho = cateto opuesto al dngulo de 40°.

Usando las relaciones entre dngulos de un tridngulo y la funcién trigonométrica que
relaciona los datos e incognitas del problema, expresamos:

17 40° = 2

g 16 m
a =16 m rg 40°
a=13,4256 m

Atn sin poder cruzar la cinta métrica sobre el rio, podemos conocer que el ancho del
mismo es de 13,43 m. (aproximadamente).

Ejemplo 24. Pablo debe colocar una cuerda desde el punto donde termina el tronco de
una pequena palmera que se encuentra en un parque y el suelo, a fin de protegerla del
viento.

Como es un dia soleado, la palmera estd proyectando una sombra cuya longitud se
puede medir sobre el verde del parque. Pablo midié la altura del tronco (desde el suelo
hasta el punto donde se ramifica) y obtuvo como resultado 1,32 m, por otra parte
midi6 la longitud de la sombra del mismo que es de 2 m.

A partir de la informacién anterior, cudl es la respuesta a las siguientes preguntas:

1) ;cudl es el dngulo que forma el rayo de sol que pasa justamente por el punto donde
termina el tronco (comienza el follaje) y la superficie de césped?;

2) ;qué propiedad permite relacionar la altura del tronco de la palmera con la medida
de su sombra? A partir de esta relacién: ;cudl es longitud de la cuerda que se debe
atar a la palmera para que la misma no sufra los embates de los vientos?

Para dar respuesta a las preguntas anteriores, planteamos grafica y geométricamente la
situacién:
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Analiticamente

Datos:
* cateto opuesto al dngulo de a0 = 1,32 m;

* cateto adyacente al dngulo de o0 = 2 m

Incégnitas:
* dngulo a;

* hipotenusa del tridngulo.

1) Para obtener el dngulo que forma el rayo
de sol que pasa en el punto donde comien-
za el follaje de la palmera y la superficie de
césped establecemos la funcién trigono-
métrica que relaciona los datos y el dngu-
lo incégnita:

1,32 m
g0 = 1,32 m
2 m o
tg 0. = 0,66 2m

o = arc 7g 0,66
o =33°25"29”

El d4ngulo que forma el rayo de sol es de 33° aproximadamente.

2) Ladistancia entre el punto donde comienza el follaje de la palmera y el punto final
de la sombra del mismo es el valor de la hipotenusa del tridngulo rectidngulo. Para
obtener la medida de la hipotenusa utilizamos el Teorema de Pitdgoras que afirma:

(cat. opuesto)? + (cat. adyacente)? = (hipotenusa)?

En este problema:

(1,32m) %+ (2m)?= (hipotenusa)2
1,7424 m* +4m?* = (hipotenusa)2

+/ 5,7424 m = hipotenusa

hipotenusa = 2,396 m

La distancia entre la altura méxima del tronco (comienzo del follaje) y el punto final de
la sombra del mismo sobre el césped del parque es de 2,4 m.

Ejemplo 25. El edificio Empire State es el edificio mds alto de Nueva York, situado al
sur del barrio de Manhattan, en la Quinta Avenida. Desde el mismo se puede disfrutar
de las mejores vistas de Manhattan y otras zonas caracteristicas de Nueva York (Nueva
Jersey, Pennsylvania, Connecticut y Massachussets).

El Empire State fue inaugurado en mayo de 1931, y cuenta con 102 pisos, 6.500 ven-
tanas, 73 ascensores, 1.860 peldafos y su superficie es de 204.385 m2. Este edificio fue
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declarado monumento Histérico Nacional en 1986, y después de la caida de las Torres
Gemelas, es nuevamente el mds alto de Nueva York.

Este edificio tiene 381 metros de
altura, hasta el altimo piso que es
................... el 102. Si se incluyen los 62
_____ 1 4°E metros del pindculo, su altura total

llega a 443 metros. Si Agustin,
cuya altura es de 1,70 m, observa

i? el dltimo piso con un dngulo de
elevaciéon de 14° ;A cudntos

metros de la base del Empire State
Grdfico 7.50 | s encuentra ubicado?

381 m

Para dar respuesta al problema, recordemos las definiciones de dngulo de elevacién y
dngulo de depresion:

Angulo de elevacién Angulo de depresién

Objeto Horizontal Observador

Linea de visién a.=angulo de depresion

B=angulo de elevacion Linea de vision

Horizontal Observador

Grifico 7.51

Como el dngulo de observacién se define a partir de la visién del sujeto observador,
supondremos que los ojos del mismo se encuentran a una altura de 1,60 m (puesto que
la informacién que poseemos es que Agustin mide 1,70 m). Planteamos geométrica-
mente la situacién del problema.

Datos:
* altura del tridngulo donde se observa el dngu- 379.40 m
lo de elevacién = 379,40 m; !
* dngulo de elevacién = 14°. 14°
P 1,60 m
Incégnita: X

* Distancia entre Agustin y el edificio = x

Conociendo el dngulo de elevacién y la altura del edificio, establecemos la funcién tri-
gonométrica que relaciona los datos y la medida incégnita:
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379,40 m

tg 140 = m
379,40 m
PO i)
tg 140
x=1.521,69 m

En el momento planteado Agustin se encuentra sobre la calle a 1.521,7 m aproxima-
damente, observando el edificio.

Ejemplo 26. Silvina se encuentra en la ventana de su departamento que estd situada a
9 m del suelo y observa la parte inferior del edificio con un dngulo de depresién de 70°.
sCudl es el ancho de la calle que divide el edificio donde vive Silvina y el edificio de
enfrente?

Para el problema planteado, la representacién
geométrica y los datos e incégnitas son:

Datos:
e distancia de la ventana de Silvina al suelo

VO =9m
* dngulo de depresién P = 40°

\ .,
S
)
"
)

Incégnita: o Voo Grdfico 7.52
* ancho de la calle z = Of 550:‘0

En el tridngulo OV conocemos la longitud del m

lado OV = 9 m, y el valor del dngulo con vér- ,

tice en V que es de 50° ya que la suma de los 0 |

dngulos interiores del tridngulo es igual a 180°. ' wa?

Con estos datos, aplicando la funcién trigonométrica tangente, podemos obtener la

longitud de la calle.

0]
tg 500 = 97m
Ol =9 m tg 50°
Ol =10,73 m

A partir de los cdlculos podemos afirmar que el ancho de la calle es de 10,73 m.
Ejemplo 27. Virginia y Julia observan un globo aerostitico. La distancia entre ellas es
de 4 km, pero mientras Virginia observa el globo con un dngulo de elevacién de 46°,
Julia lo hace con un dngulo de elevacién de 52°.

A partir de la informacién anterior, cudl es la respuesta de las siguientes preguntas.

1) ;Cudl es la altura del globo aerostitico en el momento de la observacién?
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2) ;Qué distancia hay desde el globo al punto
sobre la superficie de la tierra donde se
encuentra ubicada Virginia? ;Y dénde se
encuentra Julia?

Para dar respuesta a las preguntas anteriores, plan-
teamos geométricamente la situacién:

Grifico 7.53

G ._:;I“.c, Zkm °
o g
/) 5
\ 0 J
“ _
~
4 km
Datos: Incégnita:
* suma de lis bases de los tridngulos * distancia del globo a Virginia = longitud VG
GVOyJOG = 4 km ¢ distancia del globo a Julia = longitud GJ

: Zzgﬁiz 3:45;: e altura del globo = longitud OG
1) Para obtener la distancia del globo a Virginia establecemos dos igualdades a partir de

la funcién trigonométrica tangente, que relaciona el dato de la base de los dos tridn-
gulos recténgulos (O] + VO = 4 km) y la altura de los mismos que es coincidente:

oG
17 520= 2=
& VO
VO.tg 520= 0G (1)

Y también: s
1g 46° = g
o

g 46° = Oi

4- VO

(4- VO).1g 460= OG (2)
Como en las dos igualdades (1) y (2) anteriores el término de la derecha OG, que repre-
senta la altura del globo es el mismo, entonces podemos igualar ambas identidades y
Sl VO.1g 520= (4- VO).1g 46°
V0.1,280 = (4- VO).1,036
V0.1,280 = 4,144- VO.1,036
V0 .1,280 + VO.1,036 = 4,144
VO. (1,280 + 1,036) = 4,144
2,316 VO = 4,144
VO=1,79 km
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La distancia entre Virginia y el globo, que es la longitud de la hipotenusa del tridngu-
lo GVO, se puede calcular utilizando la funcién trigonométrica que relaciona la medi-
da del segmento VO con la hipotenusa:

cos 52° = e
VG
Vi _ 1,79 km
cos 52°
VG =2,91 km

La distancia entre el globo y Virginia, medida en linea recta, es de 2,91 km.

2) Para obtener la distancia del globo a Julia, conocemos que O] 2,21 km, y como
dicha distancia es la longitud de la hipotenusa del tridngulo GO] se puede calcu-
lar utilizando la funcién trigonométrica que relaciona la medida del segmento O]
con la hipotenusa:

cos 46° = O]
GJ
—  2,21km
GJ = oclxm
4 cos 46°
GJ =3,18 km

La distancia entre el globo y Julia, medida en linea recta, es de 3,18 km.

3) Para obtener la altura a la que se encuentra el globo utilizamos, en el tridngulo
GVO, la funcién trigonométrica seno que relaciona el dato de la hipotenusa y la
altura del mismo:

GO
sen 52°= ——

VG
GO = sen 520.2,91km

GO =2,29 km

En el momento en que Virginia y Julia estin observando, el globo aerostdtico se
encuentra a 2.290 m o 2,29 km del suelo.

Ejemplo 28. Se necesita conocer el costo que insumird el transporte de la produccién
de una empresa embotelladora de gaseosa, desde su establecimiento "COC1" hasta la
ciudad de Charata en Chaco. Por datos obtenidos utilizando el sistema de posiciona-
miento global GPS y viajes anteriores, se conoce la siguiente informacion:

Sabiendo que el costo por kilémetro recorrido del transporte es de $ 1,30, y que cada viaje

se realizard por la ruta que une ambos destinos en forma directa, es decir sin pasar por el
punto M de interseccién de rutas, ;cudl es el costo de cada viaje?
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Notemos que el tridngulo que deter-
mina los datos del problema no es rec-
tangulo ya que los dngulos conocidos
no son rectos y la suma de los mismos
supera 90° (grifico 7.54). Entonces,
para hallar la solucién debemos com-
pletar el estudio de las funciones trigo-
nométricas con el siguiente teorema.

Grdfico 7.54

_11’:'.‘

[==] Establecimiento

coc1

Teorema del seno

En todo tridngulo se verifica que los cocientes entre cada lado y el seno del dngulo
opuesto a dicho lado son iguales.

En simbolos: 4 2 ¢

senat senlB senv

Demostracién

Realizaremos la demostracién de la primera igualdad:
a b

senot ) senf

Para comprobar la segunda se deben realizar los mismos pasos.

Para comprobar esta igualdad, trazamos en el tridngulo, cuyos lados son los segmentos
a, by, laaltura h que divide al mismo en dos tridngulos recténgulos: el tridngulo rec-
tingulo que sefialamos con (1) y el tridngulo rectdngulo que sefialamos con (2)

a . sen

h
En el tridngulo (1) se verifica: se7 b= ; - b

En el tridngulo (2) se verifica: se or = ﬁ N A

b . sen 0,

Como la altura / es la misma para ambos
tridngulos rectdngulos, igualando las dos iden-
tidades anteriores, se obtiene:

a.senB=0b.sena

funciones trigonométricas
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o bien:

a b
senot  senf

i{Importante!

En el enunciado del Teorema del seno aparece un cociente, debemos entonces asegurar
que los denominadores son distintos de cero, por ser los dngulos de todo tridngulo
mayores que 0° y menores que 180°. Esta afirmacién es siempre verdadera (verificar
definicién de seno de un dngulo).

¢Cudndo podemos aplicar el Teorema del seno?

* En todo tridngulo.
* Si los datos son: dos lados y el 4ngulo opuesto a uno de ellos.

* Si los datos son: dos dngulos y el lado opuesto a uno de ellos.
Ejemplo 29. (continuacién del ejemplo 28)

Para conocer el costo que insumird el
transporte de la producciéon de una empre-
sa embotelladora de gaseosa, desde su esta-

blecimiento "COCI1" hasta la ciudad de

Charata, se conoce como informacidn:

En el problema planteado los datos e incog-
nitas son:

Datos: o
e distancia de la interseccién de rutas M a Charata MC = 105 km

* dngulo en la interseccién de rutas M o = 55°
* dngulo en la interseccién de rutas E B = 40°

Incégnita: o
e distancia de la embotelladora a Charata 4 = EC

Como los datos son dos dngulos de un tridngulo no rectdngulo y el lado opuesto a uno
de ellos, aplicando el Teorema del seno planteamos:

105 km d

sen 400 sen 55°

105 km . sen 55°
sen 40°
d =133,81 km.

d=
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Como el costo del viaje es de $ 1,30 por kilémetro y la distancia a recorrer desde el esta-
blecimiento COCI1 a la ciudad de Charata es de 133,81 km, el costo total del transpor-
te de la produccién serd de $ 173,96 por cada viaje.

Ejemplo 30. La ciudad de Villa Mercedes se halla ubicada al centro-este de la provin-
cia de San Luis. Posee un aeropuerto, que recibe vuelos de cabotaje de las principales
ciudades del pais. En la actualidad, es el centro comercial que sigue en importancia a la
capital provincial y se caracteriza por su trazado edilicio moderno, con amplias calles

arboladas, parques y paseos ptblicos.

Esta ciudad es conocida popular-
mente por el atractivo que presenta
su "calle angosta" a la cual le han
compuesto canciones folkléricas y
versos, transformdndose en una
auténtica postal de la ciudad.

Un avién vuela entre las ciudades de
San Luis y Villa Mercedes, que dis-
tan 95 km. Las visuales del avidn,
medidas desde los aeropuertos de
San Luis y Villa Mercedes, forman
dngulos de 29° 30" y 41° 20’ respec-
tivamente, con la horizontal. ;Cudl
es la distancia, si se considera en
linea recta, desde el avién al aero-

puerto de Villa Mercedes?

Grdfico 7.55

San Luis 95 km

29°30° 41°20°

SL VM

95 km

En el problema planteado los datos e incdgnitas son:

Datos:

¢ distancia de Villa Mercedes a San Luis = 95 km;

* dngulo de observacién desde San Luis = 29° 30’

* dngulo de observaciéon desde Villa Mercedes = 41° 20’.

Incégnita:

* distancia del avidn al aeropuerto de Villa Mercedes = d

Como los datos conocidos son dos dngulos de un tridngulo (no rectdngulo) y un lado,

necesitamos conocer el valor del dngulo opuesto a dicho lado para aplicar el teorema

del seno. Por la propiedad de suma de dngulos interiores de un tridngulo planteamos:
o +29°30" +41° 20’ = 180°

o =109° 10’

Con los datos del problema y el valor del dngulo opuesto a la distancia conocida, pode-

mos calcular:
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95 km d
sen 109°10°  sen 29930

9 km . sen 29°30°
- sen 1090107

d = 49,53 km

d

En linea recta, la distancia entre el acropuerto de Villa Mercedes y el avién es de 49,53 km.

Ejemplo 31. Se desea construir una autovia para unir en forma directa las localidades
de Esperanza y Buena Vista, para eso se realiza un puente sobre la laguna Azul. En la
actualidad, se llega a la ciudad de Buena Vista siguiendo el trayecto Esperanza - Costa
Verde - Buena Vista.

Esperanza

En el grafico 7.56 se muestran los datos

Costa Yerde Grdfico 7.56 | existentes.

a%“
(71 LF

N Nos preguntamos, jen cudntos kiléme-
\ tros se disminuird el viaje con la nueva
red vial?

El tridngulo que determinan los datos del
problema no es rectdngulo, y tampoco
aparecen como informacién los dngulos
g y de los lados opuestos conocidos, lo que
BuenaVista | permitirfa utilizar el teorema del seno.

Laguna Azul

Para responder a hallar la solucién debemos completar el estudio de las funciones tri-
gonométricas con otro teorema que se aplica a las relaciones de cualquier tridngulo.

Teorema del coseno

En todo tridngulo se verifica que el cuadrado de uno de sus lados es igual a la suma de
los cuadrados de los otros dos, menos el doble del producto de estos lados por el cose-
no del dngulo que forman los mismos.

En simbolos:

a2 = 6% + 2 - 2bc cos a
b2 =a? + 2 - 2ac cos B
2 =a2+b%-2abcosy

Demostracién
Realizaremos la demostracién de la primera igualdad:
a2 =62+ 2 -2bccos a
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Para comprobar la misma en los restantes lados se deben realizar los mismos pasos.

Para comprobar esta igualdad, trazamos, en el tridngulo cuyos lados son los segmentos
a, by ¢ laaltura / que divide al mismo en dos tridngulos rectingulos: el tridngulo rec-
tingulo que sefialamos con (1) y el tridngulo rectdngulo que sefialamos con (2)

En el tridngulo (2) supondremos que la base es x y por lo tanto la base del tridngulo (1)
serd: ¢ - X.

En el tridngulo rectdngulo (1) aplicamos el
teorema de Pitdgoras: a h b

a =h*+ (c - x)?

Resolviendo el cuadrado de la diferencia:

B=h+2-2cx+x2 (¥

En el tridngulo recténgulo (2) se verifican las relaciones trigonométricas definidas en los
mismos, por lo que:
sent == — h=b.sena

cos O = - x=b.cosa

S EICH S

Como hemos escrito / y x en funcién de los datos conocidos, reemplazando éstos en la
identidad (*), podemos escribir:

a? = (b sen 0)? + ¢ - 2¢ (b cos ) + (b cos a)?
a2 = b2 sen? o+ 2 - 2bc cos o+ b2 cos? a
a? = b2 (sen? o + cos? o) + ¢ - 2bc cos o
El término que aparece entre paréntesis en la igualdad anterior es, exactamente, la relacién
fundamental entre seno y coseno de un mismo dngulo: sen? o + cos? o = 1, concluimos:
a2 =02+ c2-2bc cos
i{Importante!

El Teorema del coseno, si se aplica a un tridngulo rectdngulo, resulta el enunciado del
Teorema de Pitdgoras.

Por teorema del coseno en el tridngulo de la figu-
ra conocemos que:

22 =02 + 2 - 2bc cos 90° b @

o =90°

y como cos 90° = 0, entonces se obtiene:

2=b
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:Cudndo podemos aplicar el Teorema del coseno?

* En todo tridngulo.
* Si los datos son: dos lados y el 4ngulo comprendido entre los mismos.

* Si los datos son: los tres lados de un tridngulo.

i{Importante!
A partir de la relaciéon expresada por el Teorema del coseno:

a =02+ 2 - 2bc cos o
es posible obtener el valor del coseno del dngulo o que forman los lados @ y & del tridngulo:
al- b2 c?
-2bc

y de esta tltima ecuacién, utilizando la funcién inversa se puede conocer el valor del
dngulo a.

cos & =

De manera andloga, siempre aplicando el Teorema del coseno, se obtienen los restantes
dngulos de un tridngulo a partir de conocer las medidas de los lados.

Ejemplo 32. (continuacién del ejemplo 31)

Necesitamos conocer la distancia a cubrir con la autovia y el puente, que se deben cons-
truir, para unir en forma directa las localidades de Esperanza y Buena Vista, a partir de
la informacién conocida. Lo que permitird obtener en cudntos kilémetros se disminui-
ra el viaje luego de construida la nueva red vial.

c

Geométricamente los datos e incégnitas
son:

Datos:
e distancia de Esperanza a Costa

Verde EC = 120 km;
E

* distancia de Buena Vista a Costa
Verde BC = 180 km;

* dngulo en la interseccion de rutas o = 100°.

Incégnita: o
e distancia de Esperanza a Buena Vista 4 = EB.

Como los datos son dos lados de un tridngulo no rectingulo y el 4ngulo comprendido
por ellos, aplicando el Teorema del coseno planteamos:

d? = (120 km)? + (180 km)?2 - 2 (120 km)(180 km) cos 100°
d? = 14.400 km2 + 32.400 km? - 43.200 km?2 (-0,1736)
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d? =54.299,52 km?
d =233,02 km

Cuando la nueva estructura vial permita conectar en forma directa Buena Vista y
Esperanza se ahorrardn 66,98 km, aproximadamente, ya que el recorrido actual es de

300 km.

Ejemplo 33, Dos automéviles se encuentran transitando una misma autopista, en un
punto la autopista se bifurca en dos caminos que forman entre si un dngulo de 32°y
cada automévil sigue por un camino diferente. Si el primer automovilista contintia por
uno de los nuevos caminos a una velocidad cons-

tante de 75 km por hora y el otro automovilista lo
hace a 90 km por hora, ;a qué distancia se
encuentran los automdviles una hora después que
se separaron?

;az?

Los datos e incégnitas son: 75 km

Datos:

* distancia recorrida por el primer automovilista
en una hora = 75 km;

* distancia recorrida por el segundo automovilis-
ta en una hora = 90 km;

* dngulo en la bifurcacién de la autopista o = 32°.

Incégnita:
* distancia entre los automovilistas después de una hora = &

Como los datos son dos lados de un tridngulo no rectingulo y el 4ngulo comprendido
por ellos, aplicando el Teorema del coseno planteamos:

d? = (75 km)2 + (90 km)? - 2 (75 km)(90 km) cos 32°
d? =5.625 km? + 8.100 km? - 13.500 km? (0,8480)
d? =2.277 km?

d =47,71km

Una hora después que ambos automovilistas toman rutas distintas, en linea recta la dis-
tancia entre ellos es de 47,71 km, siempre que mantengan sus velocidades constantes.

Ejemplo 34. El pueblo de Alcira, mds conocido por el nombre de su estacién ferrovia-
ria Gigena, estd ubicado en el departamento Rio Cuarto, al sur de la provincia de
Coérdoba. Lo une a la capital de la provincia la Ruta Nacional N° 36 y se encuentra a
una distancia de 170 km.

El municipio de Alcira (Gigena) ha decidido colocar césped en un cantero de su plaza cen-

tral, que tiene forma triangular. Las longitudes de sus tres lados miden 27 m, 16 my 18,4 m.
El costo de implantacién de césped es de $20 por metro cuadrado. ;Cudl serd el gasto total
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que tendrd el municipio?
Podemos representar el problema
con el esquema siguiente ———

a=16m b=184m

A partir de la informacién ante-
rior, podemos expresar que: c=2Im

1) la relacién entre las funciones trigonométricas que se debe utilizar para obtener el

valor de los dngulos del tridngulo que forma el cantero es el Zeorema del Coseno;

2) los dngulos del tridngulo que forma el cantero miden, respectivamente, 103° 12’,
35° 14’, y 41° 34’, que se obtienen aplicando la relacién derivada del Zeorema del

coseno: 2 2 2 2 2 2 2 2 2
a“-b*-—¢ b“-a“- ¢ c“-b*-a

cos@¢=———————, cosf=——— y cOS Y= ————
-2bc -2ac -2ab

3) la superficie del cantero es de 164,84 m?, ya que la altura del mismo es igual a
12,21m la cual se obtiene de la relacién:
altura

41034") =
sen ( ) 5.4

4) para colocar el césped al cantero se deberd gastar $3.296,80.

Consideraciones Finales

Como el objetivo de este texto es estudiar las funciones que permiten modelizar situa-
ciones reales, la presentacién y el estudio de Trigonometria se realizé poniendo énfasis
en las Funciones Trigonométricas. Sin embargo, no se redujo el tema matemdtico, mds
aun utilizando el teorema del seno y del coseno se puede realizar la resolucién comple-
ta de un tridngulo.

Por otra parte, las computadoras y atn las calculadoras personales, permiten obtener los

resultados que, en una exposicion tradicional de trigonometria algebraica, necesitaban del
estudio de gran cantidad de férmulas para la resolucién de tridngulos.
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Construccién de un modelo trigonométrico

Se propone realizar, para la siguiente situacién, un modelo que permita su representa-
cién matemdtica y, utilizando el mismo, encontrar la respuesta a las actividades plante-
adas (es aconsejable trabajar en grupo).

1)

2)

La profundidad del agua en la zona para surfear en Mar del Plata varfa de un mini-
mo de 1,5 m a un méximo de 4,5 m, dependiendo del estado del tiempo. El dltimo
domingo de enero la pleamar (mayor altura de la marea) se registré a las 5,00 h. y la
siguiente pleamar fue a las 18,30 h. Definir una funcién seno que permita modeli-
zar la profundidad del agua de Mar del Plata, en la zona apta para surfear, en fun-
cién del tiempo # en horas a partir de la medianoche del tltimo sibado de enero.

En un camino rural, a causa de inundaciones, se produjo un barranco. Para poder
restablecer el trdnsito se debe salvar dicho barranco de 25m de profundidad cons-
truyendo un puente. Desde cada una de las orillas del barranco se ve una piedra en
el fondo del mismo con dngulos de depresion de 43° y 27° respectivamente. ;De
qué longitud se debe realizar el puente?

Sugerencias para armar los modelos
Situacion 1
1) A partir de los datos planteados identificar los pardmetros de la funcién sinusoidal

2)
3)

que permitird representar la profundidad del agua en funcién del tiempo, medido
en horas desde las 0 horas.

Encontrar los valores del periodo, amplitud y desplazamientos horizontal y vertical.

Escribir la funcién sinusoidal y realizar un gréfico de la misma, a fin de observar los
cambios en la profundidad del agua.

Situacién 2
1) A partir de los datos planteados realizar un esquema que represente la situacion.

2)

Plantear las relaciones trigonométricas que permitan dar respuesta a la longitud del
puente a construir.
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Ejercicios

Ejercicio 1. Trazar la circunferencia unidad y un dngulo de 7 radianes en el primer cua-
drante. A partir del dngulo dibujado representar el dngulo de (7 - #) radianes y obtener
las relaciones existentes entre las funciones trigonométricas: seno, coseno, tangente,
cotangente, secante y cosecante para los dos dngulos representados.

Ejercicio 2. Trazar la circunferencia unidad y un dngulo de 7 radianes en el primer cua-
drante. A partir del dngulo dibujado representar el dngulo de ( + #) radianes y obtener
las relaciones existentes entre las funciones trigonométricas: seno, coseno, tangente,
cotangente, secante y cosecante para los dos dngulos representados.

Ejercicio 3. Trazar la circunferencia unidad y un dngulo de # radianes en el primer cuadran-
te. A partir del dngulo dibujado representar el dngulo de (27 - 7) radianes y obtener las rela-
ciones existentes entre las funciones trigonométricas: seno, coseno, tangente, cotangente,
secante y cosecante para los dos dngulos representados.

Ejercicio 4. La medida de dos dngulos de un tridngulo son, respectivamente, de 45° y
5/8m radianes. ;Cudnto mide el tercer dngulo en grados sexagesimales? ;Y en el sistema
radial?

Ejercicio 5. Si el ABC es un tridngulo rectingulo en A y el segmento AB mide 20 cm
y el dngulo B, opuesto a ese lado, mide 42°. Calcular:

a) el lado AC
b) el lado BC

c) el dngulo y

Ejercicio 6. Si MNO es un tridngulo rectdngulo en M y los lados NO y MO miden,

respectivamente, 8 cm y 6 cm. Calcular:

a) el lado NM
b) el dngulo con vértice en N
¢) el dngulo con vértice en O

Ejercicio 7. En un tridngulo se conoce el valor de los dos dngulos interiores y un lado que
corresponde a ambos dngulos, que son: 0=45°, B=105°y ¢ = \/E cm

Determinar la longitud de los tres lados.
Ejercicio 8. En un tridngulo se conoce la medida de dos lados y la del dngulo que se
forma con los mismos: lado 2 = 2 cm, lado & = 1+ +/3 cm y dngulo comprendido y = 60°.

Determinar la longitud del tercer lado y la medida de los dos dngulos restantes.

Ejercicio 9. ;Cudl es el dngulo de elevacién del Sol si Ramiro, que mide 1,75 m de esta-
tura, produce una sombra de 82 cm de longitud en el suelo?
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Ejercicio 10. El edificio donde vive Walter estd ubicado a 12 m de la casa del frente.
Calcular la altura del edificio donde vive Walter, si estando sentado sobre el techo del
mismo, ve el borde de la casa del frente con un dngulo de depresién de 40°.

Ejercicio 11. La cuerda con que se sostiene un cometa se encuentra tensa y forma un
dngulo de 48 grados, si lo consideramos con respecto a la horizontal.
a) Representar la situacién gréficamente.

b) ;Cudl es la altura del cometa, con respecto al suelo, si la longitud de la cuerda es de
50 m y el extremo de la misma la estamos sosteniendo a 1,3 m del suelo?

Ejercicio 12. Una escalera de aluminio, cuya longitud es de 6 m estd apoyada sobre
una pared vertical de tal manera que el pie de la misma queda a 1,5 m de la base de
la pared.

a) Representar la situacién gréficamente.

b) ;Cudl es el dngulo que la escalera forma con la pared?

¢) ¢Hasta qué altura de la pared llega la escalera?

Ejercicio 13. Un drbol que se quebré por el viento, quedé de forma tal que sus dos par-
tes forman con la tierra un tridngulo rectdngulo. La parte superior forma un dngulo de
35° con el piso, y la distancia, medida sobre el suelo, desde el tronco hasta la ctspide
caida es de 5 m ;Qué altura tenia el drbol?

Ejercicio 14. Si medimos los dngulos de elevacién de una antena de telefonia mévil
desde el extremo superior y desde la base de una torre de departamentos que tiene
20 m de altura obtenemos, 38,5° y 40,2° respectivamente.

a) Representar la situacién gréficamente.

b) ;Cudl es la altura de la antena de telefonia?

Ejercicio 15. Dos piedras se encuentran a la orilla de un lago en linea recta una de la
otra y separadas por una distancia de 1.800 m en linea recta, las cuales representamos
con los puntos A y B. Dentro del lago se encuentra una embarcacién situada en un
punto C. Si el dngulo con vértice en la piedra A (CAB) mide 79° y el que tiene vértice

en B (CBA) mide 43°.

a) Representar la situacién gréficamente.
b) ;A qué distancia estd la embarcacion de la costa (linea recta virtual que une ambas

piedras?

Ejercicio 16. Olga estd parada en la cispide de un faro, que tiene una altura de 80 m,
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y observa mirando hacia el oeste dos veleros situados en la misma linea imaginaria; los
dngulos de depresién, con respecto a cada uno de ellos, son de 60° y 40°.

a) Representar la situacién gréficamente.

b) ;Cudl es la distancia que separa los veleros?

Ejercicio 17. Para la celebracién del dia de la Independencia se coloca una gran bande-
ra en la parte superior del edificio de Aduanas. Desde un punto situado en el suelo, que
dista 12 m del edificio, se observa el techo del mismo un dngulo de elevacién de 20° y
la punta del asta de la bandera con un dngulo de elevacién de 50°.

a) Representar la situacién gréficamente.
b) ;Cudl es la altura del edificio de Aduanas?

¢) ¢Cudl es la longitud del asta de la bandera colocada?

Ejercicio 18. Un globo aerostdtico, que vuela a una altitud de 150 m, pasa exactamen-
te sobre nuestra casa. Un minuto mds tarde, y siempre manteniendo igual altitud, el
dngulo de depresion de la casa, observada desde el mismo globo, es de 38°. ;Cudl es la
velocidad aproximada con que avanza el globo?

Ejercicio 19. Un topdgrafo situado en un punto C de un terreno con sus instrumentos
para medici6n localiza dos puntos A y B en los extremos opuestos de un lago. Si C estd a
5.000 m de Ay a7.500 m de B y el 4ngulo ACB mide 95°.

a) Representar la situacién gréficamente.

b) ;Cudl es el ancho méximo del lago?

Ejercicio 20. Dos guardaparques en un Parque Nacional descubren la misma fogata
clandestina en direccién NO 52° y NE 55°, de sus posiciones respectivas. El segun-
do guardabosque estaba a 1,93 km al oeste del primero. Si el guardabosque mds cer-
cano al fuego es el que debe acudir. ;Cudl de ellos tiene que ir y cudnto tendrd que
caminar?

Ejercicio 21. Un observador detecta un OVNI (objeto volador no identificado)
situado estdticamente en un punto del espacio. El observador, por medio de instru-
mentos de medicidn, alcanza a determinar que el OVNI se encuentra a 4.460 m en
un dngulo de elevacién de 30 grados. El OVNI descendié verticalmente hasta posar-
se en la superficie de la Tierra y el observador continué con su registro.
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a) Determinar a qué distancia del punto de observacién descendié el OVNI
b) ;Qué distancia debi6 descender el OVNI hasta tocar tierra?

¢) Estando a la distancia calculada, ;cudl deberfa haber sido la reaccién del observador?
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8. Resultados de los ejercicios

Capitulo 2
Ejercicio 1.
a) Marca D b) Marca B
¢) Marcas B y F; marcas Cy E

d) Marcas A y C. C es mds pesada que A
e) Marca D (menor precio y mayor peso)

Ejercicio 2.

a) No es funcién, hay puntos del dominio que no tie-
nen imdgenes.

b) No es funcién, hay puntos del dominio que tienen

dos imdgenes.
¢) Es funcién.

d) Es funcién.
Ejercicio 3.

a) Es funcién.
b) No es funcién, hay puntos del dominio que tienen
dos imdgenes.

Ejercicio 4.

a) Dom (G)={lunes, martes, miércoles, jueves, viernes};
Img (G) = {-20, 23, 32, 45, 80}

b) La imagen es 32$ ¢) Del punto “jueves”.

d) Que hubo pérdidas en el telecentro de $20.

e) FEl dia viernes.

f) Es creciente, ya que para todo x > 4 puesto que con
G (x) =2 G (a) siempre que x, 2 € Dom (G).

Ejercicio 5.

a) Tenfa 50 litros. b) Tenia 70 litros.
¢) Habia recorrido 100 km y tenfa 10 litros.
d) Consumié 150 litros.

e) Se quedd sin combustible y tuvo que cargar.

Ejercicio 6.
a) Dom (P) = {x | x es un dfa del ano}
Img (P) ={$0,50, $1,00, $1,20, $2,00}
b) Griéfico
y
2
15
14
0,5

enero  marzo  mayo julio sep. nov.
feb. abril junio  agosto oct. dic.

) [1 de junio, 15 de octubre]

d) [15 de febrero, 10 de abril]; [30 de noviembre, 31
de diciembre]

e) La funcién fue constantemente igual a:
$1,00 por kg en el intervalo [1 de enero, 14 de fe-
brerol;
$0,50 por kg en el intervalo [11 de abril, 31 de mayo];
$2,00 por kg en el intervalo [16 de octubre, 29 de

noviembre].

Ejercicio 7. La funcién f'se verifica que:

a) Dom f=R -{-2}

b) Img f'= (-2,+0)

e) f(5) =5

f) Los valores de x con imagen igual a 0 son
x=-lyx=-25

g) Intervalo donde fes constante: (3;+0)

h) Intervalos donde fes creciente: (-2;0), (1;2) y (2,5;3)

¢) Corte con el ¢je y:(0,6)
d)f(1)=2

Ejercicio 8.

a) f(0)=2 b) /(2)=0,5

o f(1)=4 d) f2) + f(-2) = 2,5
e f-1)-f(1)=3 £) f4).£(0)=02
g f).f(3)=1 h) f(4) / £(-3) = 0,1

Ejercicio 9.

a) f(0) =-4

o f(-1)=-6

e) f(2) +f(-2)=-8
g f(4).f£(0)=-16
i) f(4)1f(-3)=-04

Ejercicio 10.

ag(l)=2

©) ¢ (-0,1) =-10,1
eg@)-g(-2)=5
HegD+g1)=0
h)¢(1).¢g(-3) =-6,6

b) f2) =0
d) Fla+b) = 2(a+b) - 4
£) f1)-f(1) =4

h) £(1) . f(-3) =20

i) f(@)+F(b)=2a+2b-8

b) g(2) =25
d) No es posible, 0 no estd
en el dominio de g

9g2).g(1)=-5
)g(2)/g(2)=-1

Ejercicio 11.
t Sl-1(0 1152|4610
ft)| 3 | 1 0| 11225 4| 4|6 |10

Ejercicio 12.

a) R b) R
oR d) R-{0}
e) R— {5} f) R — {-4}

g) {m e R/ m>-10} h) {x e R/ x>0}
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Ejercicio 13.

a) (f+9(5) = 16

o (f.900) =-12

e (fl9(1)=-3

8 (f. 9() = 2x% - 2x- 12

Ejercicio 14.

a) (f+g91) =2
¢) No es posible

e (f.92) =2
g) No es posible

h) (f+ g)(z)=%+z2=z con Dom (f'+ g) = R-{0}
i (f. g)(z)=%.z2:z con Dom (f. g) = R-{0}

b) (f-9(2) =9
dF. .93 =0
) f+9k)=3x+1

b) (- 9(3) = 8,6
d) (f. 9(-1) = -1
£ (fl9) =1

Notar que si bien la expresion final de la funcién pro-
ducto es (f. @)(2) = z, que se define para todo nimero
real z, si quisiéramos calcular (. g)(0), por definicién
de funcién producto, se deberia realizar la multiplica-
cién de £(0) por g (0), pero la funcién f no estd defini-
da para z = 0.

Ejercicio 15.

2) Dom(C) = {p €R10< p <3614 -1}

b) C(50) = 1.013

c) C(0) = 3.613

d) C(60) = -107, no se venden prendedores a dicho
precio.

Ejercicio 16.

a) Dom (C) ={p € Z/0 < p<30.000
b) C(100)=9.900; C(1.000)=9.683,77
¢) C(30.000) = 8.267,94

Ejercicio 17.

a)

X |[-5(-4|-3|-2(-1]0]|1]2]|3]|4

fix)] 5141312 (1[0[1]2]|3]4

b)

Resultados de los ejercicios

¢) Se compara con una V

y
6
5

4

d) Al tratarse de la distancia de un nimero hasta el
cero, el grifico se ubica en el semiplano superior,
donde y > 0.

Capitulo 3

Resultados de los modelos

1) 8.000 litros
3) 5.000 litros/hora
5) 3.680 kilémetros

2) 2 horas 48 minutos
4) 4 horas 36 minutos

Resultados de los ejericicios
Ejercicio 1.
a) Pendientes
)a=0 i)a=2 dii)a=2 iva=2
b) Ordenada al origen
)b=2 i) b=0 iii)b=3 iv)b=-1

¢) Son rectas paralelas.

Ejercicio 2.

a) )y=2x+3 ii)y:-x-%
iii) y = 4x -12 iv) y=-3x+2

b) Pendiente
i)a=2 ii)a=-1iii) z=4 iv)a=-3
Ordenada al origen

Db=3 i)b=-2> iii)b=-12 iv)b=2

SRRV

9]

g(x)=-x-5/2

wXx

205



206

12
10
g(x)=-3x+2 8
6
2
% 5 4 2

f(x)=4x-12
X
2/ 4 6 -
-2
-4
-6
Ejercicio 3.
a)y=-2x+4
12]Y
10
f(x)=-2x+4 8
6
2
X
8 6 -4 -2 0 2\ 4 -
-2
-4
b)y=-2x+9
MY
\
8
6 f(x)=-2x+9
4
2
X
8 6 -4 2 0 2 4 -
-2
4
y=-=x+3
12{Y
10
8
f(x)=-x+3
6
4
2
X

Ejercicio 4.

2
a) Pendiente 2 = B

2 7
b) y=—x+—
)y PR

¢) El punto (3;2) no pertenece a la recta.
d) Puntos que pertenecen a la recta (1;3) y (3;13/3).

&
(=)
N
/f
o

Ejercicio 5.

a) Pendiente 2 = -2

y >

b) y=-2x+4

o)
12Y
10
8

f(x)=-2x+4

2

8 6 -4 2 0
-2
-4

Ejercicio 6.

a) y=0,0013x + 2,80 con x medido en metros e

= costo

b) 2 = 0,0013 indica el costo cada 1m recorrido
¢) b=2,80 indica el costo de bajada de bandera

d) y=0,0011x + 2,20
e)
10{Y

N B O

y=0,0013x+2,8

X

-2
f) Costo y = 7,87

Ejercicio 7.

0 500 1.000 1500 2.000 2500 3.000 3.500

a) f(x) = 90x + 45 con x hora de trabajo y f(x) pre-

cio por x horas de trabajo

b) 2 = 90 costo de 1 hora de trabajo; & = 45 costo

fijo de diagnéstico

©

350 ¥
300
250
200
150
100

50

(2;225)

f(x)=90x+45

>

-1 0 1 2 3 4

d) f(x) = 90x
e) f(x) =70x + 45

Ejercicio 8.

a) C(x) =500x + 10.000, 1 <x<50

b) C (35) = $27.500

funciones elementales para construir modelos mateméaticos



c) I (x) = 1.500x

d) 7(35) = $52.500
e) 5
60.000
50.000

40.000

30.000

C(x)=500x+10.000
20.000

10.000

wx

0 10 20 30 40 50 60

f) Utilidad nula pues 7 (10) - C (10) =0
Utilidad negativa para 6 televisores:
1(6) - C (6) = -$4.000
g) Utilidad para 50 televisores: /(50) - C(50) = $40.000

Ejercicio 9.

a) Ny
JF
2
D
1 0
B
X
0 500 1.000 1.500 2.000
b) La grafica que los relaciona es una linea recta.
Q) A (9 =0,021¢- 41,58
d)
MY
6
4 f(x)=0,02x-41,58
2
A
0 500 1.000  1.500 /iooo

e) A(1980) = 0°C; A(2000) = 0,42°C;
A(2020) = 0,84°C; A(2040) = 1,26°C

£) A(2060) = 1,68°C; A(2080) = 2,10°C

g) a=0,021 es el aumento anual de temperatura des-
de 1980

h) A(2010) = 0,63°C; A(2030) = 1,05°C;
A(2110) = 2,73°C

Ejercicio 10.

a) Funcién lineal que expresa el costo total C (x) de
fabricar x kg de dulce artesanal es:
C (x) = 7x + 8.500

b) Dom C (x) = [0,+0)  Img C (x) = [8.500, +o0)

Resultados de los ejercicios

¢) Producir 10.000 kg de dulce cuesta: $78.500
d) Si los costos totales fueron de $102.650 la pro-
duccidn fue de 13.450 kg de dulce.

Ejercicio 11.

a) Distancia 4 (¢) = -100z + 2.000

b) Pendiente: Distancia, en metros, recorrida por
minutos. Ordenada al origen: distancia entre la
casa de Pedro y la escuela.

) Si, pues el tiempo mdximo que le lleva el recorri-
do es de 20 minutos.

Ejercicio 12.

a) Distancia C (x) = 1,60x + 1

b) Pendiente: precio por litro de lavandina. Ordena-
da al origen: costo del envase.

o) C(3,5) = $6,6

d) 2 litros.

Ejercicio 13.

a) Costo C (x) = 20x + 12.000

b) Ingreso / (x) = 32x

c) 7

60.000 1(x)

Clx)
50.000
40.000
30.000

20.000

10.000:

X

-500 |0 500 1.000 1.500 2.000 2.500 3.000 3.500 4.000 4.500

d) Ganancia G (x) = 12x - 12.000
e) Debe vender 1.000 remeras.

Ejercicio 14.

a) La funcién debe utilizarse para x > 40
b) Ordenada al origen: 5,88 y pendiente: 0,093
c) x=278,71 kWh

Capitulo 4
Resultados de los modelos.
1) 11,024 metros.

2) Mayor ganancia: rebaja a realizar de $10. Ganan-
cia de $15.000 sin rebaja o realizando una de $20.

207



Resultado de los ejercicios v) Ay
10
Ejercicio 1.
8
a)i)y=0 i) y=2 iii) y =0
iv)y=1 v)y=1 vi) y=-4 6
b)i) (000 i) (0:2) i) (-2;-2) ' 2
iv) (I-1) V) (150 vi) (15-3) 2 iy
c) i)x=0 ii)x1=—1x2=l iii)x1=—4x2=0 23
iv) x1= 0,293x, = 1,707 Vx=1 9 2 4 P 1 e 8 8 b
vi) No hay corte. vi) Ay
X
d) 3 2 a1 o1 2 3 4 5 7
i
) 147
12
10
8
6
4 y=3x?
2
X Ejercicio 2.
5 4 3 2 -1 [0 1 2 3 4 5
%) a)a>0,6<0,c=0 b)2<0,6=0,c>0
ii) c)a>0,b<0,c>0 d)z2>0,6>0,c>0
)
6 Ejercicio 3.
4 a)
/z y=-2x2+2 v
X
5 -4 3 2 A 0 2 3 4 5
2
-4
6 X
-8
-10
-12
iii) y
8 b) v
[
4
y=2x2-4x+1
X
X
3 2 A 0Nd "2 3 4 5
-2
iv) ’
6 © v
4
y=0,5x%+2x 2
X
7 6 5 3 2 4 /o1 2 3 & 5 y
D)
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Ejercicio 4.

a) y

150
S(t)=-(t+5)(t-20)
100,

50

-

-10 0 5 10 15 28 25 30
-50

b) Dom S = [-5 ; 20]

©) En junio de 1997 el niimero de truchas fue maxi-
mo y alcanzd los 156 ejemplares.

d) A partir de 1997 se produjo el descenso.

e) En el afio 2010.

Ejercicio 5.

a) Alas 23 h se produce la mdxima asistencia de clien-
tes, que son 90.

b) Antes de las 21 h o después de la 1 h de la madru-
gada.

©) A partir de las 22 h.

Ejercicio 6.

a) En el segundo 0 la altura del salto es 0 m.

b) Alcanza 6 m.

©) La altura mdxima: 8 m, a los 2 segundos de co-
menzado el salto.

d) El ascenso durd 2 segundos.

e) Estuvo en el aire 4 segundos.

Ejercicio 7.

a)
30.000 )
G(x)=6,6x2+180x+1.050
20.000
I(x)=-4,2x2+540x
10.000

wXx

-40  -20 0 20 40 60 80 100 120 \140

-10.000

b) Gastos fijos: $1.050
¢) Debe producir 147 unidades.

d) B(x) = - %ﬁ +360x- 1.050

Resultados de los ejercicios

2000{"
G(x):-5§4x?+360x-1.050

1.500
1.000
500

X
10 0/ 10 20 3 40 50
-500

e) Sise venden 17 unidades el beneficio sera maximo
f) Miximo beneficio mensual $1.948,8
g) Producir més de 30 unidades o menos de 3 unidades.

Ejercicio 8.
a) 467 accidentes.
b) 659 accidentes.
c) 45 afos.
d) 125 accidentes.
Ejercicio 9.

a) Temperatura minima: 8 h.

b) 0,9°C
)
30 T(t)=0,1(t2-16t+400)
20
10
t
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Ejercicio 10.

-1 20
Aag=——-——, b=
16.650.000 333

b) 500.000 bacterias

Ejercicio 11.

a) v(x)
12]y()=-0,00055x(x-300)
10
8
6
4
2
X
/070 40 6 80 160 120 140 160 180 200 270 20

b) Distancia recorrida: 150 metros.
Miéxima velocidad: 12,375 m/s

209



210

©) Velocidad creciente entre el inicio y los 150 metros
y decreciente hasta llegar a la meta.

d) Velocidad final 11 m/s

Ejercicio 12.

Un delfin toma impulso y salta por encima de la
superficie de un estanque siguiendo una funcién
y= 2 +6x+ 12 donde y es la distancia al fondo del
mar (medido en metros) y x el tiempo empleado (me-
dido en segundos).

a) .
20 Prof. del estanque
15 y=-X2+6x+12
10
5
XS
-1 01 2 3 4 5 6 7 '8 9

b) Sale a la superficie a los 2 segundos y vuelve a su-
mergirse a los 4 segundos.
) Alos 8 metros de profundidad.

Ejercicio 13.

a) y = 4x2 + 32x

b) Para 2 m de ancho se necesitarén 80 m2 de lose-
tas de lava volcdnica.

c) Se deberd construir de 1,56 m como mdximo.

Ejercicio 14.
a) f(x) = 21652 + 140x + 1.176

b) Se deben realizar 4,375 disminuciones el a que
deben colocarse las toallas para asegurar la mayor
venta es de $38,5.

Capitulo 5

Resultados de los modelos.

1) 11,024 metros.
2) Mayor ganancia: rebaja a realizar de $10. Ganan-
cia de $15.000 sin rebaja o realizando una de $20.

Resultado de los ejercicios
Ejercicio 1.

2) = 403,42
a) f(2) = 403,42979 b)g(§)=4,641589

d)h0)=3
£)j(2) = 1.000

Jdg (SZJ = 31,622776
e)j (-2) = 0,00001

4
g))’-g

Ejercicio 2.

s o)

Ejercicio 3.

a) Grifico:

y

20

16

f(x)=4*

12

8

4
[ X
43 2 A 0 1 2 3 1 5 7

Punto de corte con el eje x: NO existe.
Punto de corte con el ¢je y: (0;1)
Comportamiento de la funcién para
x —> +00: 4% — +o0

Comportamiento de la funcién para
x——00: 45— 0

b) Grafico: v

20 f(x)=4*+1

16

12

8

4

X

4 3 2 01 2 3 4 5

Punto de corte con el eje x: NO existe.
Punto de corte con el ¢je y: (0;2)
Comportamiento de la funcién para
x—>400: 4%+ 1 — 400
Comportamiento de la funcién para
x> -0 4+ 11

¢) Grifico:

f(x)=4*-2

&

4 3 9 4 0 1 3 3 A 5 6

Punto de corte con el eje x: si corta, aproximada-
mente en x = 0,5
Punto de corte con el eje y: (05-1)

funciones elementales para construir modelos mateméaticos



Comportamiento de la funcién para

x —> 400: 4% - 2 — 40

Comportamiento de la funcién para

x—> —00: 4% -2 — 2

d) Griéfico: Ay
_[LX 154
f(X)*'ﬁ)
104
54
X
4 3 92 a [0 1 2 3 4 5
Punto de corte con el eje x : NO existe
Punto de corte con el eje y: (0,1)
Comportamiento de la funcién para
1 X
X —> +oo (g) —0
Comportamiento de la funcién para
X
X —> - ool (%) —> Foo
e) Grafico: v
X
4 3 2 A {1 2 3 4 5
o
-10
-15
Punto de corte con el eje x: NO existe
Punto de corte con el eje y : (0,-1)
Comportamiento de la funcién para
X
X —>+ oo - (%) —0
Comportamiento de la funcién para
X
1
S —wi—| = | -0
f) Grifico: .
15
f=2(£]"\ 1
5
X
4 3 2 a1 01 2 3 4 5

Punto de corte con el ¢je x: NO existe
Punto de corte con el eje y: (0,2)

Comportamiento de la funcién para

X
xﬁ+m,2(%) —0

Resultados de los ejercicios

Comportamiento de la funcién para
1 X
xa—w,z(g) — +o0

g) Grifico: v

20

16

f(x)=eX

. (x)

8

4

X

4 3 2 1 [0 i 2 3 1 5

Punto de corte con el eje x : NO existe.
Punto de corte con el eje y: (0,1)
Comportamiento de la funcién para

x = +o0: X — +o0

Comportamiento de la funcién para
x—>—00: X >0

h) Grifico: y

f(x)=3e*-1

Punto de corte con el eje x: (-1,098;0)
Punto de corte con el eje y: (0;2)
Comportamiento de la funcién para
x —> 400: 3¢¥ -1 — +0
Comportamiento de la funcién para :
x—> —o0: 368 -1 — -1

Ejercicio 4.

a) f(H=3.2
b) v
20
16 f(t)=3(2Y)
12
8
4
_— t
4 3 2 1 0 i 2 3 4 5 =

Ejercicio 5. Satisface la férmula f'(2) = 60.270,02¢

a) Inicio del proceso: 60

b) Después de 500 afos: 0,05859375

¢) Después de 1.000 anos: 0,00005722045898

d) Después de 2.000 afios:
0,00000000005456968210



Ejercicio 6. ¢) Temperatura minima 21°C

a) Valor equipo original U$S 5.000 % Y
b) Valor después de 5 anos: U$S 3.032,65 %
. -0,04925x

Ejercicio 7. 70 s 2
a) 60

Tiempo (afios) | 1 2 | 3| 4 5 | 6 7 ig

Sustancia(g) | 0.5 | 0.25 |0.1250.062 | 0.0310.015 | 0.007 30
b) Funcién exponencial que representa el proceso: 20

f @) =(0,5% 10
¢) Funcién exponencial decreciente de base 2 = 0,5 3
0 10 20 30 40 5 60 70 80

d) Grifico: .

f(x):'%)x Ejercicio 12.

2) P(0) = 325 kg

b) P (3) = 563,68 kg,

¢) P (50) = 2.509,35 kg.; P (70) = 2.579,58 kg.,

el modelo es vélido.

|

Ejercicio 13.

6 4 2 0 2 4 6 8
a)
Ejercicio 8. t(dias) 0 | 100 | 200 300 400 500
a) IV (22) = 14.061 ballenas N(moscas)| 1.000 | 7.311|50.121 | 241.471 | 499.608 | 584.115
b) N (32) = 22.498 ballenas
c) Tasa de crecimi(e)ngg: 0,047 b) y
_ U/t

A SENoC G0C000 « (500;583.636,494)
Ejercicio 9. 500.000 +(400;497.550,535)
a) D (8) = 1,6777 mg 400,000
b) En la primera hora se elimina el 20% 300,000
Fjercicio 10. 200,000 +(300:238.833,877)

/ 100.000
a) E(2)=16 % (103;7.262,26) *(200;49.563,039) t

s 7700 [0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

b) La energfa E es decreciente, funcién exponencial

con base 2 =0,4 c) N(1.000) = 599.999, N(10.000) = 600.000,
o) Grifico N(100.000) = 600.000 (los valores de V(10.000) y
\ N(100.000) son los que presenta la calculadora pero
16 en realidad los valores de /V(#) nunca alcanzan los
14 600.000).
12 d)t>0, V() € [1.000, 600.000)
12 e) N
6 o000 iy 800800
21\f(x)=10.(0,4" 500,000 14599.e=0
2 400.000
X
-5 0 5 10 15 2 25 30 3FH 300.000

Ejercicio 11. 200.000

a) Aproximadamente 55°C 100.000

b) Aproximadamente 37°C i

400 -200 |0 200 400 600 800 1.000 1.200 1.400 1.600 1.800 2.000 2200 2.400 2.600 2800

funciones elementales para construir modelos mateméaticos



Ejercicio 14.
a) R(100) =7,64 t/ha, R(200) = 8,93 t/ha, R(300) = 9,52 t/ha

b) No es conveniente pues se agregan muchos kg/ha de
nitrégeno y los rendimientos aumentan sélo en 0,1

00,2 t/ha

Ejercicio 15.

a) N (0) = 4 abejas

b) N(28) = 229; M(60) = 230 (los valores de N(28) y
N(60) son los que presenta la calculadora pero en
realidad los valores de V(#) nunca alcanzan los 230).

¢ El nimero de abejas cuando # — o es 230.

Capitulo 6
Resultado de los modelos
1) Antigiiedad: 19.034 afos.
Resultados de los ejetcicios.

Ejercicio 1.

a)e b)2 ¢ 256 d)No es posible, no existe logy 0
€) No es posible, no existe log 3 9 f1 21
h) No es posible, no existe log_5 1 i)e

Ejercicio 2.

a)x=0 b)x:-g cx=16

d) x = 2,07 e) x = 8,08 f) x = 3,89
g x=10,5 h)No existe solucién. i) x =4,5
jx=1 k)yx=4 I) x = 200,02
Ejercicio 3.

a) 3,3 b) 1,3 c) 1,15 d) 4,6

Ejercicio 4.

a)f(x):log%x b) f(x):log\gx

Ejercicio 5.

Grafica, en un mismo sistema de coordenadas, las fun-

ciones:

a) Grifico:
3
2
1

f(x)=log 3x

wx

Sos b L

Resultados de los ejercicios

Punto de corte con el ¢je x: (1;0).
Punto de corte con el eje y: NO existe
Comportamiento de la funcién para
x — +00: logz x —> +0
Comportamiento de la funcién para
x = 07: logz x — —o0

b) Griéfico:
\

10
f(x):log1 2X
5
X\
i 723 4 5 6 7 8 9 0 717
-5
-10
Punto de corte con el eje x: (1;0).
Punto de corte con el eje y: NO existe
Comportamiento de la funcién para:
x = +00: logy 9 x —> +0
Comportamiento de la funcién para:
x = 0*: logy 9 x > —o0
c) Gréfico:
Y
3
2
1
X
0 3 4 5 6 7 8 9 10 01
<
2 f(x):log03x
Punto de corte con el eje x : (1;0).
Punto de corte con el eje y : NO existe
Comportamiento de la funcién para
x — +00: log 3 x — —o
Comportamiento de la funcién para
x = 0%: logg 3 x —> +o0
d) Griéfico:
y
3
2
1
XN
1 01 3 4 5 6 7 8 9 10 11
-1
f(x)=log 1 x
2 1

Punto de corte con el eje x: (1;0).
Punto de corte con el eje y: NO existe

213
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Comportamiento de la funcién para:
x —tooilog x ——oo
4

Comportamiento de la funcién para:
x—0%: log  x —>+oo
%
Ejercicio 6.
a. b=1yambos valores positivos.
Ejercicio 7.
¢ 617,09 ppm
d) En el afio 2097 aproximadamente.
Ejercicio 8.
Vida media del material radioactivo, aproximada-
mente, 279 afos y seis meses.
Ejercicio 9.
¢) Valor original del equipo U$S5.000
d) El duefio el equipo en su poder aproximadamente
10 afios y dos meses.
Ejercicio 10.

a) Los tomates son dcidos
b) La leche es 4cida
¢) Concentracién de iones de hidrégeno de la manzana

|7+ |- 0.001
d) Para inhibir poblacién de bacterias

| 7%= 0.0003162

Ejercicio 11.

11 minutos, aproximadamente

Ejercicio 12.

¢) El terremoto de Caucete fue 100 veces mds intenso
que el registrado en 1973 (Salta y Jujuy).

d) El terremoto de San Francisco fue 158 veces mds
intenso que el de Papda.

Ejercicio 13.

a) Altura del drbol en el primer mes: 25 cm.

b) Altura del drbol a los 4 meses: 66 cm aproximadamente.

¢) Para que el drbol alcance una altura de 2 metros debe-
rén transcurrir 30 afios y 9 meses, aproximadamente.

Ejercicio 14.

El tiempo que tardard la colonia en triplicar su ndmero

serd de 4 horas 45 minutos.

Ejercicio 15.

Profundidad descendida 1,76 metros, aproximadamente.

Ejercicio 16.

a) Namero de habitantes en 1980: 2.857 habitantes

b) Niimero de habitantes en 2000: 8.000 habitantes

¢©) Debe transcurrir para que hayan 18.000 habitantes
en la isla, aproximadamente, 57 afios y 6 meses.

Ejercicio 17.

e) Ip=10
f) Ip =30
g) Ip = 40

h) El sonido producido 7 debe ser 1.25892541 1.1014
veces mds intenso que /.

Capitulo 7

Resultado de los modelos

1) f(x) = 1,5 sen (0,47£- 0,78) + 3
2) Largo del puente: 75,88 metros.

Resultado de los ejercicios

Ejercicio 1. 1"V
sen (-1t =sent
cos (U-1) =-cos t
tg(m-1)=-1gt ot
-t
cotg (T - 1) = -cotg t sen () w «sen(t) X
sec (T - 1) = -sec t T costwd [ewcos®@ i >
cosec (T - t) = cosec t S
>/ |tg (mt)

-1
Ejercicio 2. 1"V
sen (U + t) = -sen t
cos (T + 1) = -cos t
g(m+1)=1gt q

Tt son (ol \© (t) =g (n+1)
cotg (T + 1) = cotg t costrit) / LX(F X

3

sec (U + 1) =-sect
cosec (T + t) = -cosec t

_N{ cos ]
-1

Ejercicio 3. 1V
sen QM- 1) = -sen t
cos (21 - t) = cos t
g -1 =-1gt

cotg 2T - 1) = -cotg t

1

>

sec (2 - 1) = sec t
cosec (2T - £) = -cosec t

funciones elementales para construir modelos matematicos




Ejercicio 4. .
El tercer dngulo mide 22°30’ = — radianes

Ejercicio 5.

a) AC=18 cm
b) BC = 26,91 cm
c) y=48°

Ejercicio 6.
a) MN = 5,3 cm
A
b) MI/\\IO =48°35 257
c) MON = 41° 24’ 35”
Ejercicio 7.
Los otros dos lados miden 2 cm y 2,73 cm.
Ejercicio 8.

El tercer lado mide 2,4494 cm ~ 2,45 cm. Los dngulos
restantes miden 75° y 450, respectivamente.

Ejercicio 9.

El dngulo de elevacién mide 64° 53’ 37”
Ejercicio 10.

El ancho de la calle es de 10,07 m.
Ejercicio 11.

a) Esquema ———
b) 38,45 m 50m

Ejercicio 12.

a) Esquema ———>

b) La escalera forma con
la pared un dngulo 6m
que mide 14° 28’ 39”

¢) Llega hasta los 5,81m
de altura

Ejercicio 13.

La altura del drbol es de 9,6 m.

Ejercicio 14.

¢ Esquema

38,5°

20m
40,2°

Resultados de los ejercicios

d) La altura es de 34,054 m

Ejercicio 15.

¢) Esquema

43° 79°

B 1.800 m A

d) La embarcacién se encuentraa 1.420,96 m de la costa

Ejercicio 16.

¢) Esquema

v7 V]
d) Los separan 77,44 m
Ejercicio 17.

d) Esquema

12m

e) 6,92 m
f) 3,51 m

Ejercicio 18.

La velocidad es de 177m/min.

Ejercicio 19.

¢) Esquema
B A
7.500 m 5.000 m
c
d) 9.369 m

Ejercicio 20.
Debe ir el segundo guardabosques y caminar 1,59 km.
Ejercicio 21.

d) Descendié a 3.862,47 m del observador
e) Debié descender 2.230 m.
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A modo de epilogo....

Hay hombres que de su cencia
tienen la cabeza llena;

Hay sabios de rodas menas,
mas digo sin ser muy ducho:

Es mejor que aprender mucho
El aprender cosas buenas

(José Hernandez, del Martin Fierro)

Ya para finalizar y luego de muchos afos de ejercer la docencia en el drea de matemai-
tica aplicada, de conversar con alumnos y otros profesores estoy convencida de que nin-
guan libro presenta un tema en forma acabada, es por esto que con esta propuesta he pre-
tendido proponer y dejar temas que permitan introducir el uso de la matemdtica en mul-
tiples situaciones de la vida cotidiana y de las ciencias en general.

Por eso, es que he incluido muchos ejemplos y ejercicios, a fin de que puedas conocer
una considerable clase de modelos, de matemdtica en principio, pero que son ficilmente
adaptables a otras ciencias. Espero contar con tu paciencia y benevolencia como lector
cuando encuentres algtin error.

Como sugerencia que me animo a proponerte después de haber llegado hasta el final
de las Funciones elementales para construir modelos matemdticos, es que no te des por ven-
cido con un ejercicio o problema que encuentres de aqui en adelante, simplemente como
se hicieron en muchas presentaciones de este texto: parte de lo concreto, comienza con
simplificaciones, busca definiciones, lee la teorfa, o intenta razonar por analogfa.

Espero que este libro te permita ver otros caminos de pensamiento, que hayas disfru-
tado cuando resolviste situaciones comunes, disfrutado también cuando no pudiste encon-
trar la respuesta, pero pusiste tiempo y empeno en pensarla, porque ese tiempo y empeno
entrena para el futuro, para tener mds y mejores herramientas en la matemdtica y en la
vida. Son por esto muy apropiadas las palabras del Dr. Adridn Paenza, y que hago mias
pues resumen el propdsito de este texto: “siempre es excelente dedicar una buena dosis de
tiempo a pensar ... porque ayuda a recorrer caminos impensados y a hacernos inexorablemen-
te mejores”.

Por dltimo, espero que tengas como yo la suerte de encontrar en tu vida a alguien que
te muestre que el tiempo de estudio es la mejor inversién y que te deje para siempre el amor

por la tarea de ensehar que en mi caso agradeceré a la #z Po. Mucho de lo que soy hoy se
lo debo a ella, gracias!!!

M@nica, abril de 2009

funciones elementales para construir modelos matematicos



