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Prélogo

Este libro estd pensado principalmente para estudiantes de la escuela secundaria y docen-
tes. A lo largo del libro se ve el producto de siglos de avances en la matemadtica. Algunos
de estos avances son pequefos, mientras que otros son importantes y revolucionarios.
Es imposible entender el contenido del libro sin dedicarle tiempo. La comprensién en
matemdtica es usualmente producto de la ejercitacién y del trabajo, trabajo que se hace
con la cabeza, con el lipiz y el papel.

Presentamos conjuntos de niimeros, destindndole un capitulo a cada uno de ellos. El
libro estd organizado de la siguiente manera: primero, un capitulo donde se presentan
algunas de las herramientas bésicas que se utilizardn a medida que avanza el texto. A
continuacién, seis capitulos sobre los conjuntos de nimeros naturales, enteros, enteros
modulares, racionales, reales y complejos, respectivamente. Las construcciones se hacen
formalmente, pero incluimos numerosos ejemplos, aplicaciones y ejercicios para facilitar
la comprensién del material (las resoluciones estdn en el capitulo 7 y recomendamos al
lector que no consulte la resolucién de un ejercicio sin tratar de resolverlo previamen-
te). El orden seguido no es el histérico, sino el que permite “avanzar sin sobresaltos”.
Usualmente, hay una concepcién errénea sobre la matemadtica, que dice que los con-
ceptos matemdticos son inmutables e independientes de acontecimientos culturales o
histéricos. Nada mds lejos de la realidad. Los distintos conjuntos de niimeros se fueron
introduciendo en la medida en que hicieron falta para avanzar. Y muchas veces estos
conceptos, forjados por alguien “adelantado a su época”, o incorporados de otras cultu-
ras, necesitaron de varias generaciones de matemdticos para ser aceptados.

Por dltimo, incluimos un apéndice con algunos de los algoritmos presentados en el
libro, desarrollados en lenguaje Python, para mostrar la interaccién de la matemd-
tica con la computacién.

En cada capitulo, las proposiciones, teoremas, propiedades, corolarios y lemas estdn
numerados de manera correlativa: tienen un primer niimero que indica el capitulo, y un
segundo nimero correlativo que sirve para todos a la vez. Por ejemplo, en el capitulo 2,
presentamos el teorema 2.1, luego el teorema 2.2, y luego la proposicién 2.3 y la pro-
posicién 2.4. Los ejercicios tienen una numeracion similar, también con dos nimeros,
donde el primero es el nimero del capitulo, mientras que el segundo indica el nimero
de ejercicio dentro de ese capitulo.

Los Nimeros




Introduccién

En el transcurso de la historia, los nimeros surgieron naturalmente para contar (nimeros
cardinales: uno, dos, tres, etcétera) y; a la vez, para ordenar (nimeros ordinales: primero,
segundo, tercero, etcétera). Por este motivo, el primer conjunto de niimeros que aparece es el
de los ndmeros naturales. Es razonable comenzar cualquier estudio de los niimeros con ellos,
porque los niimeros naturales estdn en la base de todos los otros conjuntos. Sin embargo, con
el tiempo aparecieron nuevos usos para los niimeros y, con los usos, nuevos niimeros.

Los niimeros naturales se pueden sumar y multiplicar. Y, a veces, se pueden restar. Sin
embargo, no se puede restar a un niimero natural otro mayor, porque el resultado ya no
es un numero natural. Es asf como, para poder restar, se necesitan el cero y los nimeros
negativos. A la humanidad le tomé siglos aceptar estos nuevos nimeros, pese a que
pasan a tener un sentido muy concreto cuando se los usa, por ejemplo, para expresar
deudas. Hoy en dia, los nimeros negativos son de uso cotidiano. Los naturales dan lugar
asi a los enteros. Con los enteros se puede multiplicar, sumar y restar.

Con los enteros también se pueden hacer divisiones, siempre que se acepte que las divi-
siones pueden tener resto. Dado un niimero natural fijo 7, si se divide un entero cual-
quiera por €l, el resto serd un niimero entero entre 0 y 7-1. En el conjunto de todos los
restos posibles se pueden hacer operaciones, dando lugar a los enteros modulares. Hoy
en dia, muchas de las propiedades de los nimeros enteros se expresan, de manera muy
satisfactoria, usando enteros modulares. Si bien estos conjuntos aparecieron definidos de
manera clara hace poco tiempo (desde una perspectiva histérica), su uso permite enten-
der més cabalmente a los nimeros enteros, y por ello les dedicamos un capitulo.

Sin embargo, los nimeros enteros no permiten divisiones si no se estd dispuesto a tener
resto. Si trabajamos en geometria, incluso si se adoptan unidades de medida tales que
las cantidades a medir sean enteras, poco se podrd hacer si no se utilizan fracciones, es
decir sin introducir los nimeros racionales. Por ejemplo, el Teorema de Tales habla de
longitudes proporcionales, que inmediatamente dan lugar a las fracciones.

Pero pronto se ve que si se quiere medir distancias, tampoco alcanza con nimeros raciona-
les. Por el Teorema de Pitdgoras, la diagonal de un cuadrado cuyo lado mide 1 metro, mide
V2 metros. Y este ndmero, no es racional. Hacen falta entonces los ntimeros reales.

Y, a veces, tampoco alcanza con los enteros, los racionales o los reales. Por ejemplo, la
ecuacién x” + 1 = 0 no tiene solucién en los nimeros reales. Los nimeros complejos se
introdujeron, precisamente, para resolver este tipo de ecuaciones, aunque fueron mira-
dos con mucha desconfianza durante tres siglos. Hizo falta que matemdticos de la talla
de Leonhard Euler y Carl Friedrich Gauss los usaran para que la comunidad cientifica
dejara de lado los prejuicios. Hoy en dia, no s6lo se usan para resolver este tipo de ecua-
ciones. Las ecuaciones de James Clerk Maxwell, por ejemplo, que explican los campos
electromagnéticos, precisan de los niimeros complejos.

Introduccion
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Si bien las nociones de niimeros naturales, enteros, racionales o reales eran saber popular en
el siglo XVII, cuando Isaac Newton y Gottfried Leibniz introdujeron el célculo infinitesimal,
las fuertes criticas que recibié esta teorfa, por el obispo George Berkeley en el siglo XVIII,
entre otros, obligaron a sentar bases precisas para todos estos conjuntos numéricos. Esta fue
una empresa de grandes dimensiones: los reales se definieron a partir de los racionales, y es-
tos a partir de los enteros, que a su vez salen de los naturales. ;Y los naturales? La nocién de
ntimero natural es tan . . . jnatural! . . . que es sumamente dificil definirlos de manera formal
y sin utilizar otros conjuntos anteriores. Fue finalmente Giuseppe Peano quien en 1889 los
introdujo axiomdticamente en su libro Arithmetices principia, nova methodo exposita.

Una vez definidos los naturales, la definicién de los enteros y los racionales es sencilla.
Los reales, en cambio, son materia mucho mds delicada. Hay distintas definiciones po-
sibles de los niimeros reales, con distintos grados de formalidad. Desde “los puntos de
una recta’ hasta las cortaduras de Dedekind (propuestas por Julius Dedekind a comienzos
del siglo XX), pasando por definiciones axiomdticas, o mds implicitas como “ntimeros
con desarrollos decimales infinitos”. Los introducimos como clases de equivalencias de
sucesiones crecientes y acotadas de nimeros racionales. Esta forma de hacerlo, aunque
es técnica y requiere una gran capacidad de abstraccién, permite definir las operaciones
ficilmente. Para “suavizar” su introduccién, primero se los presenta de manera algo mis
informal, utilizando la nocién de limite. También se mencionan otras definiciones posi-
bles, entre ellas la de los desarrollos decimales infinitos.

Si se cuenta con los reales, los nimeros complejos se pueden presentar algebraicamente,
como sumas & + bi, donde 2 y & son niimeros reales e 7 es una solucién de la ecuacién
x”+ 1 = 0. Esta es la forma en que los presenté William Rowan Hamilton en la primera
mitad del siglo XIX, trescientos afos después de que Gerolamo Cardano y Lodovico
Ferrari los utilizaran por primera vez. Y ésta es la forma en que los conocemos hoy.

Los conjuntos de niimeros que se usan hoy en dia no se reducen a los que presentamos
aqui: naturales, enteros, enteros modulares, racionales, reales y complejos. Dependiendo
del problema que se intente resolver, se utilizan muchos otros. Como ejemplo, basta
mencionar a los cuaterniones (introducidos por Hamilton en 1843, que se utilizan para
describir de manera algebraica movimientos del espacio, como rotaciones, traslaciones u
homotecias) y a los surreales (introducidos por John Conway y Donald Knuth en 1974,
que se utilizan en teorfa de juegos). No obstante, estos conjuntos se usan en medida
mucho menor, y los que presentamos bastan para la gran mayoria de las aplicaciones.

Los Nimeros




0. Conjuntos y relaciones

En este capitulo presentamos las nociones elementales que utilizaremos a lo largo del libro.

0 1. Conjuntos

La nocién bdsica con la que vamos a trabajar es la de comjunto. A nuestros fines, un
conjunto es una coleccién de objetos sin orden ni repeticiones. Por ejemplo:

° AI ={1, 2, 3}.

o A =iz d.

« A =(3,0, 8 8.
° A4 ={1, O, n}.

También hay conjuntos infinitos, como el conjunto de los nsimeros naturales, con el que trabajaremos
en el capitulo 1. Este conjunto se suele llamar N, y es el conjunto {1, 2, 3,4, 5, . . .}.

Al conjunto que no tiene ningtin elemento lo llamamos conjunto vacioy lo representamos
con el simbolo 0.

Una propiedad importante que tienen los conjuntos es que dado un elemento cualquiera
se puede saber si estd en el conjunto o no. Si « estd en el conjunto A decimos que
pertenece a A 'y escribimos 2 € A. En caso contrario decimos que a no pertenece a Ay

escribimos 2 ¢ A. Por ejemplo, 2 € A, pero2 ¢ A; 17 eNy © ¢ ().

Si Ay B son dos conjuntos, decimos que A estd incluido en B, y escribimos A c B, si
todos los elementos del conjunto A pertenecen al conjunto B. Por ejemplo, Al c N,

pero A, ¢ A, porquee ¢ A,.

En los ejemplos anteriores, los conjuntos fueron definidos listando sus elementos. Esta manera
de dar un conjunto se llama definicién por extensién. Hay otra forma de hacerlo: por comprension,
que consiste en dar una propiedad que satisfacen sus elementos y sélo ellos. Por ejemplo: el
conjunto {1, 2} se puede también definir por {x €A,: x < 3}, que se lee “los x que pertenecen
a A, tales que x < 37, y define el conjunto de todos los elementos de A, que son menores que
3; es decir, {1, 2}. Por supuesto, este conjunto se podria haber definido de otras maneras, como

fx e 1x# 3} fx eN:x*+2 = 3u, etc. El conjunto {y € A, : y es negro} es el conjunto {#, &}

Operaciones entre conjuntos. Los profesores de gimnasia de la Escuela 314 quieren
armar, para una competencia, un equipo de futbol de jugadores entre 14 y 16 anos, y uno
de bdsquet de jugadores entre 15 y 17. Para armar los equipos, la direccién del colegio les
entregd una lista con los alumnos entre 14 y 16 afos, y otra con los alumnos entre 15y 17.

Conjuntos y relaciones
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Para citar a los alumnos a que se prueben, los profesores quieren armar cuatro listas,
formadas por los alumnos que pueden: (1) integrar ambos equipos, (2) integrar alguno de
los equipos, (3) integrar s6lo el equipo de futbol, (4) integrar sélo el equipo de bésquet.

Para resolver problemas como éste, se utilizan ciertas operaciones entre conjuntos.

Dados dos conjuntos A y B, se definen:

o la unionde Ay B, que es el conjunto formado por los elementos que pertenecen a uno de ellos o
a ambos, y se escribe A U B,

e la interseccion de A y B, que es el conjunto formado por los elementos que pertenecen
simultaneamente a Ay a B, y se escribe AN B;

o la diferencia entre Ay B, que es el conjunto formado por los elementos que pertenecen a A pero
noa B,y seescribe A\BoA— B.

....................................................................................................................................................................

Dos conjuntos se dicen disjuntos si su interseccién es el conjunto vacio. Se dice que
un conjunto A es la unién disjunta de dos conjuntos By C si es la unién de ellos
(A=BU C) yademds By Cson disjuntos. Un conjunto es la unién disjunta de varios si
es la unién de ellos y los conjuntos son disjuntos dos a dos. Por ejemplo: {1,2,3,4,5,6} es
la unién disjunta de {1,4}, {2,3,6} y {5}, pero no es la unién disjunta de {1,4}, {1,2,3,6}
y 13,5}, pues por ejemplo {1,4} N {1,2,3,6} = {1} y por lo tanto no son disjuntos.

Ejercicio 1. Siguiendo con el ejemplo anterior, si llamamos A al conjunto de alumnos
entre 14 y 16 anos y BB al conjunto de alumnos entre 15 y 17, describir las listas (1), (2),
(3) y (4) en términos de operaciones entre A y .

Producto cartesiano. Lorena ird al cine con un amigo. Quiere elegir qué ropa ponerse
entre tres pantalones (un jean azul, un jean gris y un pantalén blanco), cuatro remeras
(dos musculosas, una blanca y una negra, y dos remeras de manga corta, una rosa y la
otra celeste) y dos pares de calzado (unas sandalias y unos zapatos). Para esto, invita a sus
amigas y les muestra cémo le quedan todas las combinaciones posibles. La nocién que
necesitamos introducir en este caso es la de producto cartesiano.

....................................................................................................................................................................

Si Ay B son conjuntos, definimos el producto cartesiano de Ay B como el conjunto formado por los pares
ordenados (z, &) donde « pertenece a Ay & pertenece a B. Escribimos este conjunto como A x B.

....................................................................................................................................................................

Por ejemplo:

Al X A2 = {(1) 71-)) (1) 6), (2) ”)7 (2) 6), (3) 71)) (3> 6’)}
A, x A, ={(z, ), (z, e), (e 7), (& )}
{0, 0, &, &} x{A 2,3,4,5,67,8,9, 10, ],QK} representa la baraja francesa.

De manera similar se define el producto cartesiano de varios conjuntos. Por ejemplo,
{a, b, 4 x {1, 2} x {a, B} ={(& L), (& 1, ), (c 1, &), (& 2, a), (&, 2, 00), (6 2, 00),
(@ 1,B), (6 1, P), (e L, P), (@ 2,P), (6 2,B), (c 2, B)}.

— 12 Los Numeros




Si definimos los conjuntos £ ={0, 1, 2, ..., 22,23}, M=1{0,1,2,...,58,59 yS=M,
la hora del dia se puede representar por un elemento del conjunto AxMXS.

Ejercicio 2. Escribir el conjunto de combinaciones de ropa para Lorena como producto
cartesiano de conjuntos y dar este conjunto por extension.

0 2. Relaciones

Los profesores de gimnasia de la Escuela 314 van a probar a los alumnos para el equipo de
fatbol. Los alumnos se pueden anotar para probarse como arquero, defensor, mediocampista
o delantero (se pueden anotar en mds de un puesto). Los profesores comenzaron a usar la
palabra versdtil para referirse a los alumnos: dicen que un alumno es mds versdtil que otro si el
primero se anotd en todos los puestos en los que se anoté el segundo y por lo menos uno més.
Por ejemplo, si Pablo se anoté como arquero y delantero, y Andrés se anoté como arquero,
mediocampista y delantero, Andrés es mds versitil que Pablo. La manera de formalizar esta
situacién, en matematica, es utilizando el concepto de relacion en un conjunto.

000000000000 0000000000000000000000000000000000000000000000060006000600060000000000006000600000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s0scssssssssss

Si Ay B son conjuntos, una relacion de A en B es un subconjunto del conjunto A X B.

....................................................................................................................................................................

Si R es una relacién de A en B, dados 2 € Ay b €B decimos que a estd relacionado
con by escribimos aR b si el par (a, ) €R. Siel par (4, b) ¢ R decimos que a no estd
relacionado con by escribimos a Rb. Por ejemplo, R = {(1, 7), (1, ¢), (2, 9} = A, X A,
es una relacién de A en A,. En este caso, 1 estd relacionado con 7y con e, pero 3 no
estd relacionado con ningiin elemento de A..

Relaciones en un conjunto. Si R < A x A decimos que R es una relacién en A. Por
ejemplo, R = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)} es una relacién en A . Observemos que esta relacién
puede definirse también como R = {(¢,, ) € A XA, :a, <a}.

Dado un conjunto A y una relacién R en A decimos que:

R es reflexiva si el par (@, a) €R para todo a € A.

R es simétrica si para todo par (a, b) € R vale que el par (4, 2) €R.

R es nransitiva si para todos los pares (2, b)) €R, (b, ¢) €R vale que (4, ¢) €R.

R es antisimétrica si para todo par de elementos (2, b)) e Acona#b,si (a, b) € R

entonces (b, 2) ¢ R.

Por ejemplo:

L R = {(0,0), (0,9, (U,0), (V. M), (M,9), (V,h), (&,O), (M), (do,M)} en A..
Aunque $RE, R no es reflexiva porque por ejemplo OR V. Esta relacién es simétrica
porque para cada par de elementos que pertenece a R, el par con los elementos en
orden inverso también pertenece a R (convencerse). Esta relacién no es transitiva

porque RO, ORM pero HRM.
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Observemos que para afirmar que una relacion es transitiva es necesario considerar
todas las posibilidades (en este ejemplo, si bien VRé, OR& y VR, la relacion no
es transitiva). Esta relacién no es antisimétrica porque ({,V) € Ry (V,$) eR.

2. La relacién “ser mds versdtil que”, ideada por los profesores de gimnasia de la Escuela
314, no es reflexiva ni simétrica, pero s es transitiva y antisimétrica.

3. R = {(V,0), (©,0), (0,0), (0,0), (M.H), (M%), (.4), (&)} en A, Esta
relacion es reflexiva, simétrica y transitiva pero no es antisimétrica. Observemos
que R se puede definir por comprensién diciendo que dos elementos de A, estdn
relacionados si son del mismo color. Usando esta definicién alternativa es mds fécil
verificar que valen las propiedades.

4.R={(1,1),(1,2), (L 3), (2,2), (2, 3), (3, 3)} en A, es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

sececececscsccccccas eeccsecccscas sesesesssscssscse sesesssssscse sesesesssscssscse sesesssssscse sesesesssscssscse sesesscsces

Las relaciones que son reflexivas, simétricas y transitivas son importantes y tienen un nombre
especial: se llaman relaciones de equivalencia. Otro tipo de relaciones importante es el de las
relaciones de orden, que son las reflexivas, antisimétricas y transitivas.

eseesecesesesesscssssscscsesssesscse sesesescscccsccne cesesescsscse sesesescscccsccne cesesescsscse sesesescscccsccne cesesescsscse sesesescscccsccne cecescccsscne .o

Q- T

¢

L )

‘\/r
R

versdtil como” otro si ambos se anotaron para probarse en

Q EjeMPLOS
1 Q 1. Los profesores de gimnasia dicen que un alumno es “tan
N 2 : - > : :
los mismos puestos. Esta es una relacién de equivalencia.
2. Dos nimeros naturales estdn relacionados si tienen la
misma paridad (es decir, si son ambos pares o ambos
3 impares). Esta es otra relacién de equivalencia.
Q 3. La relacién R del ejemplo 4 de la lista anterior es una
relacién de orden.
R, 4. La relacién 2 < b en los niimeros naturales es una

relacién de orden.

Figura 1. Grdficos de relaciones.

Representacién grafica. A veces resulta cémodo

representar una relaciéon R en un conjunto A de
manera grafica. Para esto se ubican los elementos del conjunto A y se dibuja una
flecha que sale de un elemento 2 €A y llega a otro elemento & €A para cada par
de elementos tales que 4R & (si 4Ra queda un “rulito” que sale de 2 y termina en a).

Por ejemplo, las relaciones

R, = {0, 0), (0,9), (V,0), (V. M), (#4,Q), (V,h), (§%,O), (N,&), (d,#)} en A, y
R, ={1,1),1,2),1,3), (2,2), (2 3), (3, 3)} en A, pueden representarse por los graficos
de la Figura 1.

Los Nimeros




00 3. Particiones

En un ejemplo anterior, consideramos la relacién R en el conjunto N definida por 4R &
si @y b tienen la misma paridad. Esta relacion define dos clases de niimeros naturales: los
naimeros pares y los nimeros impares. A los nimeros pares los podemos caracterizar por la
propiedad de estar relacionados con el niimero 2, mientras que a los impares los podemos
caracterizar por la propiedad de estar relacionados con el nimero 1. Asi tenemos:

N={neN:nR1}U{n € N: nR2}

También podemos definir los nimeros pares como los niimeros naturales relacionados
con el nimero 4 o, mds generalmente, con cualquier nimero natural par 2, 4, 6, ... Lo
importante es que la relacién de equivalencia partié al conjunto de niimeros naturales
como unién disjunta de dos subconjuntos. Ademds, todos los elementos de cada
subconjunto estdn relacionados entre si.

Veamos otro ejemplo de como una relacién de equivalencia nos da una particién de
un conjunto. Los docentes de la Escuela 314 deciden programar ciertas actividades
extracurriculares. Para poder asignar a sus alumnos a cada una de estas actividades
precisan saber cudn ocupado estd cada alumno. Para ello, les entregan un formulario a
los alumnos donde deben decir cudntas actividades extras ya realizan por cuenta propia
(por actividad extra consideran deportes, idiomas, musica y cualquier otra actividad que
demande al menos 2 horas semanales). Definen en el conjunto de alumnos una relacién
diciendo que el alumno A estd relacionado con el alumno B si ambos realizan el mismo
numero de actividades.

Verificar que ésta es una relacién de equivalencia.

Se consideran los subconjuntos 4 = {alumnos que realizan 7 actividades}, paraz =0, 1, 2, ..., 12
(ninguno de los alumnos realiza mds de 12 actividades). Es claro que estos conjuntos son dlsjuntos
dos a dos (cada alumno desarrolla un tnico nimero de actividades y éste determina en qué
conjunto estd) y la unién de ellos da todo el conjunto de alumnos. Luego, el conjunto de alumnos
se parte como una unién disjunta de los subconjuntos 4 .

006000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s0000000e sesececcsscscscscscscsescsans
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: Si A es un conjunto y 7R una relacion de equivalencia en el conjunto A, para cada elemento 2 € A definimos su clase de
equivalencia como [4]= {6 € A : 4R b}.

....................................................................................................................................... sesessccsscscsesesesssscscses

Este es un subconjunto del conjunto A.

Por ejemplo, si A = Ny la relacién es tener la misma paridad, [1] es el conjunto de los
numeros naturales impares, es decir, [1] = {1, 3, 5, ...}. Las clases de equivalencia [3], [5],
[7], etcétera, también son el conjunto de los nimeros naturales impares. Por otro lado,
[2] es el conjunto de los niimeros naturales pares, y lo mismo ocurre con [4], [6], [8],
etcétera. Asi, N queda partido en dos clases de equivalencia con esta relacién: [1] y [2].

Conjuntos y relaciones 15 =




Veamos el siguiente ejemplo: consideremos en el conjunto

@ @ A=1{1,2,3,4,5, 6} larelacién de equivalencia R = {(1, 1),
(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6),(1,2),(2,1),(1,3), (3, 1),
(2, 3), (3, 2), (4, 5), (5, 4)}. En la figura 2 se da la
@ relacién grificamente.
® 4

Las clases de equivalencia para esta relacién son:

1] =2 =[3] ={1,2,3}
Figura 2. Relacion R en A. [4] = [5] = {4,5}
[6] = {6}

Asi, el conjunto A se parte en los subconjuntos:
A=1{1,2,3}U{4,5} U{6}

donde para cada elemento de A consideramos todos los
que estdn relacionados con él (ver figura 3).

Figura 3. Particion de {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

En general, si R es una relacién de equivalencia en el
conjunto A, si 2 y b son elementos de A, sus clases de
equivalencia son o bien iguales, o bien disjuntas. Es decir que: [4] = [4] o [a] N [6] = 0.
El conjunto A se parte en las clases de equivalencia dadas por la relacion R.

0 4. Funciones

Los profesores de gimnasia de la Escuela 314 definieron un equipo de fitbol titular. A los
convocados les dieron las camisetas del 1 al 11. En términos matemadticos, a cada elemento
del conjunto {1, 2, 3, ..., 10, 11} le asignaron un elemento del conjunto de alumnos.

....................................................................................................................................................................

Si Ay BB son dos conjuntos, una funcion de A en BB es una relacibnfc A x B que satisface que
para cada 2 € A hay un tnico & € I3, tal que (4, b) € f En este caso, usualmente se escribe f{a) = 4.
Si fc A x Bes una funcion, también se escribe 3 A — B.

....................................................................................................................................................................

EjempLos. Como antes, A, ={1, 2,3}y A, = {z, .

1. La relacién f'= {(1, #), (2, e), (3, &)} es una funcién de A, en A,. En este caso,
A =7, f2) =ey f3) =

2. La relacién {(1, #), (1, ¢), (2, ¢), (3, ©)} = A, XA, no es una funcién, porque 1 €A,
estd relacionado con dos elementos de A..

3. La relacién {(1, #), (2, e)} = A, XA, no es una funcién, porque 3 €A, no estd
relacionado con ningiin elemento de A,.

4. La asignacién de las camisetas de fuitbol a los alumnos de la Escuela 314 es una funcién.
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En general, una funcién no se describe listando todos sus pares, sino dando una regla
que permite obtener f{z) en términos de 4.

EjEMPLOS
1. Lafuncién f: A, — A, f={(L, 3), (2, 2), (3, 1)} se puede describir por fla) = 4 - .
2. lafuncién g: N — N, g(a) = 3a + 1, estd formada por los pares (1, 4), (2, 7), (3, 10), (4, 13), ...

0 5. Operaciones

El equipo de fatbol de la Escuela 314 participa de un campeonato intercolegial. Una vez
que todos los equipos jugaron dos partidos, los organizadores del torneo quieren armar
las estadisticas. Para calcular la cantidad de goles a favor de cada equipo, deben sumar la
cantidad de goles convertidos por el equipo en el primer partido con la de goles convertidos
en el segundo. En este caso, la nocién matemdtica involucrada es la de operacidn.

00000000000 0000000000000000000000000000006000000000000000060000000000060000000000000000600000000000000000000000000000000000000000000000000000000s000000s0sssossssssss
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Una operacion en un conjunto A es una funcion de Ax A —A. Si *: Ax A— A es una operacion,
usualmente se escribe # * & para el valor de * en el par (2, ).

....................................................................................................................................................................

EjemrLOs
1. La suma de niimeros naturales es una operacién. De hecho, cuando uno escribe por
ejemplo 3 + 5 = 8, estd diciendo que la funcién + le asigna el 8 al par (3, 5).
2. El producto de niimeros naturales es otra operacion.
3. La potencia de miimeros naturales, que al par (a, b) le asigna a’, es otra operacion.

A veces es cdmodo dar una operacién mediante una tabla de doble entrada. A la izquierda se
pone el primer elemento de cada par y arriba, el segundo. Por ejemplo, si C = {0, 1, 2, 3, 4},
podemos definir las operaciones o : C x C— Cy-:C x C— C por

°l0 1 2 3 4 -0 1 2 3 4
0j0 0 0 0 O 00 4 3 2 1
110 1 2 3 4 1|11 0 4 3 2
210 2 41 3 212 1 0 4 3
310 3 1 4 2 313 2 10 4
410 4 3 2 1 414 3 210

Esto quiere decir, por ejemplo, que 00 1=0,que203=1,que2 - 1=1yquel —2=4.
Si*: A x A— A esuna operacién, decimos que:
1. * es asociativa si a * (b * ¢) = (a * b) * ¢ para todos los 4, b, c en A;

2. * es conmutativa sia * b = b * a para todos los 4, b en A;
3. un elemento e €A es un elemento neutro de * sia* ¢ = ay e * a = a para todo 2 en A.

Conjuntos y relaciones 17 -—




La sumay el producto de niimeros naturales son operaciones conmutativas y asociativas.
El producto tiene un elemento neutro, que es el nimero uno. La suma, en cambio, no lo
tiene, si se considera que el cero no pertenece al conjunto de los naturales. En cambio si
agregamos el cero a los niimeros naturales, éste resulta ser el elemento neutro de la suma.

La potencia de nimeros naturales no es conmutativa porque, por ejemplo: 2° # 3°.
2 0%) 2 (29
Tampoco es asociativa porque, por ejemplo:

Ejercicio 3. Explicitar el conjunto A y la operacién utilizada para el clculo de goles a
favor planteado al comienzo de esta seccién,

EjErcicio 4. Determinar si la operacién © en C definida en la tabla anterior es conmutativa,
asociativa o tiene elemento neutro. Hacer lo mismo para —.

Cuando una operacién * : Ax.A — A tiene un elemento neutro e, decimos que un elemento
aeAesuninversode b eAsia* b=eyb*a=e. Porejemplo, 1 es el elemento neutro de la
operacién © en C, y el inverso de 2 es 3 para esta operacién. En este caso, 0 no tiene inverso.

0 6. Sucesiones

Todos los dias, Lorena y sus amigas Magali y Natalia se retinen en la casa de una de ellas:
un dia en lo de Lorena, al dia siguiente en lo de Magali, el tercero en lo de Natalia, y al
cuarto dia vuelven a empezar reuniéndose en lo de Lorena. Lorena quiere saber en qué
casa se van a reunir el dia del amigo (el 20 de julio), sabiendo que el dia 1 de julio se

1 Lorena |6 Natalia |11 Magali | 16 Lorena
2 Magali |7 Lorena | 12 Natalia | 17 Magali
3 Natalia |8 Magali |13 Lorena | 18 Natalia
4 Lorena |9 Natalia |14 Magali |19 Lorena
5 Magali 10 Lorena |15 Natalia | 20 Magali

reunieron en su casa. Para esto, Lorena escribe:

Es decir, el dia del amigo se reunirdn en la casa de Magali. Matemdticamente, lo que hizo
Lorena es asignarle a cada ndmero natural un elemento del conjunto {Lorena, Magali,
Natalia} (en realidad lo hace sélo para los primeros 20 nimeros naturales, aunque podria
extender la definicién a todos ellos).

D RPN eeccsecccscas sesesesssscssscse sesesssssscse sesesesssscssscss sesesssssscse sesesesssscssscse sesesssssscse sesesesssscssscse seseseseses

Si Xes un conjunto, una sucesion de elementos de X es una funcion f: N — X.
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En el ejemplo anterior X es el conjunto de Lorena y sus amigas. En el resto del libro las
sucesiones con las que trabajaremos serdn principalmente sucesiones de niimeros, es decir,
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el conjunto X serd un conjunto de niimeros.

Si f: N — Xes una sucesién y # €N, escribiremos #_en lugar de ). El elemento «
se denomina el enésimo término de la sucesion. A partir de ahora, escribiremos (2) _, en

lugar de f. Por lo tanto, los valores f(1), A2), ..., fin), ... que toma la sucesién fserdn
expresados como a,, a,, ..., @, ...

EjemrLOs
.az=n.
.a=1/n.
a=2"
a=n.
ca=(-1)".

NENSESES

Es importante notar que en una sucesién dada los términos se pueden repetir. Esto
sucede, por ejemplo, en la sucesién de Lorena. Las sucesiones de los ejemplos tienen la
peculiaridad de que existe una fdrmula cerrada; es decir, hay una ley o formula que dice
cémo calcular 2, solamente en funcién de 7.

Ejercicio 5. Encontrar una férmula cerrada para la sucesién cuyos términos son 1, 2,
L2, 1,212...
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1. Nimeros naturales

O 1. Nociones bdsicas

Los niimeros naturales son, tal como los conocemos, 1, 2, 3, 4, 5, . . . Si bien todos tenemos
esta idea intuitiva, mds adelante, en la seccién 4, daremos una definicion precisa.

Llamamos N al conjunto de los nimeros naturales, es decir:
N={1,2,3,4,5,...}

Estos ntimeros se usan a diario para contar. Matemdticamente, contar signiﬁca decir
cudntos elementos tiene un conjunto. Por ejemplo, el conjunto {{, U, M, &} tiene 4
elementos. ;Cudntos elementos tiene el conjunto vacio?

Como el conjunto vacio no posee ningtin elemento, necesitamos un simbolo nuevo que
represente la cantidad de elementos de este conjunto. Este simbolo es el 0. Llamamos N
al conjunto de los nimeros naturales con el cero, o sea:

No = NU {0}
={0,1,2,3,4,5,...}

El conjunto de los niimeros naturales tiene dos operaciones importantes: suma y producto.
Como mencionamos en el capitulo anterior, la suma y el producto de niimeros naturales
son operaciones asociativas y conmutativas. El 1 es el neutro para el producto, y la suma
no tiene elemento neutro en N, pero si en N el 0.

Ademds, estas dos operaciones estdn relacionadas por la siguiente propiedad: para toda
terna de nimeros naturales 4, b, ¢, vale que:

a-(b+c¢) = a-bt+a-c
(a+0b)-c a-c+b-c

Esta propiedad se llama distributiva del producto sobre la suma.

Veamos cémo se pueden usar estas propiedades para calcular el cuadrado de la suma de
dos niimeros naturales:
(a+b)?=(a+b)-(a+b)
=(a+b)-a+(a+b)-b
=a-a+b-ata-b+b-b
=a’+a-b+a-b+b?
=a?+2-a-b+0b?

Los Nimeros
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Esto también puede verse geométricamente como muestra a b

el dibujo de la figura 1.

Ejercicio 1.1. Encontrar una férmula para (a2 + 6)°. aa ab | a

O 2. Induccién

ab bb | b

Lorena y sus amigas se saludan en la puerta de la escuela

con un beso. Un dia, Lorena llega primera y quiere Figura 1. El cuadrado de una suma.

contar cudntos besos se dan en total todas las amigas

(ella incluida). Cuando llega su primera amiga, Lorena
la saluda y cuenta un beso. Cuando llega la segunda amiga, saluda a ambas, y Lorena
cuenta dos besos mds; en total, 3 besos. Cuando llega la tercera amiga, saluda a las tres
y Lorena cuenta 3 besos mds. En total, 6 besos. A medida que van llegando, Lorena
descubre que si llegaron 7 amigas, la cantidad de besos es 1 + 2 + 3 + ... + 7. Esto nos
lleva al siguiente problema: ;cudnto da la suma de los primeros 7z nimeros naturales?

A partir de la figura 2 podemos ver que:
1
n(n+1
1424 pn= "D 2 56
2 3 14+2+3+4+5= BN
Mis adelante, daremos una demostracién distinta de esta 4
igualdad, que nos servird para ilustrar el principio de induccién. 5
Consideremos ahora el siguiente problema: ;cudnto es Figura 2. La suma de los primeros niimeros naturales.
1+2+2% +...+27 Calculemos los primeros valores:

1 = 1 n=20

1+2 = 3 n=1

1+2+4 = 7 n=2
1+2+44+8 = 15 n=3
1+2+448+16 = 31 n=4

Aunque a simple vista estos nimeros no parecen conocidos, ;qué pasa si a los resultados
obtenidos les sumamos 1?2 Obtenemos que las primeras sumas, mds 1, dan 2, 4, 8, 16,
32, que son potencias de 2. Parece ser que la suma 1+2+...42"= 2"'-1. ;Cémo podemos
convencernos de que esta férmula vale?

Veamos qué pasa para 7 = 5:

14+2+44+84+16432 =2-2° -1
N——
251 =201

Podemos repetir este razonamiento para z=06, 7 =7, . ... O sea, si sabemos que vale:

Nimeros naturales
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entonces:

142420 =2+ 1,

1424 f2n4ontl —g.9nfl _
S—

gn+1_1 =ont2_1 @

Vemos asi que si la férmula es vélida para un ndmero natural 7, también lo es para el
siguiente ndmero natural 7 + 1. ;Alcanza esto para concluir que la férmula vale para
todos los nimeros naturales?

La respuesta es si. En la préxima seccién vamos a formalizar este tipo de argumentos
g
para poder aplicarlos en la demostracién de propiedades sobre los niimeros naturales.

O 3. Principio de induccién

=
=
=
>
>
=
=
=
>
\I I

«oed Figura 3. Las fichas dispuestas para ser tiradas.

>
=
=
=
>
>
l I

Figura 4. Las fichas comienzan a caer.

Una herramienta muy usada para demostrar afirmaciones
sobre los nimeros naturales es el principio de induccién.
Imaginemos una hilera de fichas de dominé paradas como

en el dibujo de la figura 3.

Las fichas estdn dispuestas de manera que si cae una, tira a
la siguiente. Entonces, podemos hacer que todas se caigan
empujando solo la primera, como en la figura 4. Esta idea
de las fichas cayendo es la base del principio de induccién.

Principio de induccion. Supongamos que tenemos para cada
numero natural una afirmacion P(72) y queremos ver que todas
estas afirmaciones son validas. Si se puede demostrar que:

1. P(1) es cierta,
2.si P(n) es cierta,

entonces /(7+1) también lo es, entonces (72) vale para todo 72 € N.

La parte 2. corresponde a que si una ficha de dominé cae,
entonces tira la siguiente. La parte 1. corresponde a tirar la
primera ficha. El hecho de que todas las fichas caigan es lo
que explica que todas las afirmaciones P(n) sean ciertas.

Veamos cémo funciona el principio de induccién en un

ejemplo. De hecho, lo que hicimos al calcular la suma de las primeras potencias de 2 en la
seccién anterior fue aplicar, sin mencionarlo, el principio de induccién. Més precisamente,
para cada 7z € N afirmamos que 1 + 2 + ... + 2"= 2"! - 1. Esta afirmaci6n es P(n).

Los Nimeros
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El principio nos dice que basta con verificar:

e P(1):1+2=2%-1,lo cual es cierto.

e Supongamos que es cierto P(n), es decir que 1 + 2 + ... + 2= 2! - 1.
A partir de aqui debemos demostrar que P(n + 1) es cierto, es decir que
1 + 2+ ...+ 2"+ 27" =272 - 1. Esto es exactamente lo que hicimos en (1).

Apliquemos el principio de induccién al primer ejemplo de la seccién anterior. En este caso
P(n) es la afirmacién de que la suma de los primeros 7 nimeros naturales es »(n+1) .

e P(1):1= % , lo cual es cierto.

2

e Supongamos que es cierto P(n), es decir que 1 + 2 + ... + n = w .
A partir de aqui, debemos demostrar que P(z + 1) es cierto, es decir que

1+2+..+n+(n+l)= %W.Ahora:

1424 +n+(n+1) :g(n+1)+(n+1)
S =(m+1)(5+1)
:(n+1)<”;2>

Ejercicio 1.2. Probar que para todo niimero natural 7 vale que:

o nn+1)(2n+1)

14224 ... )
+ 2% + +n 6

Muchas veces se quiere probar la validez de afirmaciones P(7) para los niimeros naturales a
partir de uno dado. Es decir, imaginemos que queremos probar que P() es cierta para 7> M,
donde M es un nimero natural. El principio de induccién se aplica casi igual. La tnica
diferencia es que en lugar de demostrar que (1) es cierta, demostramos que P(M) es cierta.

EjemMrLo. Probemos que la suma de los dngulos
interiores de un 7-dgono es 180°(7 - 2). Esta afirmacion
s6lo tiene sentido si # = 3. En este caso, M = 3. Para
probar la férmula, debemos comenzar por ver que
P(3) es cierta. Es decir, que la suma de los dngulos
interiores de un tridngulo es 180°(3 - 2) = 180°. Esta
propiedad de los tridngulos es bien conocida y no la
demostraremos aqui. Debemos entonces demostrar
que si la suma de los dngulos interiores de un 7-dgono
es 180°(z - 2), entonces la de un (7 + 1)-dgono es
180°(7z + 1 - 2) = 180°(#n - 1). Para ver esto, apelamos
a la construccién de la Figura 5. Trazando la diagonal
del dibujo, el (7 + 1)-dgono se separa en un tridngulo

Nimeros naturales

Figura 5. Separacion de un (n + 1)-dgono en

un trz'cz'ngulo Y un n-dgono.
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y un n-dgono. Observemos que la suma de los dngulos interiores del (# + 1)-d4gono
es la suma de los dngulos interiores del #-4gono mids la del tridngulo. El dngulo en el
vértice a del (n + 1)-dgono se separa en o, (que es uno de los dngulos del tridngulo)
y o, (que es uno de los dngulos del #-dgono). Lo mismo ocurre con el dngulo en b,
que se separa en 3, y B,. Como estamos suponiendo que P(») es cierta, la suma de los
dngulos interiores del 7z-d4gono es 180°(7 - 2). Por otra parte, la suma de los dngulos
interiores del tridngulo es 180°. Entonces, la suma de los dngulos interiores del
(n + 1)-d4gono es 180°(n - 2) + 180° = 180°(nz - 2 + 1) = 180°(n - 1).

Veamos otro ejemplo. Queremos probar que para todo 7 > 8 vale la desigualdad
2"2 3n* + 3n + 1. Para esto, probamos primero que vale para » = 8:

28 =256, 3-82+3-8+1=217, entonces 28 >3-824+3-8+1

Ahora, suponiendo que la desigualdad es valida para 7, la probamos para 7+1. Es decir,
probamos que 2! > 3(nz + 1)* + 3(n + 1) + 1. Por un lado:

2n+1:2.2n
—9n 4 on
Por otro lado:
3n+ 1) ?+3n+1)+1=3+6n+3+3n+3+1=3+3n+1+6n+6

Como estamos asumiendo que 2”2 377+37n+1, si probamos que 2" 672+6, para todo 7 = 8,
tendremos que:

2" 272" 234 3n 1 +6n+6=3n+1)*+3n+1)+1
Veamos, entonces, que 2" > 67 + 6 para todo 7 > 8. Nuevamente, esta propiedad la probamos por
induccién. Si 7z =8, nos queda 2® =256y 6 - 8 + 6 = 54, por lo que la propiedad vale. Si asumimos
ahora que vale para 7, es decir, que 2" > 67 + 6, debemos probar que 2"! > 6(n + 1) + 6. Como
suponemos que 7 2 8, 2”2 2% =256 2 6, y entonces 2" =2"+2"26n+6+6=06(n+1) + 6.

Ejercicio 1.3. Probar que 27> 7° para todo 7 > 10.

Ejercicio 1.4. Probar que 37z 2™ + 7 para todo 7 = 3.

O 4. Axiomas de Peano

A fines del siglo XIX, Giuseppe Peano’ dio una definicién axiomdtica de los niimeros
naturales. La clave de la definicién de Peano es la nocién de sucesor: todo niimero natural
tiene un sucesor, que se obtiene sumdndole 1. Para entender los axiomas de Peano,
observemos que el conjunto N cumple las siguientes propiedades:

" Matemaético italiano que vivié entre 1858y 1932. Ensefid en la Universidad de Turin y se dedicd a la investigacion de, entre otras
cosas, ldgica, teorfa de conjuntos y ecuaciones diferenciales.
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1. El 1 es el Gnico nimero natural que no es sucesor de ninglin nimero natural.

2. Siay b son dos nimeros naturales distintos, el sucesor de « es distinto del sucesor de .

3. Si Kes un subconjunto de N tal que 1 € Ky vale que el sucesor de cualquier elemento
de K también estd en K, entonces K = N.

Peano descubrié que estas propiedades alcanzan para definir a los nimeros naturales,
en el sentido de que cualquier conjunto con una funcién sucesor que satisfaga las 3
propiedades anteriores es “equivalente” al conjunto de nimeros naturales. Formalmente,
se puede dar la siguiente definicidn:

...................................................................................................................................... eesecscccscscscsessesscesccsns

El conjunto de nimeros naturales es un conjunto P con una funcion sucesor S : P — P que satisface
los siguientes 3 axiomas:

1. P tiene un Ginico elemento que no es sucesor de otro elemento de . Llamamos 1 a este elemento.

2. La funcion Ses inyectiva. 0 sea, si 2 y & son elementos distintos de P entonces S(zz) es distinto de S(5).
¢ 3.SiKesunsubconjunto de Ptal que 1 € Ky vale que el sucesor de cualquier elemento de X también
esta en K, entonces K = P

....................................................................................................................................... sesesesesecscscsescsesssssens

El axioma 3 es equivalente al principio de induccién. Para verlo, supongamos que
tenemos un subconjunto K de los niimeros naturales que tiene al 1 y que cumple que si
n € K, su sucesor n+1 € K. Llamemos P(#) a la afirmacién n € K.

Sabemos que P(1) es cierta y que si P(n) es cierta, P(n + 1) también lo es. Luego por el

principio de induccién, P(n) es cierta para todo 7 € N, o sea n € K para todo n € N.
Luego K = N.

Reciprocamente, supongamos que tenemos una afirmacién P(n) para cada nimero
natural 7 que cumple que:

e (1) es ciertary,
e si P(n) es cierta, P(n + 1) también lo es.

Llamemos K al subconjunto de nimeros naturales 7 para los que P(n) es cierta.

Luego 1 € K. Por otra parte, si # € K, su sucesor 7 + 1 € K. Con todo esto, por el axioma
3, K= N. Es decir, P(n) es cierta para todo nimero natural 7.

O 5. Definiciones recursivas

Muchas veces uno necesita definir una sucesiéon de manera recursiva. Esto es, definir un elemento
de la sucesion en términos de otros anteriores. Por ejemplo, consideremos la sucesion:

2
a1 =2, apy1=a,+1
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¢Cbmo calculamos 4,2 Por definicién:
ay = ag +1

Luego, conociendo el valor de a, podemos calcular #,. De la misma manera, usando la
definicién para a,, tenemos que:

az=a3+1
Repitiendo el proceso para a,:

as=al+1

Pero el valor de a, lo conocemos, lo que nos permite calcular:

a = 2241 = 5
a3 = B52+1 = 26
agy = 262+1 = 677

Este tipo de definiciones, en la que el valor de cada término depende del valor de términos
anteriores, se denomina definicion recursiva. Usualmente, para que la definicién esté
bien, es necesario precisar el valor de los primeros términos de la sucesién. La cantidad
de términos necesarios depende de la definicién recursiva. Si cada término de la sucesién
depende exclusivamente del término anterior, como en el ejemplo, entonces es necesario
definir explicitamente un término (en el ejemplo, definimos #, = 2 de manera explicita).
Si cada término depende de los dos anteriores, serdn necesarios dos términos, etcétera.
Consideremos otro ejemplo:

Ly=2, Ly=1, Lpi2=1Lp1+ Ly
Los primeros términos de esta sucesion son:
Ln=2 Lo=1L3=3 Ly=4, Ly =17, Lg =11, Ly = 18, Lg = 29

Como se ve, con la informacién dada se pueden calcular todos los términos de la
sucesion. Esta sucesion se conoce como “ntimeros de Lucas”™ (ya que fueron introducidos
por Edouard Lucas), y estd intimamente relacionada con la sucesién de Fibonacci, que
veremos en la seccién siguiente. Como la férmula recursiva L , = L | + L da un
término en funcién de los dos anteriores, son necesarios dos valores explicitos de la
sucesion (L, y L,). De hecho, si cambidsemos el valor de L, y L, dejando la férmula
recursiva intacta, los valores de la sucesién cambiarian. Si por ejemplo pusiésemos:

/ 1 1 1 I
Ll = 17 2 = 57 Ln+2 = L’VL+1 + Ln
Tendriamos:

Y =1, Ly=5 Ly=6, L)y=11, L =17, Ly =28, L. =45, L{ =173

Una sucesién muy usada en matemdtica es el factorial. El factorial de un nimero natural
n se escribe 7! e, informalmente, se define como:
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nl=1-2.3...(n—1)-n

Por ejemplo, 3!=1-2-3=6,y7!=1-2-3-4-5-6-7 =5.040.
La definicién formal de factorial es:

=1, (n+1)!=n+1)-n!
Entonces, por ejemplo:
4! =4.3!
—4.3.2
—4.3.2.1
=4-3.2-1
=24

Puede generar dudas que una definicion recursiva esté bien hecha. El hecho de definir algo
en términos de si mismo no parece muy correcto. Sin embargo, las definiciones recursivas
no sélo estdn bien, sino que muchas veces son necesarias. Y, ademds, son lo suficientemente
formales como para hacerlas con una computadora. Como ejemplo, veamos dos definiciones
posibles para el cdlculo del factorial en lenguaje Python (elegimos el Python porque es muy
sencillo, incluso para quien no lo conoce. De todas maneras, se puede reemplazar por una
gran coleccion de lenguajes que permiten definiciones recursivas).

Una primera posible definicion de factorial es:

def factorial(n):
f=1
for i in range(1l,n+1):
f=f*i

return f

La Il’neaf=1 pone en la variable fel valor 1. Luego, la instruccion: for i in range(1,n+1): ejecuta la linea que sigue
para todos los valores de Zentre 1y 7. Y la linea que sigue es poner en la variablefel valor que tem’afmultiplicado por el
valor de 7.

Esta definicion se parece a la primera que dimos. Dice que el factorial de un nimero 7 se calcula recorriendo todos los nimeros
de 1a 7y multiplicandolos entre si. Vamos a ver otra definicion, que se parece a la definicion recursiva:

def factorial(n):
if n == 1:
return 1
else:
return n * factorial(n-1)

Aqui se dice que para calcular el factorial, hay dos posibilidades: si el nimero es 1, el factorial vale 1. Si no, el factorial vale 7
multiplicado por el factorial de 72 - 1.

Ejercicio 1.5. (Para el lector que sabe programar). Dar una definicién de los nimeros
de Lucas L y de la variante L' en un lenguaje que permita definiciones recursivas.

Nimeros naturales
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0 6. Principio de induccién global

Lorena decide participar en un concurso de juegos de ingenio. Llegado su turno, le dan
el siguiente problema: dada la sucesion 2, definida por:

a1 =2, ay=38, apiz2=4(an41—an)

calcular el término 2.009 de la sucesién. Lorena calcula los primeros términos:

a; = 2
as = 8
asz = 24
ayg4 = 64
as = 160
ag — 384

Observa que « es divisible por 7 para cada uno de los valores de la lista. Ademds, al
dividir a, por n, obtiene:

a1:1-2
ag = 2.4
a3:38
as=4-16
as = 5-32
a6:6-64

Después de observar detenidamente la columna de la derecha, Lorena conjetura que
a=n-2"paratodo n € N, pero antes de contestar quiere estar segura de que su respuesta
es correcta. Para probarlo, Lorena intenta recurrir al principio de induccién, pero se topa
con una dificultad. Si llama P(7) a la afirmacién « = 72, entonces vale P(1) pero no
puede demostrar que si () es cierta, entonces P(n+1) es cierta.

Lo que sucede es que la férmula 2z, = 4(a | - 2 ) involucra tres términos consecutivos.
Por esto, el conocer un término no permite conocer el siguiente. Es para casos como éste
que hace falta el principio de induccion global.

#6000 0 0000000000000 0080000600000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s000ssssss

Principio de Induccion Global. Supongamos que tenemos para cada 7z € N una afirmacion 2(n) y
queremos ver que todas estas afirmaciones son validas. Si se puede demostrar que:

* P(1) es cierta,
* si (k) es cierta para todo 4 < 7, entonces P(72) también lo es,

entonces P(7) vale paratodo 7z € N.

© 6000000000000 0000000000000000000060000060600800000000800606080800000000800606086060000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000scsssssssscsossses .

Veamos cémo puede utilizar Lorena el principio de induccién global. Probemos que
a=n-2" para todo n € N. Primero, verificamos que /(1) es cierta: 2, =2 =1 - 2"
Ahora, suponemos que P(k) es cierta para todo 4 < 7. Por la definicién de la sucesion,
a=4(a  -a ), pero esto vale solo para n > 2, ya que 4, no estd definido. Tenemos
entonces dos casos: 7 =2y n > 2. Si n = 2, la afirmacién P(2) se verifica simplemente
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observando que 2, =8 =2-2% Ysin >2,comon-1<nyn-2 < n, nuestra hipétesis
inductiva dice que valen las férmulas para 2z y a_, es decir:

Up_y=(n—1)-277¢

Entonces: -
an = 4(an—1 - an—Z) - I
=4((n—-1)-2""1 —(n—2)-2"7?%) - I -
=4-2""%((n—-1)-2—(n-2))
=22.2"2(2n -2 - n+2) Figura 6. Un tablero de 2 X n.
=2".n.
Ahora si Lorena contesta 4,00 = 2777 % 2.009. .
n=2

Vamos a considerar un nuevo ejemplo, planteado por Fibonacci *.
Tenemos un tablero de 2 X 7, como en el dibujo de la Figura 6.

Queremos llenarlo con fichas de 2 X 1 con una regla: la n=3 - -

ficha de la izquierda debe ir de manera vertical, como se l l

muestra en la Figura 6.

Llamamos F a la cantidad de formas de llenar el tablero de
tamafio 7 con esta regla. Si queremos llenar un tablero, a la
derecha hay dos posibilidades: o bien la tltima ficha la ponemos
de manera vertical, o bien ponemos dos fichas de manera
horizontal. En el caso vertical, al agregar esta ficha nos queda por llenar un tablero de tamafio
2 X (n- 1) que debe cumplir la regla. En el caso horizontal, al poner estas dos fichas, nos queda
por llenar un tablero de tamafo 2 X (7 - 2) que debe cumplir la regla. En la Figura 7, se ve c6mo
los tableros de tamano 2x4 se forman a partir de los tableros de tamano 2 X 3y 2 x 2.

Figura 7. Tablerosconn=2,n=3yn=4.

Esto dice que F= F | + F  para todo 7 > 3. Por otra parte, F, = 1y F, = 1. Veamos los
primeros nimeros de esta sucesion:

=1
=1
F5=2

Fy=F3+F,=2+1=3
Fy=F,+F;3=3+2=5
Fe=F5+F,=5+3=38

y luego sigue con 13, 21, 34, 55, 89, etc. Es pricticamente imposible encontrar, a simple
vista, una férmula no recursiva para F . Sin embargo, se puede dar una:

? Fibonacci planted este problema con conejos. Su libro “Liber Abaci” de 1202 dice textualmente: “Cierto hombre tenfa una
pareja de conejos juntos en un lugar cerrado y uno desea saber cudntos son creados a partir de este par en un afio; cuando es su
naturaleza parir otro par en un simple mes, y en el segundo mes, los nacidos parir también”.
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p_ L 115\ 1 (1-v5\"
"5 2 NG 2

Vamos a probar esta férmula por induccién global. Para 7 = 1, tenemos que:

1<1+\/5>1_1<1—¢5>1 :1<1+\/5—1+\/5>

NG 2 NG 2 NG 2

1
:E\/g

=1
=R
Para n = 2, tenemos:

1 <1+\/5>2_ 1 (1—\/5)2= 1 ((1+\/5)2—(1—\/5)2>

V5 2 V5 2 NG 4
1 (142v5+45)—(1-2V5+5)
NG 4
1 45
v
=1
= I

Ahora, si 7 > 3, suponemos que vale la férmula para todos los # < 7. Entonces:

—1_i 1_\/5 n—l-i_i 1+\/§ 11—2_i 1_\/5 n—2
NAWE T2 NAWE

Veamos un nuevo ejemplo de induccién global. Martin y Pablo, alumnos de la Escuela
314, compraron un chocolate que viene dividido en cuadraditos, y lo comen jugando un
juego. El que pierde, va a pagar el préximo chocolate. El juego es asi:

1. por turnos, Martin y Pablo cortan el chocolate en dos pedazos por una linea horizontal

o vertical, como en la figura 8;
2. el que hizo el corte, elige el pedazo que quiere y deja el resto;

Los Numeros




3. se van alternando en los cortes, hasta que queda un
solo cuadradito, que ya no se puede cortar;

4. quien se queda con este tltimo cuadradito, pierde el juego
(y paga el chocolate que sigue).

La pregunta entonces es: ;cudl es la mejor estrategia para no
quedarse con el Gltimo cuadradito? Pensando en la estrategia
ganadora, Martin observa que sile deja a Pablo un cuadrado
de chocolate de 2 x 2, entonces Pablo va a perder seguro.
Esto es porque con cualquier corte que haga Pablo deja un
rectingulo de 2 X 1, y en la jugada siguiente Martin lo deja
con el dltimo cuadradito. Luego, observa que si le deja a
Pablo un cuadrado de 3 x 3 también sabe cémo ganarle:
en este caso Pablo puede dejar o bien un rectingulo de
3 X 2 o bien uno de 3 x 1. Si deja uno de 3 x 1, Martin
le deja el dltimo cuadradito y Pablo pierde. Si Pablo deja
unode 3 x 2, Martinle dejaunode2 x 2y como en el
caso anterior Pablo pierde. Estudiando estos casos, Martin
se da cuenta de cémo ganar si en algiin momento a Pablo
le queda para jugar un chocolate cuadrado de cualquier
tamano: cada vez que Pablo juega, Martin, en su turno, le
deja nuevamente un chocolate cuadrado.

Probemos que Martin estd en lo cierto. Para cada » € N
llamemos A7) a la afirmacién siguiente: si a Pablo le toca cortar
un cuadrado de n X n, Martin tiene una estrategia para ganar.

Para 7 = 1, Martin no hace nada y gana. Supongamos que Martin
tiene una estrategia para ganar si a Pablo le toca cortar un chocolate
cuadrado de £ X £ para cualquier # menor que 7 (éstas son las

chocolate original

chocolate con un corte horizontal

T

dos cortes posibles

|

chocolate con un corte vertical

Figura 8. E| chocolate y dos cortes posibles.

afirmaciones P(#) para k < 7). Supongamos ahora que a Pablo le toca un chocolate cuadrado de
n % n. Pablo hace un corte, y le deja a Martin un chocolate rectangular de £ x 7 para algin £
menor que 7 En su turno Martin corta el chocolate de manera de dejar a Pablo un cuadrado de
k Xk (ver Figura 9). Por hipétesis inductiva, a partir de aqui Martin tiene una estrategia para ganar.

Como conclusién, si el chocolate es cuadrado, siguiendo la estrategia de Martin el que
comienza siempre pierde. Si el chocolate no es cuadrado, el que comienza siempre gana.

Ejercicio 1.6. Dada la siguiente sucesién definida recursivamente, conjeturar una

férmula para el término general y probarla:

a; =1, as =4, pt2 = 4y/nt1 + an paran € N.

Ejercicio 1.7. Consideremos la sucesién definida recursivamente por:

a; =2, az =3, Ap+2 = 2ap41 + ay, paran € N.
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Figura 9. Chocolate con cortes estratégicos.
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juega juega e
.Martl ‘Pablo@
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Pablo Martin
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Figura 10. Juegan Martin y Pablo.

sesscscses

ceseccce

Probar que # < 3" para todo 7 € N.

Ejercicio 1.8. Martin y Pablo ahora juegan al siguiente
juego: tienen un plato con piedritas. Por turnos, van
sacando 1, 2, 6 3 piedritas. Quien vacia el plato gana.
Por ejemplo, si hay 8 piedritas, Martin saca en su turno 3
y Pablo saca 1, y quedan 4. Ahora Martin saca 2 y Pablo
saca las 2 que quedan. Gana Pablo. (ver figura 10)

¢Es cierto que si Martin empieza jugando con 8 piedritas,
sin importar lo que haga, Pablo siempre tiene una manera
de ganar? ;Qué pasa si empieza con 9 piedritas? Para cada
n € N, decidir quién tiene una estrategia ganadora si Martin
empieza con 7 piedritas, y probarlo por induccién.

O 7. Principio de buena ordenacién

Con el orden usual, los naturales gozan de una propiedad
importante: son bien ordenados.

secesesesessssssesesesesessssssssesesesesesssssseseseseseses

Un conjunto A conunarelacionde orden<se dice bien ordenado sitodo
subconjunto B < A no vacio tiene un primer elemento (aqui “primer”
elemento significa que es menor que todos los otros elementos de B).

eesecsccccesesesecesssscscsesesesecessssescsesesesecsssssese

Si consideramos A como el conjunto de los niimeros enteros
y B el de los enteros pares, entonces B no tiene primer
elemento, porque para cualquier entero par 7 hay un entero
par menor (por ejemplo 7-2). Esto dice que el conjunto de
los niimeros enteros no es bien ordenado. Sin embargo, si
ahora A es el conjunto de los niimeros naturales y Bes el de
los naturales pares, entonces Bsi tiene primer elemento: el 2,
porque es el menor de los nimeros naturales pares.

Gracias al principio de induccién global podemos probar el siguiente Teorema.

TeoreMA 1.1. E/ conjunto de los niimeros naturales es bien ordenado.

DEMOSTRACION. Vamos a demostrar que si B < Ny B no tiene primer elemento, entonces
B es vacio. Para esto, consideramos P(7) como la afirmacién “z ¢ B”, y vamos a probar por
induccién global que A7) es verdadera para todo 7. La afirmacién (1) es verdadera porque
si no lo fuera, 1 perteneceria a By serfa su primer elemento. Por otra parte, supongamos que
P(k) es cierta para todo 4 < 7. Entonces, debemos probar que P(7) también lo es. Como P(k)

es cierta para todo 4 < 7, ninguno de los nimeros 1, 2, ..

., n- 1 pertenecen a B. Si P(n) fuese
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falsa, entonces 7 pertenecerfa a By serfa su primer elemento. Luego, 7 no puede pertenecer

a By P(n) es verdadera.

En realidad, el principio de buena ordenacién es equivalente al principio de induccién. Es decir,
también podemos ver que el principio de induccién se deduce del principio de buena ordenacién.
De hecho, supongamos que para cada 2 € N, P() es una afirmacion tal que (1) es cierta y si P(n)
es cierta, entonces 2(7+1) también lo es. Podemos probar, gracias al principio de buena ordenacién,
que P(n) es cierta para todos los niimeros naturales. Para ello, consideramos B el conjunto de los 7
tales que () es falsa. Si B fuese no vacio, tendria un primer elemento, llamémoslo 4. No puede
ser £ =1 porque P(1) es cierta. Entonces # > 1, y si = k - 1, tenemos que P(n) es cierta porque
k-1 ¢ B. Pero esto dice que P(n + 1) es cierta, es decir, P(k) es cierta, y esto es un absurdo.

O 8. Ejemplos surtidos

8.1. Torres de Hanoi o Torres de Brahma

El problema de las Torres de Hanoi fue inventado por el matemdtico francés Edouard
Lucas en 1883. Tenemos tres grandes baldosas en el suelo, y un cierto nimero de discos
de distinto tamafo apilados uno encima del otro en la primera baldosa ordenados por
tamafo. El mds pequefio estd encima de la pila. El objetivo del juego es lograr mover
toda la pila de discos a la tercera baldosa, con la condicién de que:

¢ no se puede mover més de un disco a la vez;

e solo se puede sacar el disco de la parte superior de cada —1

pila de discos;
e en todo momento, en cada baldosa los discos deben

Primera baldosa Segunda baldosa Tercera baldosa

estar ordenados por tamano.

Figura 11. Torre con 2 discos.

Veamos cémo resolvemos este problema si tenemos

simplemente dos discos:

[
e comenzamos con dos discos en la primera baldosa,
como en la figura 11; 5
e en el primer paso solamente podemos quitar el disco I
pequefio y colocarlo en otra baldosa. Lo colocamos en
la segunda baldosa;
e en el segundo paso, podemos mover el disco més grande 3 1
para ubicarlo en la tercera baldosa;
e cnel tercer paso, movemos el disco pequefio colocdndolo 2o

encima del disco grande y conseguimos que quede la

torre original en el tercer lugar.

Figura 12. Resolucion con 2 discos.

Todo este proceso se ve en la figura 12.
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Figura 13. Torre con 3 discos.
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Es bastante claro que no se puede hacer esto en menos de
3 pasos, dado que el primer paso es tnico (mover el disco
pequeno). En el segundo paso tenemos dos opciones, pero
si queremos lograr mover toda la torre, en algiin momento
deberd estar el disco grande en la tercera baldosa. Entonces,
lo mejor es hacerlo en el segundo movimiento, y luego
debemos colocar el disco pequefo sobre el grande.

La pregunta que hizo Lucas es si comenzamos con 7 discos:
scudl es el minimo niimero de movimientos necesarios para
pasar todos los discos de la primera baldosa a la tercera?

Invitamos a jugar un rato el juego, antes de continuar leyendo
la respuesta. Existen versiones de pléstico de este juego, que
tienen tres postes tipo dbaco, y los discos estdn perforados para
poder apilarlos de manera sencilla, aunque se puede jugar con
monedas de distintos tamanos.

Llamemos / al nimero minimo de movimientos para
una torre de 7 discos. Sabemos que H, =1y H, = 3.
Calculemos H,. Como vemos en la Figura 13, alcanzan 7
movimientos. O sea: /1, <7.

Supongamos ahora que tenemos 7 discos. Para mover toda
la torre a la tercera baldosa, en algin momento debemos
colocar el disco mds grande en la tercera baldosa. Dado
que es el mds grande de todos, si pensamos que este

disco no existe y movemos los otros 7 - 1 discos de manera ordenada, los discos estardn
ordenados en todo momento. Supongamos que sabemos cémo mover la torre de los
n - 1 discos mas pequenos a otra baldosa en /|~ pasos de forma éptima. Entonces,
podemos mover de esta forma los 7 - 1 discos mds chicos a la segunda baldosa,
luego mover el disco mayor hasta la tercera baldosa, y una vez hecho esto, mover los
n - 1 discos menores para colocarlos de manera ordenada encima de él, nuevamente de
forma éptima en /| pasos (notar que esto fue lo hecho con 3 discos). En conclusién,

probamos que

Hn:2'Hn—1+1

Ejercicio 1.9. Probar por induccién que la sucesién dada por:

satisface H=2"-1.

H, =1, H,=2-H, 1+1sin>1,
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8.2. Algoritmo de ordenamiento (Sort)

Supongamos que tenemos una lista [, . . ., 2 ] de objetos que queremos ordenar con
determinado criterio, por ejemplo niimeros naturales para ordenar en forma creciente, o
palabras para ordenar alfabéticamente.

Existe una gran variedad de algoritmos que permiten realizar esta tarea; vamos a analizar
uno de ellos. La idea es la siguiente:

1. si la lista tiene uno o ningtin elemento, no hay nada que hacer;

2. si la lista tiene dos o mas elementos, se la subdivide en dos listas con la misma
cantidad de elementos (o una con un elemento mds que la otra si # es impar);

3. se ordena cada una de las dos listas nuevas y, a continuacion, se las vuelve a unir, pero
ordenando los elementos entre si.

Para unir las dos listas ordenadas L, y L, y armar una Gnica lista L, también ordenada,
con los elementos de ambas, se utiliza el siguiente procedimiento:

e sialguna de las listas no tiene elementos, se agregan los elementos de la otra listaa L
y se termin el procedimientos;

e siambas listas tienen elementos, se toma el primer elemento o de Z, y se lo compara
con el primer elemento B de L, Sio<p,seagregaaa la lista L y se lo suprime de
L, (L, no se modifica). Si o > B, se agrega p a Ly se lo suprime de L, (L, no se
modifica). Luego, se repite el proceso con las nuevas listas.

Supongamos que queremos ordenar en forma creciente la lista L = [4, 1, 2, 5, 7, 3, 6, 8].
Consideramos las sublistas L, = [4, 1,2,5]y L, = [7, 3, 6, 8]. Para ordenar L , la subdividimos
nuevamente en dos listas L, = [4, 1]y L, = [2, 5].

Ordenamos L, obteniendo L' | = [1, 4],y L,, obteniendo L', = [2, 5]. Ahora las volvemos a unir,
ordenando los elementos: el primer elemento de L', es menor que el primero de L', entonces
ubicamos en primer lugara 1. El segundo elemento de L', | es mayor que el primero de L', ; agregamos
entonces el 2. Comparamos el segundo elemento de L', con el segundo de L', , y resulta menor, con

lo que lo agregamos. Nos queda entonces la lista L, ordenada como L', = [1, 2, 4, 5].

Procediendo andlogamente, se ordena la lista L'z, obteniéndose L'2 =[3, 6, 7, 8]. Para
terminar, se unen las listas L', y L', comparando como antes uno a uno sus elementos:

r L L
1,2,4,5] | 3,6,7,8] | 1 <3
2,4,5] | [3,6,7,8] | 2<3

1,2] 4,5 3,6,7,8] | 4>3
4,5 [6,7,8] |4<6

1,2,3,4] 5 [6,7,8] |5<6

1,2,3,4,5] | [6,7,8] Ly =]
]

[]
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[4,1,2,5,7,3,6,8]
e ) I -~
[4,1,2,5] [7,3,6,8]
//// \\ //// \\\
Ve N\ Ve \
[4,1] [2,5] [7,3] [6,8]
A A A A
[41 [1] [21 [5] [71 3] [6] [8]
[1,4] [2,5] [3,7] [6,8]
\\ / \\\ /
AN /
N o
[1 ,2,4!5] [3,6,7,8]
S~ .

[1.2,3,456,7,8]

Figura 14. El algoritmo de ordenamiento en la
lista [4, 1, 2, 5, 7, 3, 6, 8].

Se puede observar el procedimiento completo en la figura 14.

Queremos estimar la cantidad de comparaciones que
realiza este algoritmo para ordenar una lista de longitud 7.
Supondremos que 7 es una potencia de 2, asi al subdividir
la lista sucesivamente siempre resultan dos sublistas
de tamafio igual a la mitad de la anterior. Llamemos ¢,
a la cantidad mixima de comparaciones que realiza el

algoritmo para ordenar una lista de 7 = 2* elementos.

Si n =2, 0sea k=1, haciendo una sola comparaciéon
podemos ordenar la lista. Entonces ¢, = 1.

Sin=2%con k=22, enel primer paso del algoritmo vamos
a partir la lista en dos sublistas de tamafio 2*!. La cantidad
de comparaciones que haremos para ordenar cada una
de las dos sublistas es como mdximo ¢,y Finalmente,
debemos unir las dos listas ordenadas. En cada paso
de esta unidén se realiza una comparacién y se ubica un
elemento de alguna de las dos listas en la lista final, con lo
que el algoritmo realiza menos de 7 = 2* comparaciones.

Deducimos entonces, que ¢,< 2c/?_1 + 2k,

Veamos que ¢,< k - 2 para todo # € N. Podemos probar esta propiedad por induccién:

o Sik= l,valec1 =1<2=1-2.
e Supongamos que ¢,< k- 2"y acotemos ¢, . Usando la desigualdad que probamos mis
arriba, junto con esta hipétesis, resulta que:

Cht1 < 20k + 28T < 2. k. ok 4 okl — . gkt | okl

=(k+1) 28!

Deducimos entonces que para ordenar una lista de 7 = 2* elementos, el algoritmo realiza
menos de k - 2*= log (7) - n comparaciones.

Los Nimeros
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2. Numeros enteros S

O 1. Introduccién

Estudiamos los nimeros naturales y vimos que sirven para contar. Sin embargo, hay situaciones
que para ser descriptas correctamente requieren de otro tipo de niimeros. Los nimeros enteros
negativos se usan en diversos contextos, por ejemplo, para expresar o calcular:

e En geografia, profundidades o diferencias de altura:

O la capa mds superficial de la estructura de la Tierra,
llamada corteza terrestre, llega hasta los -30 km en el
Sfondo ocednico;

O la diferencia de altura que hay desde la cima del
Aconcagua, que se halla a 6.959 metros sobre el nivel
del mar, hasta el fondo de la laguna del Carbon, en la
provincia de Santa Cruz, donde el altimetro marca 105
metros bajo el nivel del mar. (Figura 1)

6.959
+105

7.064

o Temperaturas bajo cero: ¢/ dia mds frio del ano 2008 Figura 1.

en Ushuaia fue el 16 de agosto, con una temperatura
minima de -5°C y una temperatura mdxima de 7°C.

e En contabilidad, los ndmeros negativos significan deudas y los positivos haberes o
activos poseidos.

o Fechas en la antigiiedad, anos antes de Cristo: Platdn, el mds importante fildsofo de la
antigiiedad, fue alumno de Socrates y maestro de Aristoteles; nacié en Grecia en el ano 427
a.C. y murid en el ano 347 a.C.; por lo tanto, vivié 80 arios.

O 2. Construccion de los nimeros enteros

Para continuar el estudio de los niimeros, consideremos N, el conjunto de los nimeros
naturales y el cero, y pensemos en la siguiente situacién. En el capitulo anterior, estudiamos
operaciones de nimeros naturales y vimos que dos niimeros naturales se pueden sumar y se
obtiene como resultado otro niimero natural; también se pueden multiplicar y el resultado
es un ndmero natural. Por ejemplo, 3+5 =8 € Ny 3.5 = 15 € N. Ademds, si quisiéramos
restar uno de otro, por ejemplo, hacer 5 - 3 también se puede dentro del conjunto N, es
decir 5 - 3 = 2 € N. Una situacién cotidiana que refleja esta situacién matemdtica es la
siguiente: si Paula tiene 5 remeras, Lorena le puede pedir prestadas 3 remeras y a Paula
todavia le quedan 2. En cambio, si Paula tuviera sélo 3 remeras, Lorena no deberia esperar
que le preste 5 porque no tiene mds de 3.
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Es decir, ;qué ocurre si queremos efectuar la operacién de resta en el otro sentido, o sea,
3-52 ;A 3 se le puede restar 5? Veremos enseguida que, en realidad, si se puede efectuar
esta operacion, pero el resultado ya no es un nimero natural.

Recordemos que la operacién suma dentro de N, tiene al cero como elemento neutro porque
a+0=ay0+a=apara todo nimero natural 2. Pero ningin nimero natural tiene un
inverso dentro de N, respecto de la suma. La pregunta es qué tipo de ntimeros deberfamos
agregarle a N para que todo elemento tenga inverso respecto de la operacién suma. Es
decir, si Paula tuviera 3 remeras, Lorena podria pedirle las 3 remeras (jpor lo menos para
probarselas!) y en este caso, Paula no se quedarfa con ninguna. Es decir, 3 - 3 = 0, o, mejor
dicho, 3 + (-3) = 0 que no es un natural pero si pertenece a N, .

En otras palabras, agreguémosle a N, todos los “opuestos” de sus elementos, es decir, el -1,
el -2, etcétera. Llamaremos al nuevo conjunto que construimos de esta forma conjunto de
los niimeros enteros y lo denotamos con la letra Z. A partir de la construccién anterior:

Z=NU{0}U-N

que, en particular, contiene a Ny a N,. Asi, dentro de Z, cualquier » € N tiene un
inverso, respecto de la suma, que es su opuesto.

Veamos que la pregunta anterior también tiene respuesta dentro de Z. Ahora, podemos
realizar la operacién “resta” o “diferencia” de cualquier par de enteros, por ejemplo, a3 - 5
lo calculamos como 3 + (-5) = -2. Es decir, si Paula tuviera tres remeras, le faltarian dos para
poder prestarle 5 remeras a su amiga.

EjEmMrLOS
o Qué diferencia de altura hay desde la cima del Aconcagua, que se halla a 6.959 metros sobre
el nivel del mar, hasta el fondo de la laguna del Carbon, en la provincia de Santa Cruz, donde
el altimetro marca 105 metros bajo el nivel del mar?

Para averiguarlo, necesitamos calcular 6.959 - (-105) = 6.959+105 = 7.064 metros.

~ ~ o ;Qué amplitud térmica hubo el 16 de agosto de 2.008 en
E | 400 E Ushuaia? (Figura 2)
1 30° H Dado que la temperatura minima fue de -5°Cy la médxima
- 200 de 7°C, la amplitud térmica fue de 7°C -(-5°C)=12°C.
10° 0
| gg | e T— }70_(_50) ~ 70450 = 100 o Sitenemos $1.500 en el banco, no podemos emitir un cheque
A I - — por $1.750, salvo que el banco nos preste la diferencia,
1 -10° " en cuyo caso generariamos una deuda. Para informarnos
(._‘/b O de esta situacion, el banco nos mandaria una carta donde
explicaria que, en este caso, el saldo de nuestra cuenta seria de
Figura 2. En grados Celsis. $1.500 - $1.750 = -$250, es decir que le deberiamos
$250 al banco.

oo
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o Pitdgoras, fildsofo y matemdtico griego, nacid aproximadamente en el ano 582 a.C. y
Vivid 75 anios; jen qué arno murio?

Si Pitdgoras nacié en el ano 582 a.C., es decir, 582 afios antes del afio cero, y vivié 75 anos,
entonces murié 75 afos mds tarde de su afio de nacimiento, es decir que murié en el ano:

=582 + 75 = =507

La respuesta es que murié aproximadamente en el ano 507 a.C.

2.1. Construcciéon formal de Z

Notemos que un nimero entero negativo puede ser definido como la diferencia de dos
numeros naturales. Por ejemplo -2 = 3 - 5, de donde puede asociarse el niimero -2 con el
par ordenado (3, 5). El problema es que (4, 6), (11, 13) y otros infinitos pares ordenados
también dan como resultado -2 al restar sus componentes. ;De qué forma podemos definir
sin ambigiiedad el nimero -2? Perfeccionemos la idea anterior, teniendo en cuenta a la
vez todos los pares ordenados de niimeros naturales cuya diferencia es -2. Es decir, dos pares
ordenados (72, n) y (m) n") pueden asignarse al mismo nimero entero si:

m-—n=m'—n" (¥

El inconveniente es que las restas (*) no pueden efectuarse en N si m < n. Pero este
problema se puede solucionar si nos damos cuenta de que:

m—n=m'—n’ es equivalente a m+n' =m' +n (x)

y esta operacion es correcta en N, ya que la suma de cualquier par de naturales es un nimero
natural. Entonces, estamos en condiciones de definir en N x N la relacién ~ dada por:

(m,n)~(m' ,n) siysblosim+n =m'+n

No es dificil ver que esta relacién es de equivalencia; por lo tanto, produce en N x N
una particién en clases de equivalencia, cada una de las cuales puede ser asociada a un
tnico niimero entero y viceversa. Si denotamos por [(72, 7)] la clase de equivalencia del
par (7, n), para cada par de naturales 7 y 7, resulta, por ejemplo:

(3, 5)]~[(11, 13)]

Se define entonces m - n € Z como cualquier representante de la clase [(m , n)].
Explicitamente, se define el opuesto de cada niimero natural 7 como:

—n=[(1, n+1)]
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Ademds, el cero puede obtenerse como:

0=[(n, n)] para cualquier n € N

2.2. La suma vy la resta de nimeros enteros

Formalmente, podemos definir la suma de dos niimeros enteros a partir de sus clases de
equivalencia [(m, n)] y [(m ), n")], con mym’, n, n'e N:

[((m, n)]+[(m", n)] =[(m+m', n+n)
Esto se interpreta como:

(m—=n)+(m —n)=m+m')—(n+n')
Debemos ver que esta operacion estd bien definida en clases de equivalencias, esto es, que si

r r r r r r r r
(m, n)~(m, n)y@m, n')~(@m, n), entonces (m, +m', n, +n') ~ (m,+ m), n,+n).
Ahora, al ser (m,, n,) ~ (m,, n,) vale que:
mi1 +ng = ma +nq
7 r r r r

y andlogamente, al ser (m', n') ~ (m', n’) vale que:

’ / ! /
my 4 ny = my +ny.

lo que claramente implica que:

’ ’ ’ ’
my +my +ng +ny =ma +my +ny+ny

como querfamos ver.
Se define la resta como:

[(m, n)] = [(m", n)]:=[(m+n", n+m)
que interpretamos:
(m—-n)—(m —n)=m-n—m'+n'
=m+n —n—-m
=(m+n)—(n+m)

Esta operacién también estd bien definida en clases de equivalencia: si (,, n,) ~ (m,, 1)
y (', n )~ (m, n) entonces (m, + ', n +m )~ (m,+n, n +mn), pues:

Mmy4n) +ny4+mh = (Mmi+ny)+ (0+mbh)
(Mot ny )+ (no+m?)

’ ’
”1+m1 + m2+n2
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Veamos cdmo resultan estas operaciones en la préctica: ya sabiamos cémo sumar dos
ndimeros naturales y, en la seccién anterior estudiamos que la resta de un natural de otro
es un numero entero. Por ejemplo, 5-3 =2y 3 - 5 = -2; podemos pensar esta operacién
como la suma de dos enteros, cada uno con su signo:

3-5=3+(-5)
=2

La manera mds fécil de efectuar esta operacién es la siguiente:

3-5=—(5-3)
=2
En general, para m y n € N, si m > n entonces m - 7 es la resta usual, y el resultado es un
nimero natural o cero. Si 7 < 7, el resultado de la resta 72 - 7 es un nimero entero negativo,

y puede calcularse como:
m—n=—(n—m)

En cualquier caso, podemos pensar la resta de dos niimeros naturales como una suma de dos

enteros, cada uno con su signo:
m+(—n)=m-—-n

Luego, podemos sumar y restar dos niimeros enteros de la siguiente manera:

® simy n € Z son positivos, entonces 7 + 7 es la suma usual de nimeros naturales, y
m - n esta definida arriba;
® si uno es positivo y otro negativo, digamos m>0y-n<0,conne N, entonces su

suma €s
m+(—n)=m-neZ

y su resta o diferencia es:

m—(—n)=m+neNCZ, (—n) —m=—(n+m) € Z

e si ambos son negativos, digamos -m'y -m con my n € N, su suma es:

(—m)+(-n)=-m—-—n=—(m+n)€Z

y su diferencia es:
(—m)—(—n)=—m+n=n—-—mecZ

e sialguno de los dos es cero y m € 7Z, entonces: }
Por lo tanto, en el conjunto de los enteros se puede sumary

: restar sin salir de el.

m+0=m, m—-0=m y 0-m=-m

Es decir que, sia, b € Z entoncesa+ by a- b € Z.
Ejempro. ;Qué nimero hay que sumarle a 16 para obtener 5?

Solucién. Buscamos 7 € Z tal que 16 + n =5
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Si sumamos -16 a cada miembro obtenemos:

(¥) 16+ n+ (—16) =5+ (—16) <= n = —11

Por lo tanto, el nimero buscado es -11. En efecto, si reemplazamos a 7 por -11 en la
igualdad inicial, obtenemos:
16+ (—11) =16 — 11

=5
como querfamos.

NortaciON. En (x) usamos el simbolo “<=" para indicar que la igualdad que estd a la
izquierda es equivalente a la de la derecha; es decir, que la validez de la igualdad de la
izquierda implica la validez de la igualdad de la derecha y, reciprocamente, la validez de

la igualdad de la derecha implica la validez de la igualdad de la izquierda.

2.3. Valor absoluto

:Qué tienen en comun los enteros 5 y -5? Sabemos que uno es el opuesto del otro; esto
significa que 5 y -5 estdn a la misma distancia del cero, exactamente a una distancia
igual a 5 unidades. La distancia de un nimero cualquiera al cero se llama el valor absoluto
del nimero.

En consecuencia, el hecho anterior se expresa diciendo que el valor absoluto de 5 y el de -5
son ambos iguales a 5. En otras palabras, enteros opuestos tienen el mismo valor absoluto.
En simbolos, el valor absoluto de un nimero 7 cualquiera se expresa de manera abreviada
usando barras verticales en la forma |7|. La manera correcta de definirlo en general es:

n sin>0
In| = .
—n sin<0

Por ejemplo, |5| = 5y, de acuerdo a la definicién, también | - 5| = -(-5) = 5.

2.4. La multiplicacién

El ingrediente nuevo que aparece al multiplicar nimeros enteros es el signo: ;c6mo
calculamos 3 - (-2)?

Asi como para los nimeros naturales el producto 3 - 2 significa sumar dos veces 3, que es
3 + 3 =06, el producto 3 - (-2) significa restar dos veces 3, o sea:

3-(-2)=-3-3
=6
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De aqui surge la regla para multiplicar un ndimero positivo por otro negativo: el resultado
es un nimero negativo.

¢Cémo calculamos (-3) - (-2)? En este caso, debemos restar dos veces -3, o sea:

(-3)- (-2 = ~(-3) - (-3)
=+6

De esta manera se deduce que el producto de dos nimeros negativos es un nimero positivo.

Regla de los signos. Para multiplicar “ntimeros con signo” hay que respetar las siguientes reglas:

© (1) (=4
« (+)-() =-
« (-0 =

EjEMPLOS

© (23  =-2-3) =-
o (-2)-(-3) =+(2-3)=6.
o [(-1)-(-2)]=-[1-2] =-2.

OBSERVACION. Sean by ¢ € Z talesque b - c= 1. Entonces b=c=10b=c=-1.

En efecto, si & - ¢ = 1, entonces & y ¢ son ambos positivos 0 ambos negativos. Si &y ¢ son
ambos positivos y ocurriera, por ejemplo, & > 1 entonces & - ¢, que es igual a “ veces ¢”, seria
més grande que ¢, es decir que & - ¢ > ¢ > 1; por lo tanto, tanto & como ¢ deben ser 1.

Si &y ¢ son ambos negativos, entonces -4 y -c son positivos, y podemos usarlos para
escribir el producto en la forma & - ¢ = (-b) - (-c) que sabemos que es igual a 1; por lo
tanto, de nuevo -4y -c deben ser 1, o sea que &y ¢ son iguales a -1.

O 3. Divisibilidad y algoritmo de divisién

Imaginemos que tenemos una tableta de chocolate de seis

cuadraditos que dos amigos quieren compartir por igual. m m m I] m m m m m m I] I] I] m
Esta operacién puede realizarse convenientemente, y a cada = + +

uno le tocan tres de las seis partes que tiene la tableta.
BAARAA

Ahora, imaginemos que tenemos 7 lapiceras que queremos

repartir entre los dos amigos. Es claro que, para que a cada . b

amigo le toque la misma cantidad, podemos darle tres d ,"‘, I
. . . !

lapiceras a cada uno pero sobra una lapicera, es decir, la 1 J1L ) &

lapicera sobrante no puede partirse.

\—,_IQ'_IQ'_I

¥ -«-i
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La divisién es la operacién que permite averiguar cudntas veces un nimero, el
divisor, estd contenido en otro niimero, el dividendo. Por ejemplo, el 2 estd 3 veces
en el 6, porque 3 - 2 = 6, entonces 6 dividido 2 es igual a 3. En este sentido, la divisién
es la operacién inversa de la multiplicacién.

Se denomina cociente al resultado entero de la divisidn. Si la divisién no es exacta, es decir,
el divisor no estd contenido un niimero exacto de veces en el dividendo, la operacién
tendrd un resto. En el caso de las lapiceras, se divide 7 por 2 y se obtiene un cociente de
3 unidades y un resto de 1 unidad, que también puede expresarse como:

Dividendo = Cociente - Divisor + Resto

7 = 3 - 2 + 1

Para obtener el cociente y el resto de efectuar la divisién de un niimero entero por otro, se efectiia
el procedimiento conocido como algoritmo de divisién, que explicaremos més adelante.

3.1. Divisibilidad

© 0600 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000606000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s0s

Sia, b € Z decimos que a divide a b si existe ¢ € Z tal que b = ¢ - a4, donde g es el
cociente de la divisién de & por a.

© 60000 0000000000000000000000000000000000000000008006000000060080080000086000600060000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s000sscscscsoscses .

Para expresar simbélicamente este hecho, se escribe @ | 4. También se dice que & es
divisible por a, o que a es un divisor de b.

Por ejemplo, 2 divide a 2 (en efecto, 2 = 1 - 2); 2 también divide a 4,2 6,a8,220,ya
todos los nimeros pares. Justamente, un nimero es par si es divisible por 2.

Ejercicio 2.1. ;Cémo podriamos describir a todos los nimeros impares?

OBSERVACION. Propiedades de la nocién de divisibilidad:

l.Paracadane Z, 1 |n,n|n-1|ny-n|n
En efecto, 1 | 7 porque 7 = 1 - n, es decir, en la divisién de 7 por 1, el cociente es 7 y la
divisién es exacta. Por otra parte, en la divisién de 7 por el mismo 7, el cociente es 1 y
la divisién es exacta. Notemos, ademds, que -1 | #y -7 | n porque 7 = (-n) - (-1).

2.Sia, beZ,a|byb+0 entonces |4| < |4

3.Sia| by b| aentonces |4| = |b].

4.Sialbyb|centoncesa|c.
En efecto, si a | b existe ¢ € Z tal que b = ¢ - a. Si ademds 4 | ¢, existe ¢'€ Z tal que

c=¢"-b.Entoncesc=¢q"-(q-a)=(q"q) - a
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5.Sia|bya|centoncesa|(h- b+ k- c) para cualesquiera , k € Z.

En efecto, sia | by a| ¢ existen enteros g, y ¢, tales que b= ¢q, - ay ¢ = g, - a; entonces

hebvkoc=h g -avk-q-a=(h-q+k q) a

El 1 tiene exactamente dos divisores, que son 1y -1. Los demds enteros 7 distintos de
0, de 1y de -1 tienen por lo menos cuatro divisores, que son el 1, el -1, el mismo 7, y
su opuesto -7, pueden tener mds divisores. Un entero se dice primo si tiene exactamente
cuatro divisores distintos. Los divisores de 6 son 1, 2, 3, 6y sus opuestos, -1, -2, -3 y
-6; es decir que 6 tiene ocho divisores en total (6 no tiene mds divisores porque
si a | 6 entonces |a| < |6] = 6). En particular, 6 no es primo. En cambio, los tinicos
divisores de 7 son 1, 7 y sus opuestos, -1 y -7; por lo tanto, 7 es primo.

Los divisores positivos de 100 son todos los niimeros que aparecen en el primero de los
diagramas siguientes. Para cada natural que aparece en el diagrama, sus divisores positivos
son todos los que aparecen debajo de €, unidos a éste por un camino formado por una o
mds lineas. Los otros dos diagramas tienen, de la misma manera, los divisores de 30 y 60.

Notacion. El simbolo “=" que utilizaremos en lo sucesivo
indica que toda vez que vale el enunciado de la izquierda, como
consecuencia vale el de la derecha. Es decir, que el enunciado

20 5
de la izquierda implica el enunciado de la derecha. | |
4 \ 1 0/2

100

0 30

E Determinar todos | Z tal 2.n-1 ’ 6/1|°\‘5
JEMPLO. Determinar todos los 7 € 7Z tales que 2 - 7 -

divide a 7% + 7. ! |2/ \_|,, |2><3><5|

Solucién: Supongamos que 72 € Z es tal que 2 - 72- 1 divide a \1 / \ ! /

4 6 10 15
2 3 5

#* + 7, en simbolos escribimos (2 - 7- 1) | (#* + 7), entonces
divide también a cualquier multiplo de él, por ejemplo:

2n—1)2-(n*+7)=2-n>+14
Por otra parte, es claro que:

2-n—1)|n-2-n-1)=2-022-n
Ahora usamos la propiedad 5, que implicaque @ | by a| c = a| (b - ¢), entonces:

2-n—1)]2-n*+14—(2-n*—n)] = (2-n—1)| (14+n)

Por lo tanto, si 7 € Z es tal que 2 - 7 - 1 divide a #* + 7 entonces 2 - 7 - 1 divide a 14 + 7.
Nuevamente, en particular:

2-n—1)|2-(144n)=284+2-n

(2:n—=1)|(2:n—-1)
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y entonces 2 - 72 - 1 divide a la diferencia de los dos, es decir, dividea28 +2- 7- (2 - n- 1) = 29.
Por lo tanto, si 7 € Z es tal que 2 - 7 - 1 divide a #* + 7, entonces 2 - 7 - 1 divide a 29.

Si pensamos un momento en el nimero 29, nos damos cuenta de que el conjunto de
todos sus divisores es:
Doy = {1, —1, 29, —29}

(En general, si # es un entero no nulo, llamamos D, al conjunto de divisores de 7, que
sabemos que es finito por la segunda propiedad.)

En consecuencia, 2 - 7 - 1 no puede ser otro nimero mds que alguno de los elementos
del conjunto anterior. Analicemos caso por caso todas las posibilidades:

e Si2-n-1=1,entonces n=1= n*+7 =8 yescierto que 1 | 8.

e Si2.n-1=-1,entonces n=0=>7n*+7 =7 yesciertoque-1]|7.

o Si 2.7-1=29,entonces n=15= n* +7 = 232 y es cierto que 29 | 232 porque 232 = 29 - 8.

e Si2-n-1=-29,entonces n=-14 = n* +7 = 203 y es cierto que - 29 | 203 porque
203=-29-(-7).

Por lo tanto, las soluciones al problema son los elementos del conjunto:

{1, 0, 15, —14}

3.2. Algoritmo de divisién

Si el divisor no estd contenido un niimero exacto de veces en el dividendo, la operacién
tiene un resto, como en el ejemplo al comienzo de esta seccién, en el que se reparten siete
lapiceras entre dos personas. Este resto debe ser menor que el divisor. Para efectuar la
divisién de un nimero natural por otro y obtener la expresién

Dividendo = Cociente - Divisor + Resto
el procedimiento es el que aprendimos en la escuela primaria. Recordemos que se escribe
el dividendo a la izquierda y el divisor a la derecha, contenido en dos caras adyacentes de

un rectdngulo abierto a la derecha: si, por ejemplo, consideramos la divisién de 4.712,
el dividendo, por 23, el divisor, el proceso empieza asi:

4.712 23
y contintia como haciamos en la escuela.

El resultado es el siguiente: 4.712 dividido 23 da un cociente de 204 y un resto de 20,
que verificamos asf:

Los Nimeros
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204-23 420 = 4.712

Algoritmo de divisién para nimeros enteros: consideraciones de signo. ;Qué pasa
si queremos dividir por un niimero negativo? Por ejemplo, si nos interesa calcular 4.712
dividido -23, utilicemos el cdlculo anterior en el cual dividendo y divisor eran ambos
positivos y obtengamos la expresion para este caso. En efecto, multipliquemos dos veces
por -1 el primer término de la igualdad (notar que esta operacién no altera el resultado);
luego usemos convenientemente la conmutatividad y la asociatividad del producto:

4.712 = 204 - 23 + 20
=[(=1)- (=1) - (204 - 23)] + 20
=[(=1)-204- (—1) - 23] + 20
= (—204) - (—23) + 20.

Por lo tanto, en la divisién de 4.712 por -23 el cociente

El algoritmo de division exige que el resto sea siempre no
es -204 y el resto es 20. . L P

negativo, es decir, positivo o cero.

Por ejemplo, si nos interesa calcular -4.712 dividido
23 multiplicamos toda la expresién anterior por -1:

—4.712 = —(204 - 23 + 20)
=-204-23 — 20

que es correcto, pero no cumple con la condicién de que el resto sea positivo o cero. Para
solucionar este problema, lo que hacemos es sumar y restar 23, y luego conmutar y
asociar convenientemente para obtener:

—4712 = —204-23 — 20+ 23 — 23 = (—204-23 — 23) + (—20 + 23)

= (—205)-23+3
que dice que en la divisién de -4.712 por 23 el cociente es -205 y el resto es 3.
Finalmente, el caso que falta considerar es el de dividir un nimero negativo por
otro negativo, por ejemplo, -4.712 dividido -23; para ello, empezamos como antes

multiplicando toda la expresién inicial por -1:

—4.712 = —(204 - 23 + 20)
=204 - (—23) — 20

y de nuevo necesitamos sumar y restar 23 para obtener un resto no negativo:

—4.712 = 204 - (—23) — 20 = 204 - (—23) — 23+ 23 — 20
=205-(-23) +3

que dice que en la divisién de -4.712 por -23 el cociente es 205 y el resto es 3.
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Dados los enteros 72y 4, con d = 0, el algoritmo de division
es el procedimiento que permite escribir de manera Ginica

donde 0 <7< |d). Los numeros qy r sedicen el cociente y
el resto, respectivamente, de la division de 7 por 4.

Notar que si # = 0, el algoritmo de divisién vale con
q=0=renefecto, 0 =0 - 4+ 0 cualquiera sea & no nulo.

n=gq-d+r Este enunciado se demuestra a continuacién:

TeOREMA 2.1. Sean n, d € Z y d # 0, entonces existen g,
r€Ztalesquen=gq-d+ry0<r<|ds;ademds qyr

son tinicos con esta propiedad.

DEMOSTRACION. Caso d > 0. Para cada par 7, d € 7Z con d > 0, definamos el conjunto
de los candidatos a resto en la division de n por d:

R={reNyp: r=n—q-d, para algin q € Z}

Entonces R # (); en efecto, mostremos un elemento en el conjunto: sea 7, = - (-d - |n|) - 4,
y veamos que 7, € R. Si 7 = 0 entonces 7, = 0 € R. Si > 0, tenemos que 7, se puede escribir
como producto de dos factores positivos:

ri=n—(—d-|n|])-d
=n+d*n
=n-(1+d*) >0

y si 7 < 0 entonces || = -7y obtenemos que 7, es el producto de dos factores negativos o cero:

n—(=d-|n[) d
=n—(-d-(—n)-d
=n—(d-n)-d
=n—d*>n
=n-(1-d*)z0

1

donde 7 es negativo y el segundo factor es negativo o cero, dado que:
d>1=d*>d>1=d*-1>0
Por lo tanto, cualesquiera sean 7, d € Z, d > 0, R es un subconjunto no vacio de N,; entonces

R tiene primer elemento. Denotemos por 7, al primer elemento de R, que, como todos los

elementos de R, es de la forma ry=n-q,- d para algiin q, € L es decir, existe un q,enZ tal

que el primer elemento de R se escribe como r=n-q,- d: ademas, 7,2 0 por pertenecer a R.
Afirmamos que 7, < 4 en efecto, si ocurriera que 7, > 4 entonces 7, - 4 > 0; por otra parte:
ro—d=(Mn—q-d—d=n—(g+1)-d

que implicaria que 7, - 4 € R, pero 7, - d <,y esto contradice el hecho de que 7, sea el
primer elemento de R. Por lo tanto, necesariamente 0 < 7, < d.
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Asi, hemos probado que existen g, y 7, en Z tales que 7 = g, -d+r, satisfaciendo la
condicién 0 < 7, < 4. Esto concluye la prueba de la existencia de enteros 4 y  con las

propiedades del enunciado.

Ahora, comprobemos que ¢y 7 son tinicos satisfaciendo estas propiedades. Supongamos,
por el contrario, que existen gy 7y también ¢'y 7' tales que:

n = q-d+r 0<r<d
n = ¢-d+r 0<r' <d

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que alguno de los dos restos es el més grande,

por ejemplo, 7'< 7; entonces,
0<r—r<d

Luego, restando miembro a miembro una igualdad de la otra, obtenemos:

0=(—¢)-d+(r—1")
que es equivalente a:
Pt =—(g—q)-d
=(-q-d

Dadoque0<7-7"yd>0obtenemos que g-¢>0.Si ¢~ ¢ =0, entonces también 7- =0
y, necesariamente, ¢'= gy r=7.Siq'- g > 0, entonces ¢'- g > 1 porque es un entero; esto
implica que (¢~ g) - d > d, pero el lado izquierdo de esta desigualdad es igual a 7 - »'que
sabiamos que era menor que . Llegamos a una contradiccién por haber supuesto que

9% q. Por lo tanto, debe ser g'= gy r'=r.

Caso d < 0. Le aplicamos el caso anterior a n € Z
cualquiera y -4 > 0; luego existen g, 7 € Z tales que:

n=gq-(=d)+r, 0<r<(-d)

Notar que |d | = -d pues d < 0, entonces la desigual-
dad anterior dice que 0 < 7 < |d|. A la vez, podemos
reescribir la igualdad anterior como:

n=gq-(=d)+r
—(q)dir 0<r<ld

Por lo tanto, el cociente de la divisién de #
por d es -q € Z y el resto es 7, que satisface
0 < 7 < |d| como acabamos de ver. La unicidad de g y r
con estas propiedades se demuestra de manera andloga

al caso 4 > 0 reemplazando 4 por |4 |.

Nimeros enteros

Algoritmo de division para calcular (g, 7) donde g es el cociente
y 7 es el resto de la division de n por & = 0.

eSin=>0yd>O0:
otomar q = 0, r = n;
omientras que r = d, reemplazar
q< g+,
r«r-d
odar como respuesta (q, r).

eSin=>0yd< 0 aplicar el algoritmo a n y -d y dar
como respuesta (-q, r).

eSin<0Oyd>O0:
oaplicar el algoritmo a -n y d;
osi r = 0, dar como respuesta (-q, 0);
osi no, dar como respuesta (-q - 1, d - ).

eSin<0yd<O0:
Oaplicar el algoritmo a -n y -d;
osi r = 0, dar como respuesta (q, 0);
0si no, dar como respuesta (q + 1,-r - d).




0O 4. Desarrollos en base &

Para escribir los ntimeros, normalmente, usamos el desarrollo decimal o desarrollo en base
10, que se obtiene a partir del conjunto de los diez simbolos:

{0, 1,2,3,4,5,6, 7, 8,9}

Pero, a veces es util conocer desarrollos en distintas bases de un ndmero natural. Por
ejemplo, las computadoras utilizan el sistema binario en el cual cualquier natural se
expresa como una secuencia de unos y ceros.

En base 10, los nimeros naturales se escriben como 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9; para escribir
el siguiente natural, el diez, se vuelve a empezar con el cero, pero anteponiendo un 1,
o sea que el diez se expresa como 10, que es como lo conocemos.

De este modo, agotados los 10 simbolos empiezan los niimeros de dos cifras. A partir del 9,
los 10 siguientes naturales empiezan todos con un 1, es decir que hay 10 ndmeros que tienen
al 1 en la cifra de las decenas; las unidades van siempre de 0 a 9; el veinte, que es el siguiente
al 19, se obtiene sumando una unidad a la cifra 1 de las decenas, que entonces se convierte en
un 2, y reemplazando el 9 de las unidades por un cero, es decir, 20; y asf sucesivamente.

Notar que, como consecuencia, todo natural se expresa como una suma de multiplos de
potencias de 10. Por ejemplo, el niimero 5.607 es:

5.607 =7+ 0-1046-100 + 5 - 1.000
=740-10+6-10>+5-10°

Si en lugar de usar diez simbolos, usamos solamente siete, 0, 1, 2, 3, 4, 5 y 6, obtenemos
el desarrollo en base 7 de los naturales y el cero como secuencias de estos simbolos. En
particular, el nimero siete se escribe en base 7 como un 10 porque es el siguiente al
ndmero seis que es el ultimo de los siete simbolos a disposicién:

(T)10 = (10)7

El subindice a la derecha indica la base en la cual estd escrito el nimero entre paréntesis.

Asi, (8),,= (11)5 (9),, = (12).5 (10), = (13) ; (11),, = (14)_; etcétera.
Entonces, el cero y los primeros naturales se escriben en base 7 asi:

{(0)7, (D)7, (2)7, (3)7, (4)7, (5)7, (6)7, (10)7, (11)7, (12)7, (13)7, (14)7, (15)7,
(16)7,(20)7, (21)7, (22)7, (23)7, (24)7, (25)7, (26)7, (30)7, (31)7, (32)7,
(33)7,(34)7, (35)7, (36)7, (40)7, (41)7, ...}

Para obtener el desarrollo en base & de un niimero 7 expresado en el sistema decimal, aplicamos
el algoritmo de divisién. El procedimiento consiste en dividir 7 sucesivamente por &.
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Por ejemplo, para calcular el desarrollo en base 7 de 639, dividimos 639 por 7 y escribimos:
639=91-74+2, qo=91, 1o =2
A continuacién, dividimos a 91, el cociente de la divisién anterior, por 7; entonces:
91=13-740, ¢ =13, r, =0

Asi siguiendo, dividimos por 7 los sucesivos cocientes; cuando se obtiene un cociente igual a
cero, el proceso termina:

13 = 1.746, g2=1, 1 =6

1 = 07—‘rl7 (]“5207 7‘3:1
Luego,

639 = 91-7+2

= (13-74+0)-7+2
= 13-724+0-7+2
= (1-7+6)-74+0-7+2
= 1-7346-774+0-7+2

Los coeficientes del desarrollo en base 7 son los sucesivos restos:

639 (rgrarimo)7

(1.602)7

Reciprocamente, si queremos recuperar el 639 de su escritura en base 7, desarrollamos
la suma de las potencias de 7 de acuerdo a la expresién del nimero:

(raroriro)r =73 - T+ 10 - T2 471 -T+70
En el ejemplo anterior:
(1.602) 7 =1-73+6-724+0-7+2-7°
=343+6-49+2
=343 +294+2
=639

Para estudiar el desarrollo binario o en base 2, procedemos igual tomando el 2 como base.
Por ejemplo: ;cdmo se expresa el 27 en base 22 Como antes, si aplicamos el algoritmo de
divisién de 27 por 2, obtenemos 27 = 13 - 2 + 1. A continuacién, dividimos el cociente,
13, por 2, y asi se sigue:

= 132+1, (IQ:13, T[]:l

= 6-241, ¢ =6, rp=1

6 = 3-2+0, QQ:3, 7’2:0

3 = 12+1, (]3:].y 7‘3:1

1 = 0-241, q=0, rqi=1

N

7
3

Luego 27 = (11011),. Reciprocamente, si queremos recuperar el 27 de su escritura en base
2, desarrollamos la suma de las potencias de 2 de acuerdo a la expresién del nimero:

(11011)g =1-2* +1-2° 4022 +1-2" +1

Nimeros enteros
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(11011)5 = 16+ 8+ 2+ 1
=27

Algoritmo para calcular el desarrollo en base & de un niimero

natural 72.

Ademids de bases & donde & es un niimero de 2 a
10, en distintas situaciones de la ciencia y de la
vida cotidiana se utilizan otras bases. {Veamos qué

) L . |
S e G Oy o e interesantes son los siguientes ejemplos!

e Mientras que m # O:

ohallar el cociente q y el resto r de la division

de m por b;

EjemrLo. En ciencias de la computacién se utiliza,
ademids del sistema binario, el sistema hexadecimal o

oagregar r como la cifra de mds a la izquierda en s; en base 16, que permite expresar cualquier nimero

Oreemplazar m < q.

eDar como respuesta s.

natural a partir de los siguientes simbolos:

{0,1,2,3,4,56,7,8,9, 4 B, C, D, E, F}
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En esta base, el simbolo A significa el nimero 10 en base diez, o sea:

(A)16 = (10)10
Andlogamente:

(B)1s = (11)10, (C)16 = (12)10, (D)16 = (13)10, (E)16 = (14)10, (F)16 = (15)10
Para escribir el 16 en base 16, necesitamos dos simbolos, es decir:
(16)10 = (10)16
A partir de este niimero, se tienen en total 16* nimeros de dos digitos o simbolos,
lo que es muy econémico en términos computacionales; esto justifica que el sistema
hexadecimal sea muy utilizado en informdtica. En efecto, en computacién se utiliza

frecuentemente el byte como unidad de memoria; un byte representa 28 valores posibles,
y este nimero se escribe en base 16 como (100) , pues:

28=21.21=16-16=1-16240-16" +0-16° = (100)4
Una unidad menos es 2° - 1 = (FF),, que es el mayor nimero que puede representarse con
solamente dos simbolos en base 16; por lo tanto dos digitos hexadecimales corresponden
exactamente a un byte.
Ejercicio 2.2. Comprobar que (59792018174),, = (DEBE1CAFE)
Ejempro. La hora se expresa en horas, minutos y segundos, que en realidad sigue el
esquema de numeracién en base 60, conocida como base sexagesimal. En efecto, una
hora tiene 60 minutos y un minuto tiene 60 segundos.
Para una duracién desde 0 hasta 59 segundos, se utilizan los nimeros naturales habituales.

Pero ;cémo se expresan duraciones de tiempo mds largas? Por ejemplo, en lugar de decir
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que un nadador olimpico completé la trayectoria de la prueba en 97 segundos, se dice
que la recorri6é en 1 minuto y 37 segundos, y se escribe 00:01:37.

Si observamos alguna vez un cronémetro o un reloj digital que expresa la hora en horas,
minutos y segundos, veremos que pasa de 00:00:59 a 00:01:00, que significa una unidad
de 60 segundos, o sea, 1 minuto. Si un reloj asi marca 10:38:09, entendemos que son las
diez de la mafana, treinta y ocho minutos y nueve segundos.

Si quisiéramos convertir esta expresion a un niimero en base diez, cuyo significado es el
tiempo transcurrido desde las cero horas, medido en segundos, calculamos:

10:38:09 = 10 - 60% + 38 - 60 + 9 = 38.289 segundos
EjEMPLO. Veamos otro ejemplo en base sexagesimal. Conocemos en geometria el uso del

nimero sesenta como base para la medicién de dngulos. Cada dngulo puede describirse en
grados, minutos y segundos. Un grado equivale a 60 minutos y un minuto a 60 segundos.

O 5. Maximo comtn divisor

Ademds de poder averiguar todos los divisores de un niimero, a veces es importante
conocer los divisores comunes de dos enteros para contestar la pregunta, ;cudnto vale el
divisor mds grande de ambos?
Por ejemplo, los divisores positivos de 54 forman el conjunto:
Dsy=1{1, 2, 3, 6,9, 18, 27, 54 }

Por otra parte, los divisores positivos de 60 son:

Deo = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60 }
Notemos que los naturales 1, 2, 3 y 6 estdn en ambos conjuntos, es decir, que son
divisores comunes de 54 y 60, de los cuales el médximo es el 6. En otras palabras, 6 es el
mdximo comiin divisor de 54 y 60; lo denotamos asi:

med (54 , 60) = 6 6 también (54 : 60) = 6

Precisemos la definicién usando el concepto de divisibilidad:

0 6000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s0s eesecscccscscscsessesscesccsns

Dados 2y & en Z, ambos distintos de cero, e/ maximo comin divisorde a4y & es un nimero natural & que verifica:

Wd|ayd|b.

2) Si ¢ € Z es cualquier otro entero tal que ¢ | 2y c| b, entonces c | 4.

Nimeros enteros
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La primera condicién de la definicién exige que  sea divisor de 2 y de &; la segunda, que
sea el mdximo entre todos los divisores comunes de 2 y 4, ya que cualquier otro divisor
comun c¢ divide a 4.

Ademds, por definicién, el médximo comun divisor es positivo, ain si 2 y & no lo son. Por
ejemplo, el mdximo comun divisor entre -54 y 60 es & = 6; mds aun:

6 = mcd(54, 60)
= med(—54 , 60)

= med (54, —60)

= med(—54, —60)

Una forma de calcular el midximo comun divisor entre dos niimeros es, como acabamos
de ver, determinar todos los divisores de cada uno de los nimeros y entre los divisores de
ambos, tomar el méximo. Pero hay un procedimiento, llamado algoritmo de Euclides’,
debido al matemdtico griego homénimo, que es mucho mds corto, se aplica a los valores
absolutos de los enteros dados y se realiza del siguiente modo:

1) dividir el mayor de los dos nimeros dados por el otro; en nuestro ejemplo, efectuamos
60 dividido 54 y obtenemos, por el algoritmo de divisién:

60=1-54+6
2) dividir al segundo ntiimero por el resto anterior, o sea, dividimos 54 por 6 y obtenemos:
54=9-6+0

3) el paso siguiente serfa tomar el resto de la divisién anterior y dividirlo por el resto de ésta, y asi
sucesivamente hasta obtener resto 0. El mdximo comin divisor es el iltimo resto no nulo.

En el ejemplo, el resto que obtuvimos en el paso anterior es cero y entonces el proceso
termina aca, es decir, 6 = mcd (54, 60).

Notar que, si un entero 4 es un divisor tanto de 60 como de 54, entonces necesariamente
d divide a 6. Mds atin, para cada par de enteros 4 y 4, los divisores comunes de 2y &
son exactamente los mismos que los divisores comunes de 6y a2 + k.5 para cualquier
entero /4 por la propiedad 5 de divisibilidad. En particular, coinciden con los divisores
comunes de &y el resto de la divisién de a por b. Es por este motivo que el tltimo resto
no nulo en el algoritmo de Euclides resulta ser el maximo comun divisor entre 2 y . La
comprobacién precisa, en el caso general, estd dada en la demostracién del teorema.

Desarrollemos dos ejemplos mds antes de plantear el teorema.

* Euclides fue un matematico griego que vivié alrededor del afio 300 a.C. Estudi6 en Atenas y fundé una escuela de matematica en
Alejandria (Egipto). Su obra Los Elementos es una de las obras cientificas més conocidas del mundo. Este tratado de geometria ha sido
utilizado como libro de texto durante 2.000 afios y es, con algunas modificaciones, la base de los libros de texto de geometria plana de
hoy, por lo cual se conoce a Euclides como al Padre de la Geometria. Euclides presentd el algoritmo que describiremos para resolver un
problema geométrico: encontrar la medida méas grande que puede utilizarse para medir, sin resto, dos segmentos de recta.
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EjEMPLOS
a) Calcular el mcd (210, 99) usando el algoritmo de Euclides:

210 = 2-99+12; r =12
9 = 8:-12+43; rp, =3
12 = 4-3+40; r3 =0

Entonces, el med (210, 99) = 3. En efecto, 210 =3 - 70y 99 = 33 - 3, 6 sea que 3 es
un divisor comin. Mds ain, como 70 y 33 no tienen divisores comunes salvo el 1,
deducimos que 3 es el mdximo de los divisores comunes.

b) Calcular el med (630, 50) usando el algoritmo de Euclides:

630 = 12-50+30; 7= 30
50 = 1-30+20; 7= 20
20 = 2:1040; r= 0

Entonces, el med (630, 50) = 10. En efecto, 630 = 63 - 10y 50 = 5 - 10, entonces 10
es un divisor comtin. Como 5 y 63 no tienen divisores comunes salvo el 1, deducimos
que 10 es el méximo de los divisores comunes.
OBSERVACION. ;Cudnto vale el mcd (0, @) para a # 0? La respuesta es que:
med (0, a) =a para todo a > 0
dado que 2| 4, también 2 |0y 221> 0.Siz <0,

med(0, a) =la| = —a €N

El méximo comun divisor de @ y & no estd definidosiz=0y 6= 0.

5.1. Algoritmo de Euclides

A continuacién enunciamos y demostramos el teorema que justifica la existencia del
méximo comdn divisor y provee el algoritmo que permite calcularlo.

Teorema 2.2 (Existencia y unicidad del médximo comun divisor). Dados a, b € Z, no
simultdneamente nulos, existe un tinico d € N que satisface las condiciones:

Dd|ayd]|b.

2) Si ¢ € L es cualquier otro entero tal que c | a y c | b, entonces c | d.
El niimero d se llama el méximo comun divisor de a y b.

DEMOSTRACION. Teniendo en cuenta la observacién anterior, basta considerar el caso
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a# 0y b+#0. Ademds, como ya hemos observado en el ejemplo posterior a la definicion de
méximo comdn divisor es:
med (a , b) =med (la| , |b])

En consecuencia, basta probar el resultado paraz >0y & > 0.

Existencia del mdximo comiin divisor. Como ya hemos visto en los ejemplos, el
algoritmo de Euclides se basa en el algoritmo de divisién. Supongamos que 2 > &6 >0y
apliquémosle el algoritmo de divisién a @ y b; entonces existen enteros g, y 7, tales que:

a=q1-b+r1y0<r; <b

Sir =0, entonces & | ay el med (a, b) = b. Sir, #0, dado que 0 < 7, < b, podemos
efectuar la divisién de & por 7, entonces existen enteros ¢, y 7, tales que:

b=gq-r1+ray0<ry <m

Sir, =0, el proceso termina. Si no, tenemos que 0 < r<ry dividimos 7, por 7,; existen
q,y7, del algoritmo de divisién. Si r,#0, dividimos 7, por 7,, y asi sucesivamente:

a = q-b+r 0<r <b
b = q2-1T1+ 72 0<rs <nr
o= q3-r2trs 0<rs<mr

re = qa-T3try 0<ry<rs

Pero estos restos se van haciendo cada vez mds chicos y no pueden ser menores que cero;
por lo tanto, en algin paso, el resto se hace cero y el algoritmo termina. Explicitamente,
para algin 7, obtenemos r=0,es decir que en el paso z-ésimo ocurre lo siguiente:

Tn-3 = (n-1:Tn-2+Tn-1 0<rp1<rp2
Tn—2 = (4n-Tn-1

En particular, la tltima igualdad dice que 7, | 7 ; pero entonces, la anterior implica

que también 7 | 7 _ por la propledad 5"de divisibilidad. Asi siguiendo, r_ | 7

n-4’
etcétera; obtenemos que r 7,7 | b yfinalmente, | a. Por lo tanto, 7 , divide a

ayab,esdecir, es un div1s0r comun deayb.

Afirmamos que 7, que es el tltimo resto distinto de cero, es el mdximo comtn divisor.
Para probarlo, falta ver que si ¢ es un divisor cualquiera de 2y 4, entonces ¢ | r

Sea ¢ un divisor cualquiera de 2 y 4; si recorremos de manera inversa el camino anterior,
de la primera igualdad se desprende que ¢ | 7, ya que:

a=q -b+7r, cla, c|lb=c|m

Andlogamente, usando la segunda igualdad, tenemos que como ¢ | 4y ¢ | 7, entonces ¢ | 7,.
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Asi siguiendo, obtenemos que ¢ divide a todos los restos que van apareciendo. En particular,
¢|r, . Porlo tanto, 7 , = mecd(a, b).

Algoritmo de Euclides para calcular el maximo comin divisor

Unicidad delmdximo comiin divisor. Supongamos
entre dos naturales no nulos 2y .

que tenemos dos mdximos comunes divisores,

d, y d,, es decir que 4, y d, € N verifican ambos o Comenzar con r, = a, T, = b.
las condiciones 1) y 2) del enunciado; entonces, e Mientras que r, # 0: .
.., Ohallar el resto r de la division de r, por r,;
dado que &, | a4, d, | by d, cumple la condicién 2), B —
obtenemos que &, | 4,. Por el mismo razonamiento, T, 1,
d, | d,. Luego, la propiedad 3 de divisibilidad dice f I

eDar como respuesta r,.

que |d| = |d)| y al ser ambos positivos, &, = d,.

5.2. El maximo comun divisor como
combinacién lineal entera de zy &

Una propiedad importante del mdximo comun divisor de 2y & es que se lo puede escribir
como combinacidn lineal entera de 2 y de 4; mds ain, el mdximo comun divisor es el
natural mds chico con esta propiedad.

Sid € 7Z, decimos que d es combinacién lineal entera de 2 y b, si existen m, n € 7Z tales que:

d=a-m+b-n

Veamos c6mo calcular esta escritura para el maximo comdn divisor en un ejemplo. El

mcd (630, 50) = 10. En efecto, por el algoritmo de Euclides:

630 = 12-50+30; 7r = 30
50 = 1-30+20; ro= 20
20 = 2:-10+0; rs= 0

Para escribir a 10 como una combinacién lineal entera de 630 y 50, recorremos en
sentido inverso los pasos que efectuamos en el algoritmo y despejamos en cada nivel el
resto, empezando por d = 10:

30 = 120410 = 10 = 30-20
50 = 1-30+20 == 20 = 50-30
630 = 12-50+30 == 30 = 630-12-50

Luego, reemplazamos a cada resto por la expresion obtenida en cada uno de los pasos anteriores:

10 = 30-20
= 30— (50—30) = —50+2-30
= —50+2-(630—12-50) = 50-(—25) + 630 -2
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Obteniendo asi la combinacién lineal entera:
10 = 50 - (—25) + 630 - 2

EjempLO. Probar que si @, & € Z son tales que mcd (a, b) = 5, entonces
med (a+2-b,3-a+4-b)=5610.

Solucién. Llamemos d = mcd (a + 2 - b, 3 - a + 4 - b); entonces 4 divide a ambos niimeros, en
particular, divide a sus multiplos y a la suma y a la diferencia de mdltiplos de ellos, por ejemplo:

dl(a+2-0) =d|3-(a+2-b)
d13-(a+2b)yd|(B-a+4-b) =d|[3-(a+2-b)—(3-a+4-b)]

Entonces, ddividea3-(a+2-6)-3-a+4-6)=6-b-4-b=2.b
Anidlogamente:
dl(a+2-b) =d|2-(a+2-b)=2-a+4-b
d|(2-a+4-b)yd|(3-a+4-b) =d|[(3-a+4-b)—(2-a+4-b)

Entonces, ddividea (3-a+4-6)-2-a+4-b)=3-a-2 -a=a

En consecuencia:

| d divide aay d dividea2-b |

Por otra parte, dado que mcd (a, b) = 5, existen m, n € Z tales que:
5=m.a+n.b
Si multiplicamos a ambos miembros por 2, obtenemos:
10=(2-m)-a+n-(2-b)

Pero entonces, como consecuencia de este hecho y de la afirmacién recuadrada,
necesariamente & divide a 10. Por lo tanto:

[desigualal, 2, 5610 |

Sélo falta descartar que d sea 1 6 2. Notar que mcd (a, b) = 5 implica que 5 |2y 5| b,
entonces 5 divideaaz+2-bya3-a+4- b. Entonces, por definicién de 4, obtenemos
también que 5 divide a . Por lo tanto, 4 no puede ser ni 1 ni 2.

Mis atin, notar que si « es par, entonces #+2- 'y 3-a+4-b son ambos nimeros pares, por lo
tanto, 4 = 10, mientras que si 2 es impar,  + 2 - b también es impar y en este caso, 4 = 5.

Ejercicio 2.3. Probar que med (2"+ 77, 2"~ 7") = 1 para todo 7 € N.
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:  Dosenteros 2y & se dicen coprimos, si sumaximo comin divisor es igual a 1.

Notar que, en este caso, el nimero 1 se escribe como combinacién lineal enterade 2y b.
En efecto, el mcd (a, b) verifica siempre esta propiedad.

Reciprocamente, si existen 7, 7 € 7Z tales que:

l=a-m+b-n
entonces, 7cd (a, b) = 1. En efecto, si d = mcd (a, b) € N, dado que d divide a2y 4, por
la propiedad 5 de divisibilidad, # divide a2z - m + & - n = 1. Pero el tnico divisor positivo
de 1 es el mismo 1; por lo tanto, 4 = 1.

En resumen, el razonamiento anterior es la comprobacién del siguiente enunciado:

PROPOSICION 2.3. Dos enteros a y b son coprimos si y sélo si existen m, n € Z tales que
l=a-m+b-n

Una propiedad importante que se deduce de ésta es la siguiente:
PROPOSICION 2.4. Dados enteros a, b, ¢ tales que a | b - ¢, si a y b son coprimos entonces a | c.
DEMOSTRACION. Como 4 y & son coprimos, existen 7y n € Z tales que 1 = @ -m+b - n.

Multiplicando esta igualdad por ¢ obtenemos que ¢ =@ - ¢ -m+6 - ¢ - n. Claramente, 2 divide
al primer término, y también divide al segundo porque divide a & - ¢. Luego,  divide a c.

sesesssesscscssscsessessssssns

O 6. Teorema fundamental de la aritmética

El teorema fundamental de la Aritmética, Teorema 2.6 de esta seccidn, afirma que todo
entero, distinto de 0, 1 y -1, puede representarse como un producto de nimeros primos. Su
nombre estd plenamente justificado por las consecuencias importantes que se desprenden
de él y por sus innumerables aplicaciones. Antes de enunciarlo necesitamos recordar la
nocién de ndmero primo y probar una propiedad que cumplen estos nimeros.

0 6000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s0s eesecscccscscscsessesscesccsns

Un niimero entero se dice primo si tiene exactamente cuatro divisores distintos; en otras palabras, 7z € Z es primo
: si'y solo si sus {nicos divisores son 1, -1, 72y -7 y estos son todos distintos. Un niamero entero distinto de 1, -1y 0
! quenoes primo se dice compuesto.

La razén del nombre “compuesto”, como veremos enseguida, es que si 7z # 1,-1, 0 no es
primo, entonces 7 es un producto de primos.
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El 1 no es primo. Los primeros primos positivos son 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,
31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67,71, 73, 79, 83, 89, 97, etcétera.

PROPOSICION 2.5. Si un primo p divide a un producto de dos enteros, entonces p divide a
alguno de los factores.

DEMOSTRACION. Sea p un primo positivo que divide a un producto de dos enteros 7z-7.
Si p dividiera a m valdria el enunciado. Supongamos que p no divide a 7, entonces p y
m son coprimos. Demostremos esta afirmacién. Sea d = mcd (p, m) entonces d | p que
es primo; luego 4 = 1 o d = p, pero en el tltimo caso tendrfamos que p = d | m, que
contradice la hipétesis; por lo tanto, = 1.

Tenemos entonces que p | 7 - n, y p es coprimo con 7, con lo cual, por la Proposicién
2.4, necesariamente p | 7.

Se prueba por induccién que el enunciado anterior se extiende a productos de una
cantidad arbitraria de factores.

OBSERVACION. Para el teorema utilizaremos la siguiente notacién: para indicar un
producto de 7 factores, digamos Py P, D, S€ utiliza la escritura abreviada
T
prop2ope = o
i=1

El simbolo de la derecha indica el producto de los factores 2, donde el subindice 7 toma
los valores 1 a 7, esto es, el producto de los niimeros p,, p., ... hasta p. Por ejemplo: si
7 =4y los cuatro factores son 2, =2p,=5p,=7yp,= 11, entonces:

4

Hpi =DP1°P2°P3 P4

i=1

=2-5-7-11

TeorREMA 2.6 (Teorema Fundamental de la Aritmética). Todo n € Z, n # 0, 1,-1, se
factoriza como producto de primos. Explicitamente, todo n € N, n # 1, se escribe como
producto de primos positivos,

o=
=1
=p1-p2-Dr
y esta factorizacion es vinica, salvo por el orden de los factores.
odo n € 4, n < -1, se escribe como -1 por un producto de primos positivos,
Tod, Z 1 b 1 ducto de t
w= (0 n
=1
=(=1)-p1-p2-pr

y esta factorizacion es vinica, salvo por el orden de los factores.
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DEMOSTRACION. Probemos primero el enunciado para 7 € N, 7 # 1. Consideremos el conjunto:

P ={neN:n#1yn no admite factorizacién en primos positivos}

Dado que P < N, si fuera no vacio, P tendria un primer elemento, digamos n, En
particular, 7, no serfa primo (pues si lo fuera, 7 serfa igual a una factorizacién en primos
de un tnico factor, el mismo no), entonces existirfan &, g € N, distintos de 1 y de 5 tales
que 7, = d - g; més ain, d'y g deberfan ser menores que 7, por ser divisores de 7,. Por lo
tanto, ni & ni ¢ pertenecerian a P, y entonces serian factorizables en primos, en cuyo caso
el mismo n, se factorizarfa también, lo cual serfa una contradiccién. Por lo tanto, P es
vacio, es decir, todo natural salvo el 1 se factoriza como un producto de primos positivos.

Sin € Z, n < -1, entonces -7 es positivo, distinto de 1 y se factoriza como un producto de

primos positivos, digamos: -
—n = Hpi
i=1

=pL-p2 P
que implica: —
i=1

=(-1)- HPL
=(=1)-p1-p2---pr

Por lo tanto, rodo entero negativo distinto de -1 se escribe como -1 por un producto de
Primos positivos.

Veamos que la factorizacién es tnica, salvo por el orden de los factores. Para esto basta
considerar el caso de nimeros naturales. La prueba procede por induccién en 7, la
cantidad de factores primos en una descomposicién.

Definamos la proposicién 2(r) : Si un niimero natural admite una factorizacién como producto
de r factores primos positivos, esta factorizacion es iinica, salvo por el orden de los factores.

Si7=1, el nimero en cuestién es producto de un tnico factor, es decir, es un primo py,
por lo tanto, no tiene divisores distintos de 1 y p. Entonces, si p admite una factorizacién
p =p, - p,como producto de primos positivos, debe ser s = 1y p, = p (de lo contrario,
p, serfa un divisor de py p, # 1, p).

Probemos el paso inductivo. Sea 7 un natural que admite una factorizacién como
producto de 7 + 1 factores primos y veamos que esta factorizacién es tnica.

r+1

Supongamos que: n=T1[n
i=1

=DP1-P2PrPri1
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¥
y también, para algiin "€ N: n=]][»]
j=1
=phph P

Todos los primos que aparecen en la factorizacion de 7, dividen a 7. Por ejemplo: el primo
.., divide a 7, 0 sea que, en particular, divide al producto de primos que forman la segunda
descomposicion; por lo tanto, divide a alguno de los factores; pero como ellos son todos
primos positivos, necesariamente coincide con alguno de estos factores, es decir que:

Pry1 = p}o para algun subindice jj

Luego, si excluimos este factor, obtenemos un nimero natural que admite una factorizacion
con exactamente 7 factores primos:

[Iri= 1] 5 ®
i=1

Jj=1,j#jo

Por lo tanto, como consecuencia de la hipdtesis inductiva, la descomposicion de este
ndmero es Unica, salvo el orden de los factores; pero entonces lo mismo vale para 7, dado
que el factor que les falta a ambas descomposiciones () es p | que es igual a p']. .

0

COROLARIO 2.7. Todo niimero natural compuesto n es divisible por algiin niimero primo
estrictamente menor que n.

EjemrLo. ;Cémo obtener la descomposicién en factores primos de un entero dado?

Por ejemplo, calculemos la factorizacién de 360; el procedimiento consiste en dividir
sucesivamente por los primos positivos, en orden, empezando por el 2, tantas veces

como sea posible, o sea: 460 — 2. 150

=2-(2-90)
=2.(2-(2-45))
=2%.45

Como 45 no es divisible por 2, dividimos este factor por 3 y finalmente por 5,
360 = 2%-45
=23-(3-15)
=2%.32.5

Por lo tanto, la factorizacién prima buscada es 360 = 2 - 3% - 5

Recordemos que éste era el método que usabamos en la primaria; la representacion gréfica
que ayuda a aplicarlo es la siguiente:
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360
180
90
45
15

Tt W W N NN

1

La columna de la derecha nuevamente nos da la factorizacién 360 = 23 - 3%.5

Calculemos la factorizacién prima de -2.142: empezamos dividiendo a 2.142, su valor

absoluto, por 2 y obtenemos:
2.142=2-1.071

Como 1.071 no es par, continuamos dividiendo a 1.071 por 3; obtenemos:

2.142=2-1.071
=2-3-357

Dividimos a 357 por 3 y obtenemos un cociente entero, lo cual nos dice que hay
otro factor 3, o sea:
2.142=2-1.071=2-3-357
—2.3.(3- 119)
=2-32.119

Dado que 119 no es divisible por 3, verificamos si lo es por el primo siguiente, el 5,
vemos que no. Asi siguiendo, efectuamos la divisién por 7 y obtenemos un cociente
entero, que ademds es primo, 119 = 7 - 17; entonces el proceso termina:

2142 =2-3%.119
=2.32.7.17

Por lo tanto:
—2.142 = (—1)-2-3%.7-17

Es decir que la factorizacién prima de un entero negativo es la de su valor absoluto
multiplicada por -1, como vimos en la demostracién del teorema.

Si 7 es grande, puede ser dificil hallar su factorizacién, en particular, si el primo mds chico
que lo divide es un nimero grande. Por ejemplo, la factorizacién prima de 1.442.897 es:

1.442.897 = 113°
En este ejemplo, el primo mds chico que divide al nimero (y en realidad el anico) es
113. Un ejemplo como éste requiere ademds la comprobacién de que 113 es primo, que

efectuaremos después.

Otro ¢jemplo que podemos considerar es 7 = 2.279.269, cuya factorizacién prima es:

2.279.269 = 127 -131 - 137
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Es decir, si empezamos a dividir por 2, por 3, por 5, por 7 ... etcétera, el proceso concluye
en alglin momento, pero es muy lento. Por otra parte, es necesario comprobar que estos
tres factores son nimeros primos.

Para comprobar que un niimero es primo, tenemos la siguiente herramienta:

Lema 2.8. Un niimero natural n es compuesto si y sélo si existe un primo p que divide a n
tal que 1 < p < \n.

DEMOSTRACION. Sea 7z un numero natural compuesto; dado que 7 no es primo,
necesariamente admite algin divisor distinto de 1, -1, 7 y -n, digamos 4 € N. En
particular, 1 < & < 7. Es decir que existen , g € Z que verifican:

n=d-qy 1<d,g<n

En efecto, si ¢ fuera mayor o igual que 7, el producto d-g seria mayor que 7, porque 4 > 1;
y si fuera ¢ = 1, deberia ser & = 7, contradiciendo la eleccién de 4.

Mi4s alin, en realidad 4 < 7o g< \/Z; en efecto, si ocurriera que ambos o > \/;y q> \/Z,

obtendriamos:

d-g>+vn-v/n=n
o sea, d - ¢ > n, hecho que contradice la igualdad & - ¢ = 7 con la que empezamos.

Supongamos entonces que 4 < 7. Sid es primo, hemos terminado la demostracién. Si
no, se desprende del teorema fundamental que 4, y por lo tanto 7, admite un divisor
primo, claramente menor que V.

Reciprocamente, si existe un primo p que divide a z tal que 1 < p < V7. entonces, como
n < n, obtenemos p < 7, es decir que p es un primo que divide a 7y no es igual a 7; por
lo tanto, 7 no es primo.

Ejemrro. Los ntimeros 109, 113, 127, 131 y 137 son primos. En efecto, dado que
13% = 169, que es mayor que todos los anteriores, segin el lema anterior es suficiente
comprobar que no son divisibles por ningtin primo positivo menor o igual que 11, es
decir, que no son divisibles por 2, 3, 5, 7 ni 11.

EjempLO. Comprobar que los siguientes niimeros son primos: 1.009, 1.013, 1.021, 1.031, 1.033,
1.039, 1.049, 1.051. Probar que, en efecto, los anteriores no son divisibles por ningtin primo
menor o igual que 31, que es el mdximo primo menor o igual que la raiz cuadrada de 1.051.

También 5.003 y 5.009 son primos, porque no son divisibles por ningtin primo menor
o igual que su raiz cuadrada. En efecto, no son divisibles por ningtin primo menor que

71y 712 = 5.041 > 5.009.

TEOREMA 2.9. Existen infinitos primos.
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DEMOSTRACION. Vamos a comprobar que existen infinitos primos positivos. Supongamos
que la afirmacién no sea verdadera, sino que existan sélo una cantidad finita de primos
positivos, digamos p, p,, ..., p .

Consideremos el ndmero entero c = 1+p - p. - ... - p, es decir, ¢ es el producto de todos los
1 2 n

primos positivos mds uno. Notar que ¢ # 0, 1, -1, porque, dado que el primo positivo mds

chico es 2, tenemos que ¢ > 1 + 2 = 3. La afirmacién es que ¢ no es divisible por ningtn

primo positivo. En efecto, si algtin primo dividiera a ¢, este primo deberia ser alguno de los

Py Py o - Supongamos que p, divida a ¢; por otra parte es claro que p, divide al producto

de todos los primos (pues p, es uno de los factores de este producto), es decir que:

p1 | ¢y también py | p1---pn

Pero entonces p, dividirfa a la diferencia de estos dos ntiimeros, a saber, ¢ - p, - p=1,6seaque
, dividirfa a 1; esto serfa una contradiccién con el hecho de que p, sea un nimero primo.

Pero entonces ¢ # 0, 1, -1 es un entero no divisible por ningtin primo, lo cual contradice
el teorema fundamental; esta contradiccidn provino de haber negado el enunciado; por
lo tanto, existen infinitos primos.

Ejempro. Encontrar el menor ndimero natural 7 tal que 2.200 - 7 sea un cuadrado.

SorucioN. Como en numerosos ejemplos mds, la herramienta esencial para este cdlculo
es el teorema fundamental.

Pensemos qué exponentes aparecen en la descomposicién de un niimero natural mayor
que 1 que es el cuadrado de algtin otro, digamos 4. Si escribimos en general 4 = Py D,
como producto de primos y lo elevamos al cuadrado, obtenemos:

Es decir que en la factorizacién en primos de un natural al cuadrado, los factores primos aparecen
todos al cuadrado. Por ejemplo:
50% = (2 52)?
=(2-5-5)?
_92.52.52
— 22 . (52)2

El 5 ya estaba dos veces en el 50 y al elevarlo al cuadrado, aparece cuatro veces. Es decir que en
un cuadrado, todos los factores primos distintos deben estar una cantidad par de veces.

Volviendo a nuestro problema, efectuemos la factorizacién de 2.200:
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2.200
1.100
550
275
55

11

= Ot Ot NN N

[y

Entonces:
2.200 = 2% .52 11

Ahora pensemos en la condicién de que 2.200 7 sea un cuadrado, o sea, necesitamos que
sea de la forma &* para algin 4 € N que por el momento desconocemos.

:Qué factores necesitamos agregarle a 2.200 para que todos los primos aparezcan elevados
a un exponente par? Como el 2 estd tres veces, necesitamos un 2 mds; el 5 ya estd una
cantidad par de veces, asi que no hacen falta mds factores iguales a 5, el 11 estd una vez,
asi que necesitamos al menos un 11 més. Es decir que si a 2.200 le agregamos estos dos
factores cuyo producto llamamos 7, o sea, 7 = 2 - 11, tenemos:

2.200 - n = (2°-5%-11) - (2-11)
=2*-5%2-117
=(2%-5-11)?

que ya tiene la forma de un 4, justamente, con 4 = 2* - 5 - 11. Por lo tanto, el 7 que
buscdbamos es el que construimos con los factores que agregamos, 7 =2 - 11.

6.1. El maximo comun divisor a partir
de la factorizacién prima

Una de las consecuencias del Teorema 2.6 es que podemos escribir el maximo comdn divisor
d de dos niimeros en términos de los primos que dividen a los nimeros. La idea es que todo
divisor primo de ambos nimeros necesariamente también divide a 4, es decir, que aparece en
la factorizacién en primos de 4y, reciprocamente, todo primo que aparece en la factorizacién
de d debe dividir a los dos niimeros, por propiedad del méximo comun divisor.

Por ejemplo: 630=2-32.5-7 y 50=2-5

Observemos que 2 y 5 aparecen en la factorizacién tanto de 630 como de 50; por lo tanto,
10 =2 - 5 divide a ambos niimeros; mds atn, 2 y 5 son los inicos primos que aparecen en la
factorizacién de los dos enteros, 630 y 50. Por otro lado, recordemos que ya hemos calculado
en un ejemplo anterior que:

med (630 , 50) = 10
=2.5
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EjemrLo. Estudiemos otro ejemplo: calcular &, el mdximo comin divisor de 252 y 360,
a partir de sus descomposiciones primas.

Efectuemos las factorizaciones:
252=22.32.7 y 360=2%-32.5

entonces 2 y 3 dividen a ambos niimeros. Notar que, en realidad, 2* y 3* dividen a ambos,
dado que aparecen en sus descomposiciones; no asi 2°, que estd s6lo en la factorizacién de
360 pero no en la de 252. Por lo tanto:

22.32 divide a d

Es decir que, dado que el 2 aparece en la descomposicién prima de 252 con exponente
2,y el 2 aparece en la descomposicién prima de 360 con exponente 3, el 2 aparece en la
descomposicién prima de 4 con exponente 2, que es el exponente mds chico de los dos.
Andlogamente, 3% aparece en la factorizacién en primos de 4. Mds atin:

d=2%.32=36

de lo contrario, deberia haber algin otro primo que divida a , pero como 4 divide a 252
y 360, un primo tal también dividirfa a 252 y 360; pero ya vimos que los Ginicos primos
que los dividen a ambos son 2 y 3 y vimos también cudl es la mdxima potencia de cada
uno de estos primos, que divide tanto a 252 como a 360.

Obtuvimos que:
el mdximo comun divisor es el producto de los primos comunes elevados a su menor exponente.

6.2. El minimo comtn multiplo

Para lograr un rendimiento dptimo, la fabrica X recomienda a los propietarios de sus autos
cambiar el aceite cada 6.000 km y el liquido refrigerante cada 8.000 km. ;Cudl es la cantidad
minima de km al cabo de la cual hay que renovar los dos liquidos a la vez?

La respuesta a esta pregunta es una cantidad 7 de km tal que coincida el cambio de
aceite con el de liquido refrigerante; es decir que, en miles de km, n debe ser 6 6 12 6 18,
etcétera para que toque hacer un cambio de aceite y, por otra parte, 7 debe ser 8 6 16 6
24, etcétera para que sea necesario efectuar un cambio de refrigerante. Es decir que:

n debe ser a la vez maltiplo de 6 y de 8.
¢Cudl es el natural que mads ficilmente cumple esta condicién? Seguramente 48, que es igual

a 6 por 8, es el primer ejemplo que nos viene a la mente; claramente es un maltiplo tanto de
6 como de 8, pero no necesariamente es el mds chico entre todos los multiplos comunes.
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Dados enteros 4y &, un nimero natural 7z se dice el
minimo comiin miltiplo de 2y & si cumple las siguientes

propiedades:

1) a|myb|m.

2) Si m'es otro entero tal que @ | 7'y b | m/, entonces

’

m.

m
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En otras palabras, # debe ser a la vez miiltiplo de 6 y de 8 y, entre todos los maltiplos de
6y de 8, nos interesa e/ minimo. Si pensamos cuidadosamente, nos damos cuenta de que
el minimo natural que satisface estas condiciones es 7 = 24, en unidades de miles de km.
La respuesta es que cada 24.000 km corresponde renovar los dos liquidos para optimizar
el rendimiento. Decimos que 24 es e/ minimo comiin miiltiplo de 6 y 8 y denotamos:

[6:8] =24

Consideremos otro ejemplo. En el campeonato interescolar, el equipo de voley femenino de la
escuela tiene un partido cada 10 diasy el de varones, cada 12 dias. Si ambos equipos inauguran
el campeonato jugando el mismo dia, ;cudntos dias mds tarde vuelven a coincidir?

La respuesta es una cantidad 7 de dias, a partir de la fecha inaugural, tal que les toque jugar
a la vez a las chicas y a los varones; o sea que 72 debe ser a la vez multiplo de 10 y maltiplo
de 12. En otras palabras, 7 debe pertenecer al conjunto de los maltiplos de 10:

Mo = {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 110...}

y a la vez al de los multiplos de 12 que es

My = {12, 24, 36, 48, 60, 72, 84...}

Si observamos los dos conjuntos, descubrimos que el niimero 60 estd en ambos, y es el
minimo natural que es multiplo de 10 y de 12 ala vez; es decir que e/ minimo comiin miiltiplo

de 10 y 12 s 60 y escribimos:
10 : 12] = 60

En otras palabras, el minimo comtin multiplode 2y besel
multiplo positivo mds chico de 2 y 4. Lo denotamos por:

m=a:b

Teniendo a la vista los conjuntos de miltiplos de uno y
otro nimero, es facil deducir cudnto vale el minimo comtn
mdltiplo entre ellos; pero en realidad, hay otras formas de
calcularlo. Una muy eficiente se deduce del siguiente enunciado, donde debemos recordar la
notacién (a : 4) para el mdximo comun divisor de 2 y 6.

PrOPOSICION 2.10. Sean a y b niimeros naturales, entonces el producto de a y b es igual
al producto de su mdximo comiin divisor y su minimo comiin miiltiplo. En simbolos, esta
igualdad se expresa como:

a-b=(a:b)-[a:]

En el ejemplo previo paraz =10y b = 12, estos nimeros son:

(10:12)=2 y [10:12] =60
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entonces la igualdad se expresa como:
120 =10-12
=2-60

Dados ay b, silo que buscamos es el minimo comtn multiplo, se puede utilizar la igualdad
anterior para despejarlo como el cociente entre el producto de 2 por &y su méximo comin
divisor. Es decir que, como consecuencia de la identidad anterior, tenemos que:
10-12
10:12] = ——
[ 1= do:12)
120
o2
=60

COROLARIO 2.11. Sean a y b niimeros naturales, entonces el minimo comiin miiltiplo de a y
b es igual al cociente entre el producto de a y b y su mdximo comiin divisor. En simbolos, esta

igualdad se expresa como: wb

[a: ] D)

Si alguno de los dos niimeros es negativo, el producto de ellos es negativo también. La
relacién anterior vale si corregimos el signo, es decir:
—a-b

sia<0<b o b<0<a, [a:b]:(a D)

Recordemos que tanto [« : 6] como (a : b) son naturales, cualesquiera sean los signos de
a'y b. Si tanto 2 como & son negativos, la igualdad vale sin cambiar signos.

OBSERVACION. En el caso en que @ y & sean coprimos, (2 : &) = 1, la igualdad anterior
implica que [a: 6] = a - b, es decir que en este caso, el minimo comdn multiplo de ay &
es igual al producto de « por &.

Por ejemplo, los multiplos positivos de 2 = 3 son:
My ={3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, 39...}
y los maltiplos positivos de & = 4 son:

My ={4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40...}

Entonces, el minimo comuin multiplo es:

[3:4] =12

=a-b

Notar que hay infinitos multiplos comunes de 3 y 4, que son todos multiplos de 12, el
minimo comin multiplo.

EjemrLo. Los enteros 2 = 275 y b = 327 son coprimos; en efecto:
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a =275 y  b=327
—52.11 = 3.109

no tienen primos comunes en sus descomposiciones; por lo tanto, su médximo comun divisor
es (275 : 327) = 1 y su minimo comidn multiplo es el producto de los dos niimeros:

[a:b] =275 327
—3-.5%-11-109.

Como ya vimos en un ejemplo anterior, 109 es primo.

A partir de la factorizacién prima de los enteros a2 y b, es ficil obtener el minimo comuin
multiplo. En efecto, siza =10y b =12,

10=2-5 y 12=2%2.3
Notar que el 2 aparece en 2 = 10 y en & = 12, pero en el 12 el exponente es igual a 2,
mientras que en el 10 el exponente es 1. Por otra parte, el 3 y el 5 no son primos comunes.
Comparemos estas factorizaciones con la del minimo comdn multiplo de 2 y &:
[a:0) =60=2%-3-5
Observamos que en 60 aparecen todos los primos, tanto los de 2 como los de 4, y el 2,

que es comUin a 2y a b, estd elevado al cuadrado, que es el exponente médximo con el que
aparece en 2y en b. Este hecho vale en general:

El minimo comiin maltiplo es el producto de los primos comunes y no comunes elevados a su mayor exponente.

Ejemrro. Hallar todos los pares de naturales @ y & tales que su minimo comdn multiplo
sea igual a 60 y su mdximo comun divisor sea igual a 15.

Solucién: sabemos que si 2 y & son los nimeros buscados:

15]/a, 15|b, al60 y b]|60
Es decir que, en particular, @ y & pertenecen al conjunto de los divisores positivos de
60=2%-3.5, que son:

Deo = {1,2,3,4,5,6, 10,12, 15, 20, 30, 60}
Ademis, nos interesan sélo los que a la vez son multiplos de 15, es decir que nuestros
candidatos para 2 y & son:
15, 30 y 60

Entre ellos, hay que elegir los pares 4, & tales que (2 : b) = 15y [a: b] = 60; esto implica que

uno de ellos debe ser impar, y el otro debe ser divisible por 4. Luego las soluciones son:
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a=15y b=60 o a=60y b=15

EjempLo. Determinar todos los naturales 7 tales que el minimo comin multiplo de 7 y
130 sea igual a 260.

Solucién: Sea 7 un nimero que cumple la condicién, entonces:

[n: 130] = 260
—2%.5.13

Por definicién de minimo comin multiplo, 7 divide a 260 = 22 - 5 - 13, luego en la

factorizacién en primos de 7 solo pueden aparecer los primos 2, 5 y 13 y elevados a

potencias que son a lo sumo las que aparecen en 260. Por lo tanto, 7 es de la forma:
n=2"-5.13" con0<r<2 0<s<1,0<t<1

Notar que 2* es la médxima potencia de 2 que divide a 260 = [z : 130], mientras que la

mdxima potencia de 2 que divide a 130 es 2'; en consecuencia, 2* debe aparecer en 7.

Por lo tanto, 7, el exponente de 2 en 7, debe ser 2, es decir:

n=22-5"-13" con0<s<1 y 0<t<1

Analicemos caso por caso:

l.sis=0y =0, entonces n = 2* = 4, que cumple [7: 130] = [4 : 130] = 260;
2.sis=0y#=1, entonces n=2*-13 = 52, que cumple [7: 130] = [52: 130] = 260;
3.sis=1y¢=0, entonces n = 2*-5 = 20, que cumple [7: 130] = [20 : 130] = 260;
4.sis=1y¢=1,entonces n=2"-5-13 =260, que cumple [7: 130] = [260 : 130] = 260;

por lo tanto, los 7 que verifican [z : 130] = 260 son 7 =4, n=20, n =52y n = 260.

Ejempro. Hallar todos los pares de naturales 2 y 4 tales que su mdximo comun divisor
sea igual a 10 y su minimo comdn multiplo sea igual a 1.500.

Solucién: Sabemos que si 2 y & son los niimeros buscados, entonces:

a-b=(a:b)-[a:b] =10-1.500 = 15.000
Como ademds 15.000 = 3-5:10° = 3-5-(2-5)° = 2° -3.5% es la factorizacién en primos del
producto de @ por b, tenemos que 2 y & deben tener en sus descomposiciones a estos y
solo a estos primos, y en el producto de 2y & los exponentes de 2, 3 y 5 deben ser los de la
descomposicién de 15.000, o sea:

a=2"-3.5" y b=23".31"5.51"" con0<r<3 0<s<1,0<t<4

Sélo nos queda averiguar las restricciones para los exponentes de estos primos en las
factorizaciones de  y de 4.
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El hecho de que (4 : 4) = 10 implica que los primos 2 y 5 deben aparecer como minimo
unavezen 4y en b, pero no pueden estar elevados al cuadrado o a potencias mayores en
ambos. Notar que si # = 2, tanto en 2 como en b, el 5 aparecerfa elevado al cuadrado. Por
lo tanto, las posibilidades para los exponentes son:

1<r<2 0<s<1, 1<t<3 t#£2
Analicemos caso por caso:
l.sir=1ys=0,¢=1entoncesa=2-5=10yb=2*.3.5°=1.500;
2.sir=1ys=1,¢=1entoncesa=2-3-5=30yb=2>-5=500;
3.sir=1ys=0,¢t=3entoncesa=2-5°=250y b=2*.3.5=060;
4.sir=1ys=1,t=3entoncesa=2-3-5=750yb=2*.5=20;

y los pares obtenidos en estos cuatro casos cumplen que (2 : 4) = 10y [« : 4] = 1.500.

Los casos restantes coinciden con los anteriores, intercambiando el orden de 2y 4.
Por lo tanto, los pares (4, 4), soluciones a nuestro problema, son:

(10, 1.500), (20, 750), (30, 500), (60, 250)
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3. Aritmética modular

O 1. Ecuaciones diofanticas

Los alumnos de la Escuela 314 hacen una colecta para reunir fondos para ayudar a una escuela
de frontera. Para esto, ofrecen bonos contribucién de dos tipos: bonos de $15 y bonos de $8.

Martin se lleva un piloncito de bonos de $15 y otro de bonos de $8. Después de vender
varios bonos recaudé $100, pero no recuerda cudntos bonos vendié de cada clase (ni sabe
cudntos bonos tenfa cada uno de sus piloncitos al comienzo). ;Puede Martin determinar
cudntos bonos vendi6 de cada tipo?

Para tratar de determinar estas cantidades, Martin observa que:

e sino hubiera vendido ningtin bono de $15, los $100 provendrian de vender bonos de $8;
es decir, si vendié una cantidad y de bonos de $8 seria $100 = $8 - y, pero esto no puede
ser porque 100 no es multiplo de 8;

e si hubiera vendido un solo bono de $15, entonces los $100 - $15 = $85 restantes
provendrian de vender bonos de $8, pero 85 tampoco es multiplo de 8;

e si hubiera vendido 2 bonos de $15, los $100 - 2 - $15 = $70 restantes provendrian
de vender bonos de $8, pero 70 no es multiplo de 8;

e no puede ser que haya vendido 3 bonos de $15, porque $100 - 3-$15 = $55 y 55
tampoco es multiplo de 8;

e cs posible que haya vendido 4 bonos de $15, ya que $100 - 4 - $15 = $40 = 5 - $8. Esto
significa que ademds habria vendido 5 bonos de $8;

e razonando de la misma manera deduce que no puede ser que haya vendido ni 5 ni 6 bonos
de $15. Ademds, seguro que no vendié mds de 7 de estos bonos, pues 7 - $15 = $105 y sélo
recaudé $100.

Martin concluye entonces que los $100 fueron recaudados mediante la venta de 4 bonos

de $15 y 5 bonos de $8.

Podemos plantear el problema de Martin mediante una igualdad de nimeros enteros: si Martin
vendi6 x bonos de $15 ¢ y bonos de $8, entonces la cantidad de dinero que recaud es:

15-24+8-y =100
Esto es, las cantidades de bonos de cada tipo x, y € N, que puede haber vendido Martin

son las soluciones en los ndmeros enteros no negativos para esta ecuacion. A continuacién
vamos a ver cémo es posible resolver este tipo de ecuaciones sistemdticamente.

Aritmética modular




Miés precisamente, dados a, b, ¢ € 7, con a y b no nulos, nos interesa hallar las soluciones en los
niimeros enteros de la ecuacion:

a-r+b-y=c 2
es decir, los pares (x, y) € Z X Z para los cuales se cumple la igualdad.

Estas ecuaciones son una clase particular de las que se conocen como ecuaciones
diofdnticas*, que son ecuaciones con coeficientes enteros de las que se buscan soluciones
en el conjunto de los niimeros enteros.

Una ecuacién de este tipo no siempre tiene solucién; por ejemplo, la ecuacién
12 - x + 14 - y = 123 no tiene solucién, porque para todo par de nimeros x, y € Z, el
resultado de 12 - x + 14 - y es un entero par:

12-z+14-y=2-(6-2+7-y)

mientras que 123 es impar.

De la misma manera que en el ejemplo, vemos que si & € Z es un divisor comtn de 2 y b,
tenemos que 4 | @ - x + b - y para cualesquiera x, y € Z. Entonces, si (x, y) € Z X Z es una
solucién de la ecuacién (2), resulta que & | ¢. Esto nos dice que para que la ecuacién (2)
tenga soluciones es necesario que todo divisor comitin de @ y & sea también divisor de .

Esta dltima condicién es a su vez equivalente a que (4 : 4) divida a ¢. En efecto, si todo
divisor comtn de 2 y & divide a ¢, en particular lo divide su mdximo comun divisor (2 : b).
Reciprocamente, si (2 : b) divide a ¢, como cualquier divisor comin de 2y & divide a (a : b),
por la transitividad de la divisibilidad, también divide a c.

Concluimos que Si(a: b)tc laecuacionz.x+b .y =cno tiene soluciones en 7.

Analicemos ahora en detalle un ejemplo en el que (2: b) | c.

Ejemrro. Consideremos la ecuacién 50 - x + 630 - y = 10. Como vimos en la seccién 5 del capitulo

2, esta ecuacion tiene solucién, ya que 10 = (50 : 630) es combinacion lineal entera de 50 y 630:
50 - (—25) + 630 - 2 = 10

es decir (x, y) = (-25, 2) es una solucién.

A partir de esta solucién podemos ver, por ejemplo, que la ecuacién 50 - x + 630 - y = 20

también tiene solucién. Para obtener como resultado el doble de 10, basta duplicar los
valores de x e y (0 lo que es lo mismo, multiplicar por 2 la igualdad anterior):

50-(—25)-2+630-2-2=10-2

“El nombre se debe a Diofanto de Alejandria, matematico del siglo Il que las estudié en su obra Aritmética.
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o sea, que (x, ) = ((-25) - 2, 2 - 2) = (-50, 4) es solucién de esta nueva ecuacién. De la
misma manera, para cualquier ¢ € Z resulta que la ecuacién 50-x + 630-y = 10-4 tiene
como solucién a (x, y) = (-25 - ¢, 2 - g), ya que:

50 (—25) - q+630-2-q=10-¢

En general, sabemos que para cualesquiera @, & € Z no simultdneamente nulos, (2 : 6) es
combinacién lineal entera de 2 y b, es decir, existen niimeros enteros sy # tales que:

a-s+b-t=1(a:b)

Esto nos dice que la ecuacién 2 - x + b - y = (a : b) siempre tiene solucién. Més atin, a partir
de la igualdad de arriba vemos que, si ¢ = (2 : 4) - ¢, la ecuacién (2) tiene como una solucién a

(%) =(s-g ¢ g),yaque

a-s-q+b-t-g=(a-s+b-t)-q
N —
® Y =(a:b)-q

Tenemos entonces también que:

Si(a: b) | c,laecuacion 2. x + b. y= ctiene soluciones en Z.

Resumiendo, hemos probado la siguiente proposicién:

PROPOSICION 3.1. Sean a, b, c € Z con a y b no nulos. La ecuacion diofinticaa-x+b-y=c
tiene soluciones en 7. si y solo si (a : b) divide a c.

Veamos cémo son todas las soluciones de (2) cuando (2 : 4) divide a ¢. En primer lugar,
podemos dividir ambos miembros de (2) por (4 : 4), obteniendo la nueva ecuacién:
a b c

(a:b)‘£+(a:b).y:(a:b)

Esta ecuacién tiene las mismas soluciones en Z x Z que la original (se puede pasar de una
ecuacién a la otra simplemente multiplicando o dividiendo por (z : 4)). Si llamamos

_ _a _ b _ _c ue son enteros, nos queda la ecuacién:
O = @y B= @) Y7V = @y’ 1 ’ 1

az+pf-y=y

donde ahora (a : B) = 1 (observar que o y B son coprimos porque hemos suprimido
todos los factores comunes de # y 4). Supongamos que (x, y,) es una solucién de esta
ecuacién. Si (x, y) es otra solucioén, vale que o - x + B -y =7 =a-x, + - y; entonces:

a-(z—xz0) =—F-(y—y)

De esta igualdad deducimos que B | o+ (x - x,) y, como (a: B) = 1, entonces B | x - x, (ver
la Proposicién 2.4 del capitulo 2); luego, existe # € Z tal que x - x, = k - B. Reemplazando
en la igualdad de arriba, nos queda que a- #- B = -B - (y - y,), de donde se desprende que

J-J, =- 0k En conclusién, toda solucién (x, y) de la ecuacién diofantica considerada es
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delaformax=x0 +k-B,y=y,-k-a,conkelZ.

TeOREMA 3.2. Sean a, b, ¢ € Z, con ay b no nulos. Si (a: b) | ¢, entonces las soluciones de la
ecuacion diofintica a - x + b - y = ¢ son los pares (x, y) € Z X Z tales que

b a
z:x0+k-m, y:yofk-m, conkeZ

donde (x,, y,) es una solucion particular de la ecuacion.

EjemMrLO. Volvamos al problema planteado al comienzo de esta seccién: Martin vendié x
bonos de $15 e y bonos de $8, y busca determinar los valores de x e y sabiendo que recaudé

$100, es decir, que:
15-2 4 8-y =100

Como (15 : 8) = 1, sabemos que la ecuacién tiene soluciones. Comenzaremos buscando
todas las soluciones en Z X Z, y luego determinaremos las soluciones en N, x N, que
son las que le interesan a Martin.

En primer lugar, escribimos 1 = (15 : 8) como combinacién lineal entera de 15 y 8. Para
esto, utilizamos la informacién dada por el algoritmo de Euclides:

15 = 1.847 — 7 = 15—-1-8

8 = 1-741 — 1 = 8-1-7

7 = 7.1 = 8-1-(15-1-8)
= 15-(=1)+8-2

Ahora tomamos la identidad obtenida:

15-(-1)+8-2=1

y la multiplicamos por 100 para conseguir una solucién de la ecuacién original:

15- (=1)-100 4+ 8- 2- 100 = 100
15 - (—100) + 8 - 200 = 100

Tenemos asi una solucién particular de la ecuacion: (x, y,) = (-100, 200).

Por el Teorema 3.2, todas las soluciones enteras de la ecuacién 15-x+8-y = 100 son los pares

(%, 9) € Z x Z donde:
r=-100+%k-8, y=200—Fk-15, conkcZ

Finalmente, nos interesan aquellas soluciones en las cuales x > 0 e y > 0:

>0 < —-100+k-8>0 < k-8>100 — k>13 (porquek € Z)
y>0 <= 200—-k-15>0 < 200>k-15 < 13>k (porque k € Z)

De estas desigualdades deducimos que la tinica solucién (x, y) € N x N, se obtiene para £ = 13:
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z=-100+13-8, y =200 — 13- 15
=4 -5

con lo cual, si recaudé $100, Martin tiene que haber vendido 4 bonos de $15 y 5 bonos de $8.

EjErcicio 3.1. Hallar todas las soluciones enteras de la ecuacién 84-x + 270-y = 66

0 2. Congruencias

En esta seccién vamos a presentar una nocién de congruencia’ en el conjunto Z, que resulta
muy util a la hora de trabajar con propiedades de divisibilidad sobre los ntimeros enteros.

wesesssesssse sesesesssesssssscsssesesesesene sesesscse sesesesssesssssscsssesesesesene sesesscse sesesesssesssssscsssesesesesene sesesscse cesesesesecscscscscscsescseses
o

Dado 72 € N, decimos que 4, & € N son congruentes modulo m, y escribimos 2 = b (mod ) o simplemente
i a=,, bsim|a-b.Siaybnoson congruentes modulo 7z, escribimos 2 £ (mod 7).

o
...... © 000000000000 0000000000000000000000006000000000000000000000060006000800000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s

Por ejemplo,

e 11 =5 (méd 3), pues3|11-5=6,
e 11 #2 (mdd 4), pues4 111 - (-2) = 13,

® 4= b (mbd 1) para cualesquiera 4, & € Z, ya que todo nimero entero es multiplo de 1.
Observemos que, cualquiera sea 72 € N, tenemos que:

a=0 (médm) <= m|a
Antes de continuar, analicemos mds en detalle el caso m = 2.

Tenemos que 2 = b (méd 2) siy sélo si 2 | 4 - b. Si a es par, entonces 2 = 2 -  para algin
o€ Z,conlocual a-b=2-0-besmiltplo de 2 si y sélo si & 1o es, o sea, siy s6lo si & es
par. De la misma manera, si « es impar vemos que 2 | - & si y s6lo si & también es impar.
En otras palabras:

a=b (méd2) < ay b son ambos pares o ambos impares

Esto nos dice que la congruencia médulo 2 parte al conjunto de los ndmeros enteros en dos
subconjuntos: el delos enteros pares y el de los enteros impares. En cada uno de estos subconjuntos,
dos elementos cualesquiera estdn relacionados, y un elemento de uno de estos conjuntos no estd
relacionado con uno del otro (es decir, un entero par es congruente a todo entero par y no es
congruente a ninguin impar, y un entero impar es congruente a cualquier impar, pero a ningin
par). Podemos formalizar esto, mediante el concepto de relacién de equivalencia.

Para m € N fijo, consideremos la relacién R en Z definida por

aRb <= a=b (médm)

5 Esta nocion fue introducida por Carl Friedrich Gauss en su libro Disquisitiones Arithmeticae publicado en 1801.
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Esta relacién satisface:

i) R es reflexiva: 2 = @ (méd m) paratodoa € Z,yaquem|a-a=0.

ii) R essimétrica: si # = & (mdd m), entonces m | a - b = -(b - a), con lo que también
vale que 7 | & - a, es decir, que b = 2 (méd m).

iii) R es transitiva: si #R&6 y bRe, es porque m | a - by m | b - ¢; pero entonces
m|(a-b)+(b-c)=a-c loquedice que 2 = ¢ (méd m).

Por lo tanto, R es una relacién de equivalencia. Como vimos en la seccién 3 del
capitulo 0, R nos da una particién del conjunto Z en subconjuntos disjuntos — las clases
de equivalencia— tales que, dentro de cada uno de ellos, dos elementos cualesquiera
estdn relacionados (en nuestro caso, son congruentes médulo 72) y dos elementos de
subconjuntos distintos no estdn relacionados.

Como vimos anteriormente, para 72 = 2 la relacién de congruencia parte al conjunto Z en
2 subconjuntos, {z € Z | a es par} y {a € 7 | a es impar}. El primero de ellos es la clase de
equivalencia [0] y el segundo, es la clase de equivalencia [1]. En el caso general, fijado 72 € N,
la relacién de congruencia médulo 72 parte al conjunto de los niimeros enteros en 7z clases de
equivalencia. La siguiente propiedad de la congruencia nos dice c6mo son estas 7z clases.

PROPOSICION 3.3. Sea m € N. Para cada a € Z, sir es el resto de la division de a por m, vale
a = r (méd m). Mds aiin, este resto es el sinico entero r tal que O < r < m que es congruente
con a médulo m.

DEMOSTRACION. Si 7 es el resto de la divisién de 2 por m, existe un entero g tal que
a=m-q+r Entoncesa-r=m-q,conloquem|a-ry,porlo tanto, 2 = r (médd m).

Por otro lado, si 2 = 7 (méd m), sabemos que 7 | a - 7. Entonces existe ¢ € Z tal que
a-r=m-q;luegoa=m-q+r Sivale 0 <7 <m,porla unicidad en el algoritmo de
divisién, 7 es el resto de la divisién de « por m.

Como consecuencia de este resultado, fijado 7 € N, dos enteros distintos ¥,y r, con

0 <7, r, <mno son congruentes médulo 7, es decir, las clases de equivalencia [7] y [7,]

son distintas. Ademds, todo entero « resulta congruente a su resto 7 en la divisién por 2,
y entonces « € [7]. Luego, el conjunto de los enteros se parte como sigue:

Z=[0U[lU---U[m—1]
Volveremos sobre esta propiedad importante de la congruencia en la seccién 4.
Algunas propiedades fundamentales de la congruencia son las siguientes:
PROPIEDADES 3.4. Sea 2 € N. Entonces:

l.sia, = b (méd m) y a, = b, (méd m), entonces a,+a, = b,+b, (méd m);

2.sia = b (méd m), entonces ¢ - a = ¢ - b (mdd m) para todo ¢ € Z;
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.sia, = b, (méd m) ya, = b, (méd m), entonces a, - a, = b, - b, (mbd m);
.sia = b (mdd m), entonces 4* = b (mdd m) para todo k£ € N;
.sic-a=c-b(méd m) y(c:m) =1, entonces a = b (mdd m);

.sid| mya=b(méd m), entonces 2 = b (méd d).

AN N AW

DEMOSTRACION. Para demostrar estas propiedades se usan bdsicamente las propiedades
de la divisibilidad vistas en el capitulo 2.

1. Por la definicién de congruencia, tenemos que 2 | @, - b, y m | a, - b,. Entonces,
m|(a, - b)+(a, - b) =(a, +a)-(b, +b,);luego, a, +a, = b, + b, (méd m).

2. Tenemos que 7 | a - b, entonces también m | ¢ - (a- b) =c-a-c- b, con lo que
c-a=c-b(méd m).

3. Por la propiedad anterior, como a, = bl (méd m), multiplicando por a, resulta
que 4, - @, = b, - a, (méd m); andlogamente, multiplicando por &, la congruencia
a, = b, (méd m), obtenemos que b, - a, = b, - b, (mbéd m) y finalmente, por la
transitividad, concluimos que 2, - 2, = b, - b, (méd m).

4. Se prueba por induccién aplicando la propiedad 3.

5. Por hipétesis, m | c-a-c-b=c-(a-b).Y como cy m son coprimos, por la Proposicién
2.4 del capitulo 2, resulta que 7 | 4 - b, es decir, que 2 = b (méd m).

6. Como d| my m| a- b, la transitividad de la divisibilidad implica que d | @ - b, o sea
que a2 = b (méd d).

EjemPLO. Veamos, utilizando la nocién de congruencia y sus propiedades, quesia, 6, c € Z
son tales que 2 + & = &, entonces 3 | 20 3 | 6.

Si 3 no divide a  ni a 4, entonces tanto # como & tienen resto 1 6 2 en la divisién por 3.
Ahorabien, 1’ =1=_, 1y2?=4= =5 1. Entonces, por la propiedad 4 anterior, tenemos

que 2 =1 (méd 3) y =1 (méd 3); luego, por la propiedad 1,

a4+ v? 141 (méd 3)

2 (méd 3)

Esto implica que ¢ € Z deberia cumplir que:
2 =2 (méd 3)

Pero esto no puede ocurrir, puesto que si ¢ = 0 (méd 3), entonces ¢ = 0 (méd 3) v, al
igual que antes, si c =1 6 2 (méd 3), entonces ¢ =1 (méd 3).

EjempLo. Calcular la cifra de las unidades en el desarrollo decimal de 33°°,

Calculando las primeras potencias de 33: 330 — 1
331 = 33
332 = 1.089
33% = 35.937
33t = 1.185.921
335 =

39.135.393
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vemos que las cifras de las unidades son 1, 3, 9, 7, 1, 3, ... Uno podria conjeturar que
seguird siempre asi, repitiéndose la secuencia 1, 3, 9, 7 sucesivamente y, a partir de esto,
tratar de determinar la cifra de las unidades pedidas.

Para formalizar esta idea utilizaremos congruencias. La observacién fundamental es que
si el desarrollo decimal de 33°%° es (n,... mny), , entonces:

33066 = n . 10° 4.4 ng - 10 +ng
10-(ng- 10 4o+ mny)+ny y 0<ny <10

de donde deducimos que la cifra 7, de las unidades es el resto del niimero en la division por 10.
Para hallarlo, aplicaremos el resultado visto en la Proposicién 3.3, o sea, buscaremos el tinico
entero 72, con 0 < 7, < 10 tal que 33%¢ =z (méd 10).

Segun los célculos hechos al comienzo:
33* =1 (méd 10)
Entonces, por la propiedad 4 de las Propiedades 3.4, para todo %4 € N, vale:
(331)* = 1% (m6d 10), osea, 33*F =1 (mdd 10)

Dividamos entonces al exponente 666 por 4: como 666 = 4 - 166+2, deducimos que:

33666 _ g34-166+2
_ 334166 332
=10y 1-9
=9

donde la congruencia es consecuencia de la propiedad 3 de las Propiedades 3.4. En
consecuencia, la cifra de las unidades en el desarrollo decimal de 33%° es 9.
Observemos que, aplicando estas mismas propiedades, podemos determinar la cifra de
las unidades de 33" para » € N arbitrario: dado 7 € N, por el algoritmo de divisién,
existen enteros ky rtalesque n=4 - k+ry 0 < r < 4, con lo cual:

337 — ggd-k+r
= é{;\‘:’i .33"
=01
=(10) 33"

Concluimos entonces que la cifra de las unidades de 33" coincide con la de 33", donde
7 es el resto de la divisién de 7 por 4; por lo tanto, de acuerdo a los cdlculos hechos al
comienzo, esta cifraes 1, 3,9, 7si7= 0, 1, 2, 3 respectivamente.

Como aplicacién de las propiedades de la congruencia podemos deducir los conocidos
criterios de divisibilidad. Comencemos analizando el criterio de divisibilidad por 9 que
nos dice que “un niimero natural n es miltiplo de 9 si y sélo si la suma de todos sus digitos es
mailtiplo de 9”. Observamos que si el desarrollo decimal de 7 es (nI nn),,, entonces
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n=mn,-10°+---+n; -10 4+ ng

Queremos ver cudndo 7 es divisible por 9 o, equivalentemente, » = 0 (méd 9).
La clave para esto es observar que 10 = 1 (méd 9). Usando la propiedad 4 de las
Propiedades 3.4, deducimos que 10* = 1 (méd 9) para todo 4 € Ny, por lo tanto, de la
escritura anterior de 7, aplicando las propiedades 3 y 1, concluimos que:

n=ng-10°+---4+mn;-10+ng
Sns-1+--+n1-1+n
=Mns+---+ni+ng
En definitiva:
sin=(ns...ning)io, entonces n=mns+---+ny+ng (méd?9)

con lo cual, los enteros #y n+ ... + n, + n tienen el mismo resto en la divisién por 9
(0 sea, para conocer el resto de un niimero natural en la divisién por 9, basta sumar sus
digitos y calcular el resto en la divisién por 9 del ndimero obtenido). En particular, 7 es
multiplo de 9 siy solo si 2+ ... + 7, + 7, lo es.

Ejercicio 3.2. Enunciar y probar la validez de los criterios de divisibilidad por 3, 4, 5, 8 y 11.
Sugerencias para la divisibilidad por 4 y 8: observar que 10* = 0 (méd 4) y que 10° = 0 (méd 8).

Sugerencias para la divisibilidad por 11: tener en cuenta que 10 = -1 (méd 11) y que
(-1)%es 1 si kes par o -1 si k es impar. Proceder luego en forma andloga a lo que hicimos
para analizar divisibilidad por 9.

Unaaplicacién de la congruencia: el ISSN de las publicaciones. EI ISSN (/nternational
Standard Serial Number) es un nimero de ocho digitos que se usa para identificar
publicaciones periddicas, tanto impresas como electrénicas. Cada publicacién periédica
(por ejemplo, las revistas) tiene asignado un ISSN tnico.

Los siete primeros digitos de los ISSN son asignados secuencialmente a las publicaciones,
independientemente del pais de origen, el idioma, etc. (es decir, el ISSN no contiene
informacién en si mismo).

El octavo digito de un ISSN es un digito de control y para determinarlo se utiliza aritmética
modular: Si los primeros siete digitos del ISSN son dld2d3d4dsd6d7, el octavo digito dg se

determina de manera que:
8:-dy+7-do+6-d3+5-dy+4-ds+3-ds+2-dy +ds

sea multiplo de 11. Para esto, se calcula 8~d1+7-d2+6~d3+5~d4+4-d5+3~516+2-d7 moédulo 11

y se elige 4, convenientemente.

Por ejemplo, la revista Journal of Algebra tiene ISSN: 0021-8693. Esto significa que se le
asignaron los 7 digitos 0021869 y luego el digito de control. Teniendo en cuenta que:
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8:0+7-0+6-2+5-14+4-8+3-6+2-9 =0+0+12+5+32+18+18
=anpl+5+(-1)+7+7
=118

Si elegimos d, = 3, resulta que:
8
8+dg =11
=0 (mod 11).

Sin embargo, el digito de control no siempre es un nimero entre 0 y 9. Por ejemplo,
para la revista Trends in Microbiology se tiene que ISSN: 0966-842X. ;A qué se debe la

“X”? Procediendo como en el ejemplo anterior, se calcula:

8:04+7-94+6-6+5-6+4-8+3-44+2-2 =63+36+30+32+12+14
=an(=3)+3+8+(-1)+1+4
=anl
con lo cual, d8 debe cumplir:
1+ds =0 (mod 11)

Ahora bien, el menor niimero natural que verifica esta igualdad es ds = 10. Cuando esto
sucede, el digito de control se escribe “X”.

O 3. Ecuaciones de congruencia

Martin compré unas cajas de chocolates para repartir entre sus 19 compafieros de division de la
Escuela 314. Como eran menos de 19 cajas, para darle la misma cantidad de chocolates a cada
uno, las abrid y repartié el contenido entre sus companeros. Luego de hacer esto, le quedaron 5
chocolates. Sabiendo que cada caja tenia 12 chocolates, ;cudntas cajas repartié Martin?

Para responder esta pregunta, observemos que si Martin repartié una cantidad x de cajas
de chocolates, entonces la cantidad total de chocolates repartidos es 12 - x. Al repartir estos
chocolates entre sus 19 companeros le quedaron 5. En términos de divisibilidad, esto significa
que 12 - x tiene resto 5 en la divisién por 19 y, en términos de congruencias, que:

122 =5 (mdéd 19)

Como sabemos que 1 <x < 19, podemos determinar la cantidad x de cajas repartidas por
Martin verificando, para cada posible valor de x, si esta condicién se cumple o no.

e Six=1,serfan 12 -1 = 12 chocolates, y 12 # 5 (méd 19). Concluimos que Martin
no repartié una sola caja.

e Six=2,serfan 12 - 2 = 24 chocolates, y 24 = 5 (mdd 19). Entonces es posible que
Martin haya repartido 2 cajas de chocolates.

e Six =3, serfan 12 - 3 = 36 chocolates, y 36 = 17 # 5 (mdd 19). Entonces, Martin
no repartié 3 cajas.
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Haciendo esta misma verificacién parax=4, 5, ..., 17, 18, se ve que en ningln otro caso
la cantidad total de chocolates resulta tener resto 5 en la divisién por 19. Concluimos
entonces que Martin repartié 2 cajas de chocolates entre sus compaferos.

Para resolver el problema anterior, lo que hicimos fue buscar un entero x que sea solucién
de la ecuacién 12 - x = 5 (méd 19). Teniendo en cuenta que el valor buscado estaba
comprendido entre 1 y 18, nos basté con verificar cada uno de estos 18 casos. Pero esta
verificacion puede resultar ser muy larga si las cantidades involucradas son mds grandes.

En lo que sigue estudiaremos ecuaciones lineales de congruencia. Se trata de ecuaciones del tipo:
a-z=b (médm)
donde m € Nya, b € Z, a# 0, estin fijos y x € Z es la incdgnita.

Comencemos resolviendo la ecuacién que aparecié en el problema de las cajas de
chocolates de Martin.

Ejempro. Hallar todos los x € Z tales que 12 - x = 5 (méd 19).

La condicién 12 - x = 5 (méd 19) es equivalente a que 19 | 12 - x - 5, es decir, a que
exista y € Z tal que:
12-2-5=19.y
0, lo que es lo mismo, tal que:
12.2-19-y=5

Ahora, ésta es una ecuacién diofdntica como las que estudiamos en la seccién 1 de este
capitulo y que ya sabemos resolver. Procediendo como vimos alli, resulta que (40, 25)
es una solucién de esta ecuacién y luego, todas sus soluciones son los pares de niimeros

enteros (x, y) de la forma (x, y) = (40 + 19 - k, 25 + 12 - k) con k € Z.

En particular, lo que nos interesa para nuestro problema es que x es de la forma x = 40 + 19 - 4, que
podemos reescribir usando la notacién de congruencias como x = 40 (méd 19), o bien (teniendo
en cuenta que 40 = 2 (méd 19)), como:

r =2 (mdd 19)

Observemos que esta ecuacién tiene una unica solucién médulo 19, es decir, que existe
un tnico x, solucién de la ecuacién que satisface 0 < x, < 19 (en este caso x, = 2).

En el caso general, se puede proceder de la misma manera para llevar una ecuacién de
congruencias a una ecuacién diofdntica; para x € Z, vale que:

a-z=b (médm) <= m|a-z—b < existeycZtalquea-c—b=m-y
< existey€ Ztalquea-z—m-y=2»>

<= existe y € Z tal que (z,y) es soluciébn de a-z—m-y=1>
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Se resuelve la ecuacién diofdntica asi obtenida y a partir de sus soluciones se obtienen,
como en el ejemplo, las soluciones de la ecuacién de congruencia original.

La equivalencia anterior entre ecuacién de congruencia y ecuacion diofdntica nos provee un
criterio paradeterminar cuindo unaecuacién de congruencia tienesolucién (verenla Proposicién
3.1 la condicién que dedujimos para que la ecuacién dioféntica tenga soluciones):

a . x= b(mbd m) tiene solucion <= (2 : m) | b

84

En particular, si @ y m son coprimos, la ecuacién a - x = b (méd m) tiene solucién para
todo & € 7. En este caso, las soluciones de la ecuacién diofintica @ -x - m-y = & son de la
forma (x +m2-k, y +a -k), donde (x,, y,) es una solucién particular. Entonces las soluciones
a la ecuacién de congruencia son todos los x de la forma x = X, + - kcon k € Z,lo que

podemos reescribir como:
z =xo (médm)

En el caso general, si (a : m) | b, las soluciones de 2 - x = & (méd ) son las mismas que las de:

a b , m
(a:m) = (a:m) (mOd(a:m))

(Observar que ya vimos que las ecuaciones diofdnticas asociadas a estas dos ecuaciones
de congruencia tienen las mismas soluciones).

EjemrLo. Hallar todas las soluciones de la ecuacién 24 - x = 10 (mdéd 38).

Como (24 : 38) = 2 divide a 10, esta ecuacién tiene soluciones en Z. Para hallarlas,
podemos resolver la ecuacién de congruencia mds simple que se obtiene dividiendo la
ecuacién dada por 2 = (24 : 38), es decir:

24 1

7-3:;30 (méd 338) = 12.2=5 (méd 19)
Pero esta ecuacién es la que resolvimos en el ejemplo anterior. Concluimos entonces que
las soluciones de 24 - x = 10 (mdd 38) son los x € Z tales que:

z =2 (méd 19)

La ecuacién planteada en el ejemplo que acabamos de resolver es una ecuacién de
congruencia médulo 38, mientras que la caracterizacién que dimos para sus soluciones es
modulo 19, que es un divisor de 38. Esto ocurre en general: dada la ecuacién de congruencia
a-x=b(méd m), si (a: m) | b, existe un tnico entero Xp CON 0 < g < ¢ , tal que las
soluciones de la ecuacién son los enteros x que cumplen:

m
a:m

T =10 (méd ﬁ)
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Ejercicio 3.3. Hallar, cuando existan, todas las soluciones a las siguientes ecuaciones
lineales de congruencias:

(a) 172 =20 (méd 45)

(b) 84z =66 (mdd 270)

(c) 28 -2 =30 (mdd 60)

Ejercicio 3.4. Hallar todos los enteros « tales que el resto de dividir a 45 - 2 por 27 es 9.

O 4. El anillo de enteros médulo

Como vimos en la seccién 2 de este capitulo, la relacién de congruencia médulo un
numero natural fijo 7 parte al conjunto de los enteros en 7 clases de equivalencia:

Z=[0]U[1]U---U[m —1]

donde, para cada 0 < 7 < m, la clase [7] contiene a todos los enteros que tienen resto 7 en
la divisién por .

Escribiremos el conjunto de clases de equivalencia en la congruencia médulo 7 como
7, es decir:

L =A{[0},[1], -, [m — 1]}

Gracias a las propiedades 3.4, en particular a las propiedades 1 y 3, a partir de la suma y
producto de nimeros enteros se pueden definir dos operaciones en Z , sumay producto,
de la siguiente forma:

[a] +m [0] = [a+b]

[0‘} ‘m [b] = [a : b]

Observemos que la propiedad “z, = 2, (méd m), b, = b, (méd m) = a, + b, = a, +b,
(méd 72)” nos dice que el resultado de [4]+ [4] serd el mismo sin importar qué elementos de
las clases de equivalencia [4] y [4] consideremos para hacer la cuenta (y lo mismo nos dice la
propiedad sobre el producto). En general, representamos cada clase de equivalencia médulo
m por su unico elemento comprendido entre 0 y 72 - 1 (como hicimos mds arriba).

Por ejemplo:

Zg = {[0], [1], 21, [3], 4], [5]}

Calculemos algunas sumas y productos en Z,.

o [1]+, [3]=1[1+3]=[4].

o [2]+, [ ] = [2+4] = [6] = [0]. En consecuencia, [4] es el inverso de [2] para la suma en Z,.

e [3]- [5]1=1[3-5]=[15] =[3], yaque 15 = 3 (mdd 06).

e [5] -, [5] = [25] = [1], ya que 25 = 1 (méd 6). Entonces, [5] es inverso de si mismo
n

para ‘d producto e
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Podemos resumir las operaciones de suma y producto en Z, por medio de las siguientes tablas:

+e6 [[0]1 [11 [21 [3]1 [41 I[5] 6 [[01 [11 [21 [3]1 [4]1 [5]
[01 [ [0] [11 [2] [3]1 [4]1 I[5] [0] [[0] [0] [0] [0] [0] [O]
(101 21 (31 41 (51 [0] [rfo] 1 21 31 [41 [5]
[21 [ [21 [3]1 [4] [51 [0] [1] [21 | [0] [2] [4] [0 [2] [4]
3131 [41 [51 [01 [1] [2] 3101 [31 [0] [31 [0] I[3]
[41 |41 [51 [0] [11 [21 I[3] [41 [[0] [4] [2] [0] [4] [2]
[51[[51 [01 [1] [21 (3] [4] [51|[0] [51 [4] [31 [21 [1]

Veamos algunas propiedades que cumplen las operaciones de suma y producto en Z .
En primer lugar, observamos que la asociatividad y conmutatividad de la suma y el
producto en Z hacen que + y - sean también asociativas y conmutativas. Por ejemplo:

([a] +m [0]) +m [d] a+b] +m [c]
(a+b)+d

[
[
= [a+(b+0)]
[
[

a) +m [b+ ]
al +m ([b] +m [d])

(Andlogamente se puede ver que - es asociativa y que + y - son conmutativas).
m m m

Las clase [0] es el elemento neutro de + y [1] es el elemento neutro de - . Por otra parte,
todo elemento de Z  tiene un inverso para + , ya que [4]+ m[—a] = [0]; es decir, [-4] es el
inverso aditivo de [4]. Observemos que, sin embargo no es cierto que todo elemento de
Z,  tenga inverso para - .Por ejemplo, mirando la tabla de -, es claro que [2] no tiene
inverso para -, puesto que [2] - [4] # [1] para todo a.

Finalmente, al igual que ocurre en Z, las operaciones + Y- estin relacionadas mediante
la propiedad distributiva del producto sobre la suma:

[a] -m ([b] +m [c]) = [a] m ([b+c])
[a-(b+¢)]

[a-b+a-(

= [a-b]+mla- (]

= (la] m [B]) +m ([a] -m [c])

Tenemos entonces que Z con las operaciones + 'y - definidas arriba es un anillo
conmutativo con unidad ® para cada m > 2.

OBSERVACION. Elproductodenimerosenterostienelapropiedaddequesia, b€ Zya- 6=0,
entoncesz=066=0.EstonoocurreengeneralenZ :mirandolatablade- vemosque,en
L [2] - [3] = [0], pero [2] # [0] y [3] = [0]. Mds aun, para cada m € N compuesto,
sim=m -m, conm >1ym, >1,resulta que

[m,] # [0], [m,] # [0], pero [m ] - [m)]=[m -m)]=][0].

5 El nombre se debe a Diofanto de Alejandria, matematico del siglo Il que las estudié en su obra Aritmética.
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La propiedad vale en ZP si p es primo, ya que [4] ’ (6] =[a-b]=[0]siysélosip|a-b,
y esto ocurre siy sélosip| aop| b, o sea, siysélosi[a] = [0] o [6] = [0] en ZP.

Ejercicio 3.5. Escribir las tablas de suma y productoen Z,, Z, y Z..

La “prueba del 9”. Una herramienta que puede utilizarse para detectar errores cuando se efectian
operaciones con nimeros enteros utilizando su desarrollo decimal es la llamada prueba del 9.

La idea bésica consiste en reemplazar cada nimero natural involucrado en las operaciones
por un tnico digito, hacer luego la cuenta original con estos digitos, y comparar el digito
asi obtenido con el asociado al resultado original. El digito que se le asigna a un ndmero
natural se obtiene por medio del siguiente procedimiento:

. se calcula la suma de los digitos del nimero sin tener en cuenta los 9;

. si el resultado obtenido es mayor o igual que 9, se vuelve a sumar sus digitos sin
considerar los 9;

3. se sigue asi reemplazando un nimero por la suma de sus digitos hasta obtener un

tnico digito que, si es 9, se reemplaza por 0.

N —

Este procedimiento se basa en la propiedad “Si n = (n... nn),, entonces
n=n+..+n +n, (méd 9)” Utilizando esta propiedad, no es dificil convencerse
de que el digito asociado a cada ndmero es simplemente su resto en la divisién por 9y,
por lo tanto, representa la misma clase de equivalencia en Z,. Al efectuar la operacion
indicada con los digitos obtenidos y volver a transformar el resultado en un digito, no

estamos haciendo otra cosa que calcular el resultado de la operacién en Z9.

Por ejemplo, si hacemos la suma 192.545+258.672 y el resultado nos da 451.217, para
ver si hay un error calculamos:

e 192545 —>1+2+5+4+5=17—>1+7=8
e 258672 —>2+5+8+6+7+2=30—>3

Ahora efectuamos la suma de los digitos obtenidos para los sumandos: 8 + 3 = 11,
reemplazamos el resultado por un tnico digito 11 — 1+1 =[2]y lo comparamos con el
digito asociado a la suma:

© 451217 >4 +5+1+2+1+7=20—2+0=[2]

De esta manera obtenemos:
192.545 — n 8
258.672 — 3

451.217 — =

Como en este caso el resultado era el correcto, ambos digitos coinciden. Sin embargo,
el hecho de que la igualdad de los digitos se cumpla no significa que la cuenta esté bien;
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por ejemplo: 192.545 — N
258.672 —

451127 — =

[]ee oo

Tiene dos digitos del resultado con errores.

Ahora, si los digitos obtenidos en la prueba del 9 difieren, podemos asegurar que ha
ocurrido un error, ya que lo que estamos haciendo es calcular de dos maneras distintas
la suma en Z,.

192.545 — i 8
258.672 — 3

451117 — #

En este caso, el haber obtenido como resultados 1 # 2 nos dice que hemos cometido un
error (aunque no podemos saber en cudl de los digitos).

Anidlogamente, podemos aplicar el procedimiento en el caso del producto de nimeros
naturales. Si multiplicamos, por ejemplo, 192.545 x 258.672 y obtenemos por resultado
49.807.100.240, podemos darnos cuenta de que hay un error de la siguiente manera: el
digito asociado a 192.545 es 8 y el asociado a 258.672 es 3; haciendo la operacién con
estos digitos obtenemos:

8:3=24 — 2+4=[6]

mientras que, para el resultado de la cuenta original, tenemos que:
49.807.100.240 — 4+8+7+1+2+4=26—2+6=8

Como los digitos calculados no coinciden, concluimos que hubo un error en la cuenta.
(De hecho, el resultado correcto de esta multiplicacién es 49.806.000.240.)

00 5. Ecuaciones en Zm

Las ecuaciones de congruencia que estudiamos en la seccién 3 pueden reinterpretarse
como ecuaciones en Z , simplemente observando que:

a-z=b (médm) <= [a] - [2] = [b] en Z,,
Enlo que sigue, si queda claro en el contexto, escribiremos simplemente z para representar
al elemento [4] € Z  y dejaremos de escribir los subindices en la suma y el producto de
Z , es decir, escribiremos + en lugar de + y-en lugar de -

Ahora la ecuacién [4] - [x] = [6] queda simplemente:

a-xr=ben Zp

Los Nimeros
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que tiene una forma mds familiar. ;Cémo resolvemos esta ecuacién? En la seccién 3
vimos como hacer esto en el caso general (resolvimos la ecuacién de congruencia). Lo que
pretendemos aqui es mostrar un camino alternativo utilizando las operaciones en Z .

La idea para “despejar” x en una ecuacién del tipo 2 - x = & es “pasar dividiendo” el
coeficiente 4. Formalmente, esto significa multiplicar ambos miembros de la ecuacién por
el inverso multiplicativo de a:

.o )
Sia' es un elemento tal que: a-at— at.
entonces:

O, equivalentemente:

Reemplazando este valor de x en la ecuacién vemos que, en efecto, es una solucién, ya que:
a-(a'b)=(a-a') b =1-b=1»b

Asi, si queremos resolver, por ejemplo, la ecuacién 5 -x = 4 en Z7, como 3-:5=1en Z7
(0 sea, 3 es el inverso multiplicativo de 5 en Z7), tenemos que:

5-x=4 enZ; =— 3-5-x=3-4 enZ; = x=5 enZy
~~
=1

y ésta es la (tnica) solucién de la ecuacién en Z..

Esto nos dice que cuando # € Z_ tiene inverso multiplicativo 2! € Z , la ecuacién a - x = &
tiene una dnica solucién, x = 2! - 6. En cambio, si 2 € Z, no tiene inverso multiplicativo,
la ecuacién « - x = b puede no tener soluciones o tener mds de una solucién. Por ejemplo, la
ecuaciéon 2 - x= 1 en Z, no tiene solucién, ya que es equivalente a la ecuacién de congruencias
2.x=1(méd4)y (2:4) =2, que no divide a 1. Consideremos, por otro lado, la ecuacién:

2-x =2 en Zy

A simple vista, deducimos que x = 1 € Z, es una solucién de esta ecuacién. Pero no es
la Gnica: x = 3 € Z, también lo es.

Ya vimos que, para un nimero natural 7 cualquiera, no todo elementode Z tiene inverso
multiplicativo. Por ejemplo: recién vimos que 2 € Z, no tiene inverso multiplicativo.
Tratemos de caracterizar los elementos que si tienen inverso.

Seam € N fijo. Dado 2 € Z , un inverso multiplicativo para zen Z esun elementox € Z

tal que:

a-z=1 enZ, o,equivalentemente, a-z =1 (mdédm)
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Sabemos que esta tltima ecuacién tiene solucidn si y sélo si (« : m) divide a 1; pero para
q y
que esta condicién valga, necesariamente debe ser (2 : 72) = 1. En definitiva:

a e Zm tiene inverso multiplicativo siy solo si ( : 72) = 1.

90

Por ejemplo:

e en 7, los tnicos elementos que tienen inverso multiplicativo son 2 = 1y 2 = 5, ya
que 1 y 5 son los Gnicos enteros comprendidos entre 0 y 5 que son coprimos con 6
(comparar con la tabla de -, en la seccién 4);

e todos los elementos de Z7, salvo el 0, tienen inverso multiplicativo, porque (2 :7) = 1
paratodo 1 <2< 6;

® en Zg, los elementos que tienen inverso multiplicativo son las clases de los niimeros
impares, es decir, 1, 3,5y 7.

Es claro que 0 € Z no puede tener inverso multiplicativo para ningtn 7 > 2, puesto
que0-x=0=1 para cualquier x € Z . Pero, por ejemplo, en Z, todo elemento « # 0
tiene inverso multiplicativo. Nos preguntamos, ;cémo son los 72 € N para los cuales
todo elemento 4 € Z , a # 0, tiene inverso multiplicativo? Por lo que vimos antes,
esto es equivalente a que (2 : m) = 1 para todo # tal que 1 <2 < m - 1. Esto ocurre si
m es primo: en este caso, los Gnicos divisores positivos de 72 son 1y m, con lo cual, si
1 <a<m-1, el tnico posible divisor positivo coman de 2y m es 1; luego, (2 : m) =
Por otro lado, si 7 no es primo, entonces 7 puede escribirse como un producto de dos
ndimeros naturales menores que 72, es decir, m = a - a'con 1 < a, a' < m. Entonces 2 €
Z  es no nulo y no tiene inverso multiplicativo, ya que (2 : m) = a # 1.

Un anillo conmutativo con unidad en el que todo elemento no nulo tiene inverso
multiplicativo se llama un cuerpo. El razonamiento anterior prueba que:

TeoreMA 3.5. Zm es un cuerpo si y solo si m € N es primo.

Ejercicio 3.6.
1. Hallar los inversos multiplicativos de todos los elementos no nulos de Z..
2. Determinar todos los elementos de Z , que tienen inverso multiplicativo y hallar
dichos inversos.

Volviendo a las ecuaciones lineales, el resultado anterior nos dice que, si 7 es primo y
a#0 € Z ,laecuacién a - x = b tiene un tGnica solucién en Z . Cuando 7 no es primo,
la ecuacién a - x = b tiene solucién en Z _si iy s6lo si (2 : m) | b. En caso que esto ocurra,
existe un Uinico entero x. con 0 < zy < (a S tal que las soluciones son todos los enteros
x que cumplen = = z¢ Emod o m)), es decir, los enteros de la forma = = zo + k-
con k € Z. No es dificil ver que:

(a: m)

m
_m 9. cm)—1).
zo, x0+(a:m), o + @) , 2o+ ((a:m) )
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pertenecen a clases de equivalencia distintas en Z 'y que
cualquier otro entero de la forma o + k - 775 pertenece

ala clase de alguno de ellos. Concluimos que:

Si (@ : m) | b, la ecuacion @ . x = b tiene exactamente
(@ : m) soluciones distintas en Zm, que son de la forma

. . ) xo + k- X
Ejercicio 3.7. Para cada una de las siguientes ecuaciones, (a:m)

determinar si tiene soluciones y, en caso afirmativo, hallarlas:

con 0 <k< (a:m)

( a’?:/n )

para algn x; tal que 0< X, <

e 5.x :4enZ]4
e 6.x :IOenZN
° 20-95:126:11224

O 6. Teorema chino del resto

Lorena y sus amigas juegan al Corazones, que es un juego de cartas que se juega con un mazo de
cartas francesas, sin los comodines (son 52 cartas). No vamos a entrar en los detalles del juego,
simplemente diremos que al comienzo de cada mano de Corazones se reparten las cartas de manera
que todos los jugadores tengan la misma cantidad (eventualmente pueden sobrar algunas).

En el caso de Lorena y sus amigas, aunque ellas no lo saben, al mazo de cartas con el que
estin jugando le faltan algunas cartas. En la primera mano juegan 5 de las amigas; Lorena
reparte todas las cartas que puede y le sobran 2. En la mano siguiente, juegan 4 y sobran
3 cartas (estaban un poco distraidas y no se dieron cuenta de que esto no puede ser).
Finalmente, juegan una tltima mano entre 3 de las amigas y al repartir las cartas sobran 2.
En este momento Lorena, que no estaba jugando porque habia salido tltima en la mano
anterior, se da cuenta de que no puede ser que sobren 2 cartas (;c6mo lo supo?).

Lorena se pregunta cudntas cartas faltan en el mazo y decide intentar calcular este nimero
sin interrumpir el juego (o sea, jsin contar las cartas!). Haciendo memoria sobre lo que
ocurrié en las manos anteriores, razona como sigue:

Si x es la cantidad de cartas que hay en el mazo, entonces

(mdd 5)
(mdd 4)
(méd 3)

8 8 8
M1
N W

Como la cantidad de cartas es x < 52, por la condicién x = 2 (mdéd 5), Lorena deduce que:

RS {Q,Z, 12,17,22,27,32,37,42,47, 52}
De entre estos posibles valores, se queda con los que ademds cumplen que x = 3 (mé6d 4), es decir
¢ € {7,27,47}
y de estos, busca los que cumplen que x = 2 (mdéd 3). El tnico valor con esta propiedad

resulta ser: .4
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Lorena concluye que estdn jugando con 47 cartas, es decir, que faltan 5 en el mazo.

El problema general que trataremos en esta seccion es el de la resolucién de sisternas de
ecuaciones de congruencias. Més precisamente, dados m,my .. meNya,a,..,acZ,se
busca hallar todos los x € Z tales que:

z=a; (médmy)
z=ay (médms)
c=a, (médmy) (3)

Un sistema de ecuaciones de este tipo no siempre tiene solucién; por ejemplo, el sistema:

{xEl (méd 2)
r=4 (méd 6)

no tiene soluciones. En efecto, la condicién x = 4 (méd 6) implica que x = 4 (méd 2)
(por la propiedad 6 de la Proposicién 3.4). O sea, un entero x que satisface la segunda
ecuacién debe ser par. Pero la primera condicién, x = 1 (méd 2), pide que x sea impar.

Una situacién en la que podemos asegurar que el sistema de ecuaciones de congruencias
si tiene soluciones es cuando los médulos m,, ... ,m_sOn coprimos de a pares, es decir, si
dos cualesquiera de ellos son coprimos.

TeoremA 3.6 (Teorema chino del resto’). Sean m,m, ... ,m € N coprimos de a pares, y sean
a,ay ..., a € Z.. Entonces existe un vinico X, € Z con 0 < Xy <My -, .. que es solucién

del sistema de ecuaciones:
z=a; (médmy)
z=ay (médms)

r=a, (médm,)

9 ademds, un entero x es solucion de las ecuaciones si y sélo si:
z=zo (médmy - mg---my)

DEMOSTRACION. Existencia. Haremos la demostracién por induccién en 7, la cantidad de
ecuaciones del sistema. Para 7 = 1 no hay nada que hacer, ya que el sistema es en realidad
una dnica ecuacién de congruencia.

Supongamos que el enunciado vale para sistemas de 7 ecuaciones y consideremos un
sistema de 7 + 1 ecuaciones:

T = a (méd my)
T = an (méd my,)
T = apy1 (médmyyg)

7 El origen de este teorema es un problema similar al que planteamos al comienzo de esta seccion que aparece en el Manual Mate-
matico escrito por Sun Zi alrededor del afio 300. Un método para resolver este problema en el caso general fue dado en el Tratado de
Matematica en Nueve Secciones, escrito por Qin Jiushao en 1247.
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con (m: m) = 1 para todo i # j. Por la hipétesis inductiva, el sistema formado por las
primeras 7 ecuaciones es equivalente a una Unica ecuacién de congruencia:

z=A (médmy---my)

para un (Gnico) entero A con 0 < A < m, ...m . Esto dice que los enteros x que cumplen las
primeras 7 ecuaciones son aquéllos de la forma x = M- Q + A con Q € Z, donde M =m, ...m..

Las soluciones del sistema original son los x de esta forma que ademds cumplen la tltima
ecuacién;oseax =M. Q+ Apara Qe Ztalque M- Q+A=a,_, (médm ). Ahora,

esta ultima condicién es equivalente a la ecuacién de congruencia:
M-Q=apt1 — A (méd my,yq)

Como por hipétesis (72: m,_ ) = 1 paracada 1 < i< n, entonces M = m, ...m resulta también
coprimo con 7, y, por Io tanto, la ecuacién anterior tiene solucién. Més atin, las soluciones
son de la forma:

Q =q (mdéd mp41)

para un tnico g con 0 < g <m_, es decir, de la forma Q = m. . k+qconkeZ. En
definitiva, las soluciones del sistema son los x € Z tales que:

r = M-Q+A
= M-(mps1-k+q+A
= M- -mpy-k+M-g+A
= (my- My -mpy1) - k+(M-qg+ A)

Llamando x, =M. g+ A, estoes equivalente a la ecuacién:

z=zo (médmy -+ my - Mpt1)

ComoO<g<m , -1y0<A<M-1,resultaque

0<x,<M-(m_ -D+M-1=M-m_-1=m ..m-m_ -1

Unicidad. Supongamos que0<x <x') < m, .., son dos soluciones del sistema dado.

Entonces x, = x| (méd m) para cada 1 <i<m (ya que ambos son congruentes a ); es
decir, m, | x' | - x, para todo 1 < < 7. En otras palabras, x' | - x, es un multiplo comin de
m,, ... ,m . Pero como m,, ... ,m son coprimos de a pares, su minimo comtin multiplo es

1 4 . A . .
m .. luego, x o %, es multiplo de m, ..m.Como0<x' -x <m ..m,esto implica

que necesariamente x'o -x, =0, es decir, x'o = X,

El teorema nos asegura que, si los médulos son coprimos de a pares, vamos a encontrar una
solucién x; (y sélo una) para el sistema (3) que cumple 0 < x, <m, - m, ...m 'y que todas las
soluciones del sistema son los enteros de la forma x = 2, - m, ...m - k+ x, con k € Z.
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Algoritmo para resolver el sistema (3) si M ..., 7, SON COPrimos
de a pares.

* Definir M =m yA =a.De la primera ecuacién, x = a,
(méd m,), se deduce que las soluciones son de la forma
x=M,.Q +A conQ, €Z.

eParai=1,..,n-1:

resolver M; - Q; + A; = a; 11 (méd m;yq)

(dond? la incégnita es Q). s?a g,€ Zcon0<gqg, <y tal que las
soluciones de esta ecuacién son Q = g, (méd 7, ):

definir M; 1 = M; -miyq, Aigr = M; g+ A;

Entonces las soluciones del sistema formado por las primeras 7 + 1
ecuaciones son de la formax=M, . Q. +A  conQ,  €Z.
i+l +1 i+ +1

* Dar como respuesta x = 4_ (méd M).

Saber que hay una solucién en un rango acotado nos
permite hallarla por busqueda exhaustiva (si es que
el rango no es demasiado grande). Como Lorena
en el ejemplo, buscamos todos los enteros x con
O<x<m, -m, ...mntales quex=a, (méd ml); de estos
nos quedamos con aquellos que también cumplen
que x = 4, (méd mz), y seguimos asi, agregando
en cada paso una restriccion, hasta llegar a tener un
tnico elemento en la lista. Sin embargo, para valores
grandes de 2, ... ,m_esta busqueda puede volverse
tediosa. Resulta entonces mds conveniente proceder
resolviendo las ecuaciones sucesivamente.

Ejemrro. Hallar todos los x € Z tales que:

r=14 (méd 49)
=17  (méd 45)

Como (49 : 45) = 1, el Teorema chino del resto
asegura que el sistema tiene soluciones y que tiene

una unica solucién x, con 0 <x < 49.45 = 2.205. Buscaremos la solucién resolviendo

sucesivamente las ecuaciones.

Las soluciones de la primera ecuacién, x = 14 (mdd 49), son todos los enteros x de la forma:

r=49.-q+ 14, conqg€eZ

De entre todos los posibles g, nos interesan aquéllos que hacen que se cumpla la segunda
ecuacion, x = 17 (méd 45); en términos de ¢, esto es que 49 - g + 14 = 17 (méd 45). En
definitiva, nos queda una ecuacién lineal de congruencia; basta determinar los ¢ € Z tales que:

49 - ¢ =3 (méd 45)

Acd vemos la importancia de que (49 : 45) = 1, que es lo que nos asegura que esta
ecuacion, y por lo tanto también el sistema original, tiene solucién. Reduciendo médulo
45, la ecuacién anterior queda 4 - g = 3 (mdd 45) y vemos que una solucién es g, = 12
(en el caso general, resolvemos la ecuacién de congruencia como vimos en la seccién 3);
luego todas sus soluciones son los ¢ = 12 (méd 45), es decir:

q=45-k+12, conkcZ

Finalmente, concluimos que las soluciones del sistema son todos los enteros x de la forma

x=49-qg+14=49-(45-k+12) + 14=49 - 45 - k+ 602 = 2.205 - k + 602, con k € Z.

En el caso de un sistema de ecuaciones de congruencia en el que los médulos no son coprimos, lo
que puede hacerse es tratar de reducirlo a otro en el que si lo sean. Para hacer esto, la observacién
fundamental es que si m = m, - m, ... m _conm,, ... ,m_coprimos de a pares, entonces:
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r=a (médmy)
z=a (médm) <

z z a (médm,)
Ejempro. Hallar todos los x € Z tales que:
z=3 (méd12)
z=9 (méd14)

Tenemos que:

=3 (méd 12) <= { iig giggi; — { iig Eﬁggig
2 =9 (méd 14) @{iig &Eﬁﬁ?g ﬁ{ﬁiz §$§§$§

Aqui los médulos no son coprimos de a pares, (4 : 2) = 2, pero vemos que la validez de la
segunda ecuacién implica la de la tercera. Luego, podemos suprimir esta tltima y resolver el

sistema que queda:
z=0 (mdd3)
r=3 (méd4) <= z=51 (méd3-4-7)
z=2 (méd7)

Concluimos que las soluciones del sistema dado son los enteros de la forma

x=84-k+51 conkel.

Ejercicio 3.8. Un grupo de amigos va a cenar a una pizzerfa. Cuando llega la cuenta, en la
mesa son 10 personas; si todos ponen la misma cantidad (entera) de dinero, recolectan $6
mds que lo que debian pagar. En ese momento vuelve a la mesa Martin (es decir, en realidad
eran 11 amigos y no 10). Reparten entonces los gastos entre los 11, y sobran $10. Sabiendo
que juntaron mds de $100, ;cudnto es lo minimo que puede haberles costado la cena?

EjErcicio 3.9.

o Hallar todos los enteros que tienen resto 1 en la divisién por 3, resto 2 en la divisién
por 5 y resto 5 en la divisién por 7.

e Hallar, si existen, todos los enteros que tienen resto 8 en la divisién por 12 y resto 6
en la divisién por 20.

O 7. Pequeno teorema de Fermat

Como vimos en uno de los ejemplos de la seccién 2, los restos de dividir las sucesivas potencias de
un entero 4 por un entero 7 se repiten en algtin momento (porque hay sélo una cantidad finita
de restos posibles, mientras que consideramos infinitas potencias). Para simplificar los cdlculos,
es util conocer un exponente donde ocurre esta repeticion. El pequerio teorema de Fermat® es un

8 Este teorema fue enunciado originalmente por Pierre de Fermat en una carta en 1640. Aunque se supone que Leibniz lo demostré unos
pocos afios después, fue recién en 1736 que Euler publicd la primera demostracion. Mas adelante, en 1760, Euler también prob6 una
generalizacion del teorema.
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resultado fundamental que nos da esa informacién.

TeoreMA 3.7 (Pequeno teorema de Fermat). Sez p € N un primo. Para cada a € 7. que no es
milltiplo de p, vale que a? =1 (méd p). Mds atin, para todo a € 7. vale que a?= a (méd p).

DEMOSTRACION. Sea 2 € Z no divisible por p. Sea [4] € Zp la clase de equivalencia de a. Tenemos
que [4] # [0]. Consideremos el conjunto Zp* de todos los elementos no nulos de Zp,

Zy, = {11, 2], [P =1}

Vamos a multiplicar cada elemento de Z> por [4] y a mirar el conjunto obtenido de esta
manera. Observemos quesi [4], [¢] € Z .,y [ ] [6] = [4] - [c], necesariamente [&] = [¢] porque
podemos multiplicar ambos miembros 'de la primera igualdad por el inverso multiplicativo
de [4]; en particular, [4] - [6] # 0 si [6] # 0. Entonces, deducimos que el conjunto:

la] - 25 = {[a] - [1], a] - [2], ..., a] - [p — 1]}

estd formado por p - 1 elementos del conjunto Z* distintos entre si. Como Z* tiene a su
vez p - 1 elementos, concluimos que [4] - Z; contiene a todos los elementos de Z;, es

decir, que [4] - Z; = Z;.

Multiplicando los elementos de [4] - Z; obtenemos, por un lado:

Pt (1) (2] = 1)
= @2 (1)

A
E)
=
=
—
2
S
=
~
5
=
\
=
=
I

Por otra parte, como [4] - Z* Z; , el producto de estos elementos es el producto de los
elementos de Z (eventualmente hecho en otro orden), o sea:

([a] - (1) - ([a] - 20) - -~ ([a] - lp—1]) -2 [p—1]

= 12 (o 1)

Igualando ambas expresiones para el producto, resulta que:
] L2 (p=D) =12 (p—1)]

Como p no divide a 1-2-...-(p - 1), puesto que es primo y no divide a ninguno de los
factores, tenemos que [1-2-...-(p - 1)] # [0], con lo que tiene inverso multiplicativo en Z,
y, multiplicando la igualdad anterior por d1ch0 inverso, deducimos que:

=1
0, en términos de congruencias:

a? ' =1 (méd p)

Para terminar, observemos que multiplicando ambos miembros de esta congruencia por 2

obtenemos que:
! a? = a (méd p)
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Pero esta igualdad vale también cuando p | 4, ya que en este caso 2 = 0 (méd p) y
también #” = 0 (mdd p).

OBSERVACION. Sea p € N primo y sea 2 € Z no divisible por p. Entonces 2= ™ (méd p) si
n'y m son nimeros naturales tales que 7 = m (mdd p - 1). En particular, si r,, s el resto
en la divisién de 7 por p - 1, entonces "= 27"' (méd p).

En efecto, suponiendo que 7 2 m, si n = m (mdd p - 1), tenemos que n=m + k- (p - 1)
para algin 4 € N; luego:
a = am+k~(p—l)
—am. (ap—l)k

am - 1*

m

=a™ (méd p)
donde la antetltima congruencia es consecuencia del pequefio teorema de Fermat.
Ejempro. Hallar el resto en la divisién de 3'4* por 11.

Por la Proposicién 3.3, sabemos que el resto buscado es el nico entero 7con 0 < 7 < 11 tal
que 3" = r (méd 11). Ahora, por la observacién anterior, como 1.423 = 3 (mdéd 10)
tenemos que:
31.423 = 33
=5 (mdd 11)
Luego, 7= 5.

Mencionemos, para concluir esta seccién, que como consecuencia del pequefo teorema
de Fermat podemos obtener una expresién explicita para los inversos multiplicativos de los
elementos de Z , si p € N es primo: e/ inverso multiplicativo de un elemento a € 7., a # 0, es
a’?e ZP. En efecto, tenemos que - a? 2 =a’~' =1en ZP, conloquea'=a?? en ZP.

Ejercicio 3.10. Hallar el resto en la divisién de 2 por 7 en los siguientes casos:
o 4=129"""m=7.

o 42=129"", m = 35. (Sugerencia: calcular el resto en la divisién por 5y por 7 y usar el
teorema chino del resto).

O 8. Aplicacién: Tests de primalidad

Un test de primalidad es un procedimiento para determinar si un entero dado es primo o no lo es.

Dado 7 € N un posible test de primalidad consiste en verificar si 7 es divisible por algin entero
m tal que 2 < m < \n. Si algin m, € Ncon2 <m, < 7 divide a 7, es claro que 7 es compuesto
(hemos encontrado un divisor propio de n). De lo contrario, podemos asegurar que 7 es primo
por el Lema 2.8 del capitulo 2. Este procedimiento nos permite decidir con certeza si 7 es primo.
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Sin embargo, para valores grandes de 7, la cantidad de operaciones a realizar (y por consiguiente,
el tiempo que lleva hacerlas) puede resultar demasiado grande a los fines practicos.

El pequefio teorema de Fermat ha dado lugar a tests de primalidad probabilisticos
alternativos. La idea es que el método no nos permite determinar con certeza si 7 es
primo, sino que podemos saberlo pero con cierta probabilidad de error.

8.1. Test de primalidad de Fermat

Este procedimiento funciona como explicamos a continuacién:

e dado 7z € N, se elige al azar un entero z tal que 2 <2 < 7 - 1 y se calcula 2! (méd n);
o sia”' #1 (méd n), la respuesta es que 7 es compuesto;
e siz"!' =1 (mdd n), la respuesta es que 7 probablemente sea primo.

Observemos que en caso que ' #1 (méd 7), podemos estar seguros de que « no es
primo, porque el pequeno teorema de Fermat nos dice que de serlo, deberfa ocurrir que
"' =1 (méd ») sin importar qué valor de « hayamos elegido.

Ahora bien, si 7z es compuesto puede ocurrir que ' = 1 (méd 7) para algin « tal que

2<a<n-1.Porejemplo, para z =91 =713 (jque no es primo!) y = 3 se tiene que
90 _ (36)15 _ 79015 — 115 — :

30 =(39" = 7.29 =0 1 _(91).1. Es por este motivo que no podemos estar seguros

de que 7 sea primo si la congruencia vale.

Sin embargo, si existe algiin # coprimo con 7 tal que ' #1 (méd 7), entonces lo
mismo ocurre para al menos la mitad de los posibles 2 < 2 < # - 1. Esto se debe a
que, si 4, ..., a_son todas las bases para las cuales ai"* = 1 (mdd »), entonces
(a-a; a?fl =) a1 =) a™ ! Zmn) 1 Vs ademés, a- a, .., d- 4 son
todos distintos médulo 7, ya que 4 es coprimo con 7. Asi, hay una probabilidad
menor que 1/2 de que eligiendo 4 al azar se verifiquea" ™" =1 (médn) . Si el proceso
se repite k veces, la probabilidad de que en todos los casos resulte 2”' = 1 (méd »)
es 1/2% (jmuy chica si # es grande!).

n—1,

)nfl —a

El problema es que hay enteros compuestos 7 para los cuales 2! = 1 (méd 7) para todo
a coprimo con 7. Estos enteros se conocen como nzmeros de Carmichael y el hecho de
que sean compuestos los hace dificil de detectar para el test de Fermat (s6lo nos damos
cuenta de que 7 es compuesto si justo elegimos un « tal que (2 : n) # 1).

El menor de estos niimeros’ es 7z = 561; veamos que tiene la propiedad mencionada, es
decir que:
a®® =1 (méd 561)

9 Este nimero fue encontrado por Carmichael en 1910, de ahi el nombre que reciben los enteros con esta propiedad.
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para todo 2 € Z con (a: 561) = 1. Como 561 = 3 - 11 - 17, para probar lo anterior basta ver que:

a® =1 (méd3)
=1 (méd11)
a®® =1 (méd17)

Estas congruencias son consecuencia del pequeno teorema de Fermat: en efecto, si (2: 561) = 1,
tenemos que 2 no es maltiplo de 3 ni de 11 ni de 17, y el teorema asegura entonces que:

a>=1 (méd3), a'®=1 (méd11), a'®=1 (méd17)
con lo cual:

(1560 — a2)280 a56() — (al())f)ﬁ (ZSGO — (a16)35
1

(
=1 (méd3), = (mé6d 11), =1 (mé6d17)

8.2. Test de primalidad de Miller-Rabin

Este procedimiento alternativo para determinar si un entero dado es primo o no se basa
en el pequeno teorema de Fermat mds el hecho fundamental de que:

22=1 (médp) <= z=1 (médp) o x=-1 (médp)

Esta equivalencia vale ya que, si p es primo, entonces p | x> -1 = (x - 1) - (x + 1) si y sélo si
p|x-10p|x+1 (recordar que un niimero primo divide a un producto siy sélo si divide a alguno
de los factores). Mds precisamente, ambos resultados se combinan en la siguiente propiedad:

PRrOPOSICION 3.8. Sea p un primo positivo impar. Factoricemosp-1=1¢-2 conre Nyre N
impar. Entonces, para cada a € 7. que no es miiltiplo de p se tiene que:
a'=1 (médp) o at? =1 (méd p) para algin 0 < k <r
DEMOSTRACION. Por el pequeno teorema de Fermat, sabemos que ¢/?" = 1 (méd p).
o] . ™ r—1
Como 7> 1 porque p - 1 es par, podemos escribir 2" = (a*?" )2 conr-1 € N,y
tenemos que:
(a2 )2 =1 (méd p)

Por lo que observamos mds arriba, esto equivale a que:

at? =1 (médp) o at? =1 (méd p)

Si o' = -1 (méd p), se verifica la segunda condicién del enunciado con
o r—1 ’ .

k=r-1.Delo contrario, resultaque o'* " =1 (mdéd p). Si » - 1 = 0, esto es

simplemente la primera de las condiciones del enunciado. Finalmente, si » - 1 = 1,
o . . r—1 . or—2 ,
repitiendo el razonamiento anterior para a*?" ", deducimos que a'? ~ =1 (méd p)

0at? " = —1 (médp).
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Siguiendo sz’ la misma manera, o bien se llega en algin momentoaun kcon 0 < k< r-1
tal que a2 = - 1(méd p), o bien resulta que 2* = 1 (méd p).

El test de primalidad de Miller-Rabin funciona entonces como sigue:

e dado 7 € N impar, se escribe #-1=#-2"con » € Ny ¢ € N impar;

o seecligeatalque2 <z <n-1alazar

e secalculaz’(méd »). Sia’=1(mdd n) 0 a’=-1 (médd n), decimos que 7 probablemente
sea primo; ) . oy

e sino, se calculan sucesivamente a'?=(a")? a"*'=(a"?)? ..., a"* =(a"* ")?...(méd p)
hasta obtener como resultado -1, o bien hasta llegar a a2 . Sien algtin paso el
resultadoes af? = -1 (méd ), decimos que 7 probablemente sea primo. De lo

contrario, tenemos que:
a'#1 (médn) vy at?* # —lparatodo 0 <k<r-—1
v, por la proposicién anterior, podemos asegurar que 7 es compuesto.
Se puede ver que si 7 es compuesto, la propiedad:
a'=1 (médn) o at? =1 (méd n) para algin 0 < k < r
se cumple a lo sumo para la cuarta parte de los # tales que 1 < 2 < 7 - 1. Es decir, que la
probabilidad de que para un 7 compuesto el test diga que 7 probablemente sea primo es

alo sumo 1/4. Esto nos dice que repitiendo el test para distintos valores de 2 podemos
hacer que la probabilidad de obtener una respuesta incorrecta sea muy chica.

EjemrLo. Apliquemos el test de Miller-Rabin a 7 = 561.

e Escribimos 7 - 1 = 560 = 35 - 24,

e Elegimos « tal que 2 < 2 < 560, por ejemplo, 2 = 2.

e Calculamos 2 = 263 (mdéd 561). Como 2% #1 (mdd 561) y 2% #-1 (méd 561),
continuamos.

e Elevamos al cuadrado sucesivamente:

o (29)? =263 = 166 #-1 (méd 561)
o (25)% =166 = 67 #-1 (méd 561)
e 2 = 672 = 1%-1(méd 561)

e Concluimos que 561 es compuesto.

0 9. Aplicacién: criptogratia

La criptografia se encarga de estudiar coémo enviar mensajes de manera secreta. El
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objetivo es que solamente el receptor a quien queremos enviarle el mensaje pueda

leerlo vy entenderlo, es decir, que si otra persona (en particular, alguien que nosotros no
y q g q

queremos que lea el mensaje) logra acceder a la informacién, no pueda interpretarla.

Para esto se utilizan distintos métodos de encriptacidn'y, esencialmente, el proceso funciona

como explicamos a continuacién:

o cl emisor encripta el mensaje, es decir, convierte la
informacion original o texto plano en texto cifrado,
que en apariencia no tiene sentido,

e se transmite el texto cifrado,
el receptor desencripta el mensaje recibido, es decir,
lo vuelve a su forma original.

Lo importante en este esquema es que si el texto
cifrado es interceptado por quien no es el receptor, sea
muy dificil o mejor adn, imposible, de descifrar.

El texto plano del mensaje 7z es encriptado por el emisor

usando un método[ e]; el resultado es el texto cifrado c que

se transmite al receptor, quien lo desencripta por medio de
mpara recuperar el mensaje original 7z.

m-—]e]— ¢ —>E—> m

Emisor Receptor

Procedimientos de este tipo se han utilizado desde la antigiiedad: por ejemplo, se cuenta que
Julio César utilizaba un esquema de encriptacién basado en una tabla como la siguiente:

0|l A|D 13l N|Q
1] B |E 14| O | R
2| C|F 15| P | S
3| D|G 6] Q| T
41| E[H 17| R | U
S| F |1 18| S|V
61 G |J 9| T W
7] H|K 20)| U [ X
8| I |L 21| V | Y
9 J [M 22| W | Z
10{| K | N 23| X | A
1M L|O 24| Y | B
12(| M | P 25| Zz | C

La segunda columna de estas tablas contiene, ordenadas, las 26 letras del alfabeto. La tercera
columna, también contiene todo el alfabeto ordenado, pero comenzando desde la letra D y
volviendo a comenzar con la A una vez que se termina. Para encriptar una palabra, se reemplaza
cada una de sus letras por la ubicada a su lado en la tabla anterior. Por ejemplo, la palabra

ATAQUE
se codifica como

DWDTXH.

Para desencriptar se utiliza la tabla de manera inversa: se lee en la tercera columna y se

busca su interpretacién en la segunda.

El mecanismo para encriptar resulta ser simplemente reemplazar cada letra por la que
estd tres lugares mds adelante en el alfabeto, leyéndolo en forma circular (o sea, “abc... x
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yzab ..”),y para desencriptar, reemplazar cada letra por la que estd tres lugares antes.

Podemos interpretar esto en términos matemdticos como sigue: representamos cada letra
por un elemento x € Z,, (el nimero ubicado en la primera columna de las tablas) y para
encriptarla calculamos:

e(x)=x+3 enZy

y escribimos la letra representada por el elemento obtenido. Por ejemplo:

e laletra Q corresponde al elemento 16 € Z, ; para encriptar, calculamos 16 + 3 = 19
en Z,, y buscamos a qué letra corresponde: la T;

e laletra Y corresponde a 24 € Z,.; para encriptar, calculamos 24 + 3 =1 en L,y
buscamos a qué letra corresponde el resultado: la B.

Para desencriptar, reemplazamos cada letra por el elemento correspondiente y € Z,
y calculamos:
d(y) =y—3 enZy

Por ejemplo, para desencriptar la letra C, que corresponde al elemento 2 € Z,,
calculamos 2 - 3 = 25 en Z,, y buscamos a qué letra corresponde: la Z.

Es fdcil generar nuevos métodos de encriptacién que funcionen de esta manera,
observando que e y d no son otra cosa que una funcién biyectiva e : Z,, — Z, y su
inversa d = e™'. Por ejemplo, podriamos tomare(x) =3 -x+4yd(y) =9 -y + 16.

El inconveniente de los métodos de encriptacién como éste, en los que cada letra se reemplaza
siempre por el mismo simbolo, es que son ficilmente vulnerables. Dado un texto encriptado
de esta manera, si se analiza la frecuencia con que aparecen los distintos caracteres es posible
descubrir qué letras representan (por ejemplo, las vocales A y E aparecen con mucha frecuencia
en un texto; lo mismo ocurre con consonantes como la S o laT).

Por este motivo, para aplicaciones en las que la seguridad es muy importante, se utilizan
otros métodos mis sofisticados. En lo que sigue, introduciremos el algoritmo RSA, ideado
por Ron Rivest, Adi Shamir y Leonard Adleman en 1977. Este procedimiento hace uso
de dos claves: una clave piiblica, que puede ser conocida por todos y se utiliza para
encriptar, y una clave privada, que s6lo debe conocer quien recibird el mensaje, y que se
usa para desencriptar. Al igual que el ejemplo bdsico que vimos antes, el algoritmo RSA
se basa en cdlculos de aritmética modular, en este caso, potenciacién en lugar de suma.

Supongamos que Andrea le va a enviar un mensaje a Belén. Para armar las claves, Belén
procede como sigue:

e genera dos primos grandes al azar p # ¢, aproximadamente del mismo tamafo;

e ceulan=p-qyon)=@p-1)-(G-1);

e clige un entero e tal que:

l<e<ep(n) y medlepn))=1
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El par (e, 7) es la clave publica que Belén da a conocer.
e calcula el inverso de e en ZW), es decir, obtiene el tinico 4 con:

l1<d<e(n) y e-d=1(méde(n))
El par (d, n) es la clave privada que Belén guarda en secreto.
Ahora, para mandar el mensaje, Andrea lo representa por un nimero mconl1 <m<n-1ly

coprimo con 7 (si el mensaje es largo, lo separa en partes y lo representa por varios nimeros),
y luego lo encripta usando la clave publica de Belén:

Finalmente, envia el resultado ¢ = e() a Belén.

Belén recibe ¢y lo desencripta usando la clave privada que sélo ella conoce:

EjempLO. Supongamos que Andrea quiere mandarle el mensaje 7 = 87 a Belén. En
primer lugar, Belén genera las claves:

o cligep=11,4=17;

o calculan=11-17 =187y 9(n) = 10 - 16 = 160;

e clige un entero ¢ tal que 1 < ¢ < 160 y mcd(e, 160) = 1, por ejemplo e = 7. Hace
publica la clave (7, 187);

e busca el inverso de e = 7 en L,y €5 decir, resuelve:

7-d=1 (méd 160)

obteniendo 4 = 23 (ya que 7-23 = 161 = 1 (méd 160)). Entonces (23, 187) es la

clave que Belén se guarda para desencriptar el mensaje de Andrea.
Una vez que tiene la clave (¢, #) = (7, 187), Andrea encripta su mensaje 72 = 87 calculando:
me =877 en Zigr
Para esto, haciendo las cuentas en Z, . calcula:
87% = 7.569 = 89
87 = (872)? = 892 = 7.921 = 67

877 = 871+2+4 =871 . 872 . 874 =87.89 - 67 = 43

Envia entonces e(87) = 43.
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Finalmente, Belén desencripta la informacién recibida usando su clave privada (4, ») = (23, 187),
nuevamente calculando en Z, o

43% = 1.849 = 166

43* = (43%)? = 166% = 27.556 = 67

43% = (43%)2 =67 = 4.489 = 1

4310 = (43%)2 =12 =1

4323 = 1116H4424 — 1716114112 . 11 = 1 67 - 166 - 43 = 87

Obtiene de esta manera, d(43) = 87, que es el mensaje original que Andrea querfa enviarle.

Veamos que en cualquier caso, si Belén recibe ¢, entonces d(c) = 7, el mensaje original. Es
decir, Belén siempre descifra correctamente el mensaje. Recordando que ¢ = e(m), esto es

equivalente a verificar que:
d(e(m)) =m

Ahora bien, d(e(7)) = (e(m))’= (m°) = m“? en ZZ ; con lo cual, debemos ver que:
m¢? =m enZ,
o equivalentemente, que:

m®? =m (médn)

Para esto utilizaremos el pequeno teorema de Fermat. En primer lugar, recordemos que
como 7 = p - g con py g primos distintos (y por lo tanto, enteros coprimos), vale que:

me»d

me<d

m (méd p)

ed 4
m“ =m (médn) <~ { m (méd q)

La eleccién de las claves 4 y e se hizo de manera que ¢ - 4 = 1 (mdd ¢(n)), donde
9(n) =(p-1)-(g-1). Entonces, existe # € Z tal que ¢ - d=1+(p-1) - (- 1) - k, y, por
lo tanto:

me-d _ m1+(p—1)-(q—1)-k S (mp—l)(q—l)-k

Mirando ahora médulo p y teniendo en cuenta que, por el pequefio teorema de Fermat,
vale m 7' = 1 (mbd p) (observar que p no divide a m, ya que (m : n) = 1), resulta que
m = m (méd p). De la misma manera, 7% = m (méd ¢). En consecuencia, tenemos que:
m®? =m (médn)

sPor qué es dificil descifrar el mensaje para alguien que intercepta el envio de Andrea?
Observemos que para hallar 7 a partir de ¢ = m° es suficiente conocer d (asi es como
Belén descifrard el mensaje). Pero para calcular 4, lo que se hizo fue buscar el inverso de
e médulo ¢(7). Esto es ficil de hacer conociendo ¢(7), pero quien intercepte el mensaje,
lo que conoce es la clave publica (e, 7), es decir, conoce 7, pero no ¢(7). Nuevamente,
9(n) = (p-1) - (g-1) es ficil de calcular una vez que conocemos p y ¢, es decir, una vez
que factorizamos 7. Y aqui estd el problema: factorizar niimeros naturales grandes es dificil.
Por dificil entendemos que requiere de mucho tiempo: se cree que la cantidad de tiempo
necesaria para factorizar un niimero natural crece casi exponencialmente a medida que
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aumenta el tamafno de 7. Por este motivo, en la actualidad se utilizan nimeros de mds

de 300 digitos en el algoritmo RSA.

No estd probado que para ser capaz de desencriptar mensajes (es decir, recuperar 7
conociendo ¢ = m‘en Z 'y la clave publica (e, 7)) sea necesario conocer la factorizacién
de 7 = p-q. Sin embargo, hasta el momento, no han surgido alternativas mds eficientes
y, mds atin, existe un método probabilistico para factorizar # = p-g basado en poder
descifrar mensajes de RSA. Por todo esto, el algoritmo RSA es uno de los métodos mds
utilizados en la actualidad en las aplicaciones donde realmente es necesario transmitir
informacién de manera segura; de hecho, se usa a diario en Internet cuando se visita una
pdgina segura que requiere una clave para ingresar (como la de un banco).
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