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8 Todo lo que usted quiere saber sobre matemática f inanciera,  pero no se anima a preguntar

Prefacio

Esta publicación está dirigida a estudiantes y docentes del nivel medio. El objetivo ha
sido introducir las principales nociones de matemática financiera, desde las más básicas
hasta las más avanzadas que se puedan lograr en función de los conocimientos alcanza-
dos por un alumno de secundaria.

El desarrollo de los temas se ha hecho a través de ejemplos, en los cuales se introducen
gradualmente los conceptos y métodos de resolución de problemas. Al final de cada
capítulo se ha incluido una lista de ejercicios de aplicación y sus resoluciones.  Consta
de once capítulos y tres apéndices.

En el Capítulo 1 se hace un breve repaso de los principales hitos que influyeron en el
desarrollo histórico de la Matemática Financiera. De lo visto allí, podemos separar en
dos partes el resto del libro. Una de las partes está formada por los capítulos 2, 3, 4, 5,
6, 7 y 9 que sólo requieren de la matemática disponible hasta el siglo XIII, en pleno
medioevo. Los restantes capítulos hacen uso de métodos y técnicas que fueron dispo-
nibles recién a partir del siglo XVII.

En el capítulo 2, se introduce el tema de sucesiones aritméticas y geométricas y se mues-
tra una gran variedad de sus aplicaciones.

En los capítulos 3 y 4, se introducen las nociones básicas de tasas de interés y de des-
cuento, junto a una variedad de fórmulas que los involucran.

En el capítulo 5 se describen las operaciones financieras y formas de pago usadas
más frecuentemente.

El capítulo 6 trata sobre ciertas sucesiones de pagos de duración finita o indetermina-
da para los cuales se pueden encontrar fórmulas que expresen el valor actual y el valor
final de las mismas.

En el capítulo 7 se desarrollan los sistemas más comunes de pagos de deudas en cuotas:
sistema francés, alemán y americano.

En el capítulo 8 se introduce la noción de flujo de caja, que permite ver con nuevos
ojos los conceptos desarrollados en los capítulos anteriores.

El capítulo 9 está dedicado a clarificar el abuso que se observa muchas veces en las
publicidades que se refieren a tasas de interés. En particular, se muestra cómo se puede
anunciar una tasa más pequeña que la real.
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P r e f a c i o

En el capítulo 10 se intenta mostrar el comienzo del camino que siguió la matemática
financiera en el siglo XX. Esto hace que se necesiten algunos conocimientos muy bási-
cos de probabilidades, los cuales han sido desarrollados en el texto. Con esto se logra
hacer un modelo que permite dar un valor aproximado al derecho de comprar una
acción a un precio prefijado y en un tiempo determinado.

En el capítulo 11 se desarrollan los conceptos matemáticos que permiten dar sentido a
la capitalización continua.

Se han incluido tres apéndices que complementan los conjuntos de ejercicios. Estos se
refieren al uso de la planilla de cálculo, la calculadora financiera y tablas de valores úti-
les. Se recomienda al lector recurrir a ellos cuando la resolución de los ejercicios vaya
más allá del cálculo con lápiz y papel. Se espera que una lectura temprana de estos apén-
dices le permita al lector realizar los ejercicios con el menor número de inconvenientes.

9
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I n t r o d u c c i ó n :  U n  p o c o  d e  h i s t o r i a

Cada vez que tomamos una decisión económica estamos usando herramientas de la
matemática aunque, muchas veces, nos cueste darnos cuenta. Muchas personas toman
buenas decisiones, basadas en una gran experiencia, que incluye éxitos y fracasos. La
matemática pone a nuestra disposición técnicas y métodos para resolver todo tipo de
problemas, y en particular los económicos. Su estudio nos provee un camino más corto
para aprender a tomar las mejores decisiones y saber justificarlas. 

En este libro trataremos diversos aspectos de la matemática relacionados con la resolu-
ción de problemas financieros.

El origen de la matemática financiera se debe rastrear hasta los albores de la civilización.
Podemos notar que, a lo largo del tiempo, el desarrollo de nuevas herramientas mate-
máticas ha guardado una estrecha relación con el surgimiento de operaciones
financieras cada vez más sofisticadas.

En el capítulo 3 estudiaremos la noción de interés. Desde un punto de vista histórico, obser-
vamos que este concepto ha estado presente en toda sociedad que haya desarrollado, aunque
sea mínimamente, su comercio. Por ejemplo, si nos remontamos a la civilización sumeria
asentada en la parte sur de la antigua Mesopotamia, considerada la primer y más antigua civi-
lización del mundo, vemos que, ya en el tercer milenio AC, tuvo una importante actividad
comercial. Esto ocurrió a la par que desarrollaban un avanzado sistema de numeración: el
posicional de base 60. Este sistema, que también se conoce como sexagesimal, perdura hoy
en la medición de ángulos o de tiempo como tributo a los avances sumerios en astronomía.

Dicho sistema, permitió a los sumerios realizar con agilidad las operaciones aritméticas nece-
sarias para el comercio, como por ejemplo, el cambio de monedas, que estaba basado en los
porcentajes de las aleaciones de oro y plata que cada una poseía.

En Babilonia hace cuatro mil años, ya era usual prestar a interés. Por ejemplo: en el Código
de Hammurabi (alrededor de 1850 AC) se encuentra tallada en piedra la siguiente ley:

“Si un mercader ha hecho un préstamo de grano o plata, por el grano tomará un
panu y cuatro sutu por cada kur. Si hizo un préstamo de plata tomará un sexto
de shekel y seis granos por cada shekel.”

Aunque para nosotros estos términos sean tan lejanos como el tiempo en que fueron
escritos, se puede desentrañar su significado. Según el historiador Roth, esto correspon-

11

Capítulo 1
Introducción: 
Un poco de historia
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12 Todo lo que usted quiere saber sobre matemática f inanciera,  pero no se anima a preguntar

de a una tasa del 33% en el primer caso y 20% en el segundo. Notemos que la noción
de tiempo no estaba explicitada en la ley. Esta falencia era aprovechada, a veces, para
hacer usura, ya que podían cobrar un interés bajo y luego reclamar la devolución del
préstamo en un lapso corto. En el capítulo 8 veremos formas actuales de producir una
tasa de interés efectiva mayor que la tasa publicitada.

De la lectura de la Biblia, sabemos que los israelitas tenían prohibido prestarse entre sí
a interés. Más adelante, el cristianismo retoma esta prohibición. Santo Tomás de
Aquino argumenta contra el interés porque dice que: “sólo Dios dispone del tiempo”.
A partir de dicho argumento, podemos notar que se introduce la noción de tiempo en
el cálculo de intereses.

En la civilización griega, la mayoría de los grandes pensadores consideraban indignas
las aplicaciones de las matemáticas a los problemas cotidianos (comerciales). Aristóteles
en su obra “Politika” toma una posición contraria al comercio, porque lo considera una
actividad para ganar a costa de los demás. También está en contra del interés, porque el
hecho de que el dinero se reproduzca por sí sola, le parece una aberración. En concor-
dancia con esto, hebreos, romanos y griegos desarrollaron un sistema numérico en el
cual era muy difícil efectuar la multiplicación, con lo cual se volvía muy engorroso
hacer, por ejemplo, una conversión de monedas o un cálculo de interés.

En el capítulo 3 veremos cómo los economistas ingleses, desde hace ya dos siglos, jus-
tifican el cobro de interés.

En el último capítulo veremos que el mecanismo usado por Tales (ver recuadro), es el prin-
cipio de los derivados.  Estos instrumentos permiten a unos, asegurarse de no tener grandes
pérdidas, y a otros tener la posibilidad de obtener grandes ganancias con un pequeño capital.

El comercio se desarrolla muy
lentamente durante la edad
media, hasta que hace 800 años
Leonardo de Pisa, más conocido
como Fibonacci, introduce en
Italia la numeración decimal
que aprendió de los árabes que,
a su vez, la obtuvieron de los
hindúes. Esta es posicional y, a
diferencia de la babilónica, es en
base diez y posee una notación
especial para el cero. Es la que
usamos actualmente.

En su obra “Liber Abaci” (1202) Fibonacci resume toda la matemática conocida por los
árabes e hindúes, muestra el uso de la nueva notación, que es adoptada paulatinamen-
te debido a sus ventajas de cálculo. 

Paralelamente, comienzan a funcionar los antepasados de los bancos europeos. En Italia
era común que alguien con capital para prestar se ubicara en un banco de plaza (banca)

Aristóteles, en la misma obra citada anteriormente, cuenta una anécdota
muy interesante sobre Tales de Mileto, al que conocemos por su famoso teo-
rema de geometría. Dice que los vecinos de Tales se burlaban de él y
opinaban que la filosofía (en esa época la matemática era una rama de ella)
no servía para nada, ya que él no era rico. Para darles una lección, usó su
habilidad en astronomía y al observar que era muy probable que hubiera una
buena cosecha de aceitunas el siguiente año. Esto le daba un dato impor-
tante, pero él no poseía un capital suficiente para comprar un olivar. ¿Cómo
hizo entonces para aprovechar la situación? Con su escaso capital dejó las
señas necesarias para alquilar todos los molinos de la zona de Chios y
Mileto. Cuando la gran cosecha llegó, los dueños de los olivares debieron
alquilarle a él los molinos, y Tales pudo cobrar lo que se le antojó y hacer
una buena ganancia.
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I n t r o d u c c i ó n :  u n  p o c o  d e  h i s t o r i a

y allí hiciera sus negocios. De allí deriva el nombre que damos actualmente a las insti-
tuciones bancarias. Así, en el siglo XIII se retoma el desarrollo de la matemática
financiera, estancado durante más de mil años desde los tiempos del imperio romano.
En este período se crean las tablas para el cálculo del interés compuesto.

El gran avance siguiente es el desarrollo de las tablas de logaritmos, que permitieron rea-
lizar cálculos más precisos y rápidos para obtener una raíz enésima o una dividir entre
números con muchas cifras decimales.  Esto último fue de suma utilidad para el desa -
rrollo de la astronomía de esa época, y luego se extiende a todas las ramas de la
matemática que necesitaban resolver ecuaciones con precisión. En particular, en mate-
mática financiera permitirá resolver las ecuaciones planteadas para encontrar las tasas
de interés reales de un negocio, en tiempos que no se disponía ni siquiera la idea de lo
que sería una  calculadora.

Con el advenimiento del cálculo infinitesimal en el Siglo XVII se hace posible la capi-
talización continua. Es entonces que Bernoulli descubre el número e que es la cantidad
que deberíamos recibir al cabo de un año si depositáramos un peso a una tasa del 100%
anual, y ésta se capitalizara continuamente (ver capítulo 11). 

También en el Siglo XVII, nace la estadística.  Con ella, aparecen las tasas de mortali-
dad y se posibilita el desarrollo de las compañías aseguradoras. La idea es sencilla: si
sabemos que la tasa de mortalidad es un 2%, y se destina un 2% de los ingresos a un
fondo de compensación a los deudos de quien fallezca, ninguna familia debería perder
el sustento de un día para otro.  De igual manera,  si se transporta mercadería y se sabe
que alrededor de un 5% no llega a destino, se puede formar un fondo común donde
cada comerciante aporta el equivalente al 5% de la mercancía enviada, y con éste se pro-
tege a quienes sufran la pérdida.

El cálculo de probabilidades está en la base de la matemática financiera moderna. Se con-
sidera su  fecha de nacimiento el 1900, cuando el matemático francés Louis Bachelier
presenta su tesis doctoral: Sobre la especulación financiera, en la que muestra un modelo
matemático para la cotización de acciones en bolsa. En dicha tesis, observa la similaridad
entre los movimentos de la cotización de las acciones y de una partícula de polen flotan-
do en el aire, u otro medio, fenómeno que había sido observado por el botánico Robert
Brown.  Este se llamó movimiento browniano en su honor, y fue llevado a la fama en
1905 por Albert Einstein en su tesis de doctorado para la Universidad de Zurich.

En 1945, el matemático japonés Kiyoshi Ito desarrolla un análogo del cálculo diferencial
aplicable a funciones de las cuales sólo se conoce la probabilidad de que tomen distintos
valores.  Esta área se llama  cálculo estocástico,  y en 2006 ganó el premio Gauss por su
desarrollo.  Esta es una herramienta imprescindible para la toma de decisiones en un con-
texto de incertidumbre donde sólo se tiene como dato la probabilidad de que algo suceda.

El siguiente gran paso se produce durante los años setenta cuando Fisher Black, Myron
Scholes y Robert Merton desarrollan técnicas para decidir el valor justo que le corres-
ponde a ciertos instrumentos financieros llamados derivados.  Por esta labor, los dos
últimos recibieron el Premio Nobel de economía en 1997 cuando F. Black ya había
muerto.  Sus desarrollos posibilitaron la  multiplicación de las operaciones realizadas.

13
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Esto causó una explosión en los mercados de valores. Un caso particular de estos deri-
vados son las opciones de compra o venta, que serán tratadas en el último capítulo.

El costado negativo de estos avances es la propensión a generar nuevos mecanismos de
inversión que, en caso de fallar la regulación o el control de los gobiernos, pueden pro-
ducir una crisis de magnitud nunca vista como la de 2008 que comenzó con el
otorgamiento masivo de créditos hipotecarios con escasa garantía en un momento en
que las tasas de interés estaban en su mínimo histórico. Al subir éstas bruscamente, se
desató la crisis.

Todo lo que usted quiere saber sobre matemática f inanciera,  pero no se anima a preguntar
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P r o g r e s i o n e s  a r i t m é t i c a s  y  g e o m é t r i c a s

Muchas veces escuchamos hablar de un crecimiento aritmético o geométrico y lo asocia-
mos con un crecimiento lento o rápido, respectivamente. ¿Qué significan estos términos?

Se dice que algo crece (o decrece) aritméticamente, si en cada etapa se le va sumando
(o restando) una cantidad constante.

Por ejemplo, si durante la semana pasada la temperatura creció un grado por día, pode-
mos decir que creció aritméticamente.

Si las reservas del BCRA (Banco Central de la República Argentina) suben 200 millo-
nes de dólares por semana, se habla de un crecimiento aritmético.

Si el peso de una persona que realiza una dieta, reduce un kilogramo por mes, decimos
que decrece en progresión aritmética.

Se dice que algo crece (o decrece) geométricamente si en cada etapa se multiplica por
una cantidad constante mayor que 1 (o menor que 1).

Algunos ejemplos de crecimiento geométrico son: 

· Una población de bacterias con suficiente alimento que se multiplica 8 veces por hora.

· Una cantidad de carbono-14, donde el radioisótopo del carbono se multiplica por 0,5
cada 5.730 años.

Otro ejemplo clásico de crecimiento geométrico es el siguiente:

Cuenta la historia que un rey quedó tan contento con el juego del ajedrez que había
sido diseñado para él, que ofreció a su creador regalarle lo que quisiera. Este le contes-
tó que “sólo” quería obtener como recompensa un grano de trigo por el primer
casillero, 2 por el segundo, 4 por el tercero, 8 por el cuarto y así sucesivamente hasta
llegar al casillero 64. El rey quedó sorprendido por tan modesto pedido y mandó a su
visir que trajera una bolsa con los granos reclamados. Mayor fue su sorpresa cuando el
visir hizo los cálculos y vio que no había tal cantidad de granos en toda la tierra.

15

Capítulo 2
Progresiones aritméticas
y geométricas
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Un crecimiento geométrico similar ocurre en los primeros días después de la concep-
ción, cuando de una célula original se producen dos y de cada una de las obtenidas se
vuelven a obtener dos, y así sucesivamente, aunque sólo por unos días.

En otras palabras, si se cumple que an+1 – an = R  n N entonces {a1, a2, . . . , an, . . . } es
una progresión aritmética.

Luego de considerar los ejemplos anteriores, la primera pregunta que nos planteamos
es la siguiente:

¿Cómo se calcula el enésimo término de una progresión aritmética {a1, a2, . . . , an, . . .}
de razón R?

Vemos que:  a2 = a1 + R, a3 = a2 + R = a1 + R + R = a1 + 2R, razonando de la misma
forma a4 = a1 + 3R, en general intuimos que an = a1 + (n – 1)R. Esto se puede expresar
con el concepto de suma telescópica, esto es, una suma que colapsa. Observemos que

de donde an = a1 + (n – 1)R

Si bien el razonamiento es muy convincente, no llega a ser una demostración (el punto
débil son los puntos suspensivos que se usaron). En el ejemplo 2.6 se demostrará que
la fórmula es verdadera cualquiera sea el n.

R +R + · · ·+R = (an − an−1) + (an−1 − an−2) + . . .+ (a2 − a1)

= an + (−an−1 + an−1) + (−an−2 + an−2) + · · ·+ a2)− a1

= an − a1

1. Progresiones aritméticas

Definición 2.1 Llamamos progresión aritmética a una sucesión de números {a1, a2, . . . , an, . . . }
que tiene la propiedad de que la diferencia entre dos consecutivos es igual a una
constante R, que llamaremos razón de la progresión.

Ejemplo 2.1 La sucesión de los números naturales {1, 2, 3, . . . } es una progresión aritmética
de razón R = 1.

Ejemplo 2.3 La sucesión de los números naturales {-1, -2, -3, . . . } es una progresión aritmética
de razón R = -1.

Ejemplo 2.2 La sucesión constante {2, 2, 2, . . . } es una progresión aritmética de razón R = 0

1.1. El enésimo término de una progresión aritmética
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Existe un método muy ingenioso para probar que
una fórmula es válida para todos los números
naturales. Para ilustrarlo visualmente, podemos
pensar que cada natural corresponde a una ficha
de domino y que éstas se colocan en fila de tal
manera que al caer la primera, ésta hace caer la
segunda y así sucesivamente. (Ver figura 2.1).  Se
llama método de inducción completa y consiste
en lo siguiente:

Supongamos que tenemos dos funciones
F : N R y G : N R y queremos pro-
bar que F(n) = G(n)  n  N entonces:

Primero, se prueba que la fórmula es válida para n = 1, es decir se verifica que F(1) = G(1).

Segundo, se hace una hipótesis inductiva, es decir, se asume que la fórmula es válida para
un natural n = k y, a partir de allí, se prueba que eso implica que será válida para el
siguiente natural n = k + 1.

De esto, se concluye que la fórmula vale para todo número natural, porque si se verifi-
ca que vale para n = 1, entonces se podrá aplicar la segunda parte del método con k = 1
y así concluir que vale para k = 2. Si repetimos el procedimiento pero con k = 2, sabre-
mos que vale para k = 3. De esta manera,  armamos una maquinaria que permite
verificar que la fórmula será válida para todos los naturales.

17

Ejemplo 2.4En un país sólo ingresan 1.000 inmigrantes por año. Si llamamos con I1 la canti-
dad de inmigrantes que hay actualmente, y con In+1 la que habrá dentro de n
años, se ve que {Ii} es una progresión aritmética.

Ejemplo 2.5¿Es posible tener triángulos rectángulos cuyos lados sean enteros y estén en pro-
gresión aritmética? Supongamos que los lados son de longitud a, a + R y a + 2R,
entonces debe cumplirse el teorema de Pitágoras:

Si despejamos R tenemos R =              esto nos da las posibilidades R = –a y
R =   . La primera nos da un lado de longitud 0, por lo tanto no sirve. En la segun-
da como a y R deben ser enteros a es múltiplo de 3 y se tiene entonces las ternas
{3n, 4n, 5n}, que corresponden a todos los triángulos que tienen lados enteros y son
equivalentes al clásico triángulo de lados 3, 4 y 5.

(a+ 2R)2 = (a+R)2 + a2 de donde

a2 + 4aR + 4R2 = a2 + 2aR +R2 + a2 por lo tanto obtenemos

3R2 + 2aR− a2 = 0

2. Inducción completa y el efecto dominó

F i g u r a  2 . 1

−a±
√
a2+3a2

3a
3
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En general, el método sirve para probar que una familia de propiedades Pn son verdaderas.

Paso uno: probar que P1 es verdadera.
Paso dos: probar que si Pk es verdadera, entonces Pk+1 es verdadera.

Del ejemplo se sigue que toda progresión aritmética queda determinada por sus dos pri-
meros términos.

Una progresión {an}, puede pensarse como una función a : N R que asigna a cada
natural n el número an.

Si graficamos una progresión aritmética, observaremos
que los valores que va tomando están alineados.  Ellos
se encuentran sobre el gráfico de la recta y = a1 + Rx.

Una famosa anécdota sobre el gran matemático Karl F.
Gauss cuenta que, un día su profesor de primaria (apa-
rentemente con el objetivo de descansar un rato) pidió a
sus alumnos que sumaran todos los números del 1 al 100.
El pequeño Gauss entregó la respuesta velozmente, sor-
prendiendo al profesor. ¿Cómo hizo tan rápidamente el
cálculo? Según le explicó al maestro, observó que si suma-
ba el primero y el último obtenía 101, el segundo y el anteúltimo también 101, y así hasta llegar
a 50+51=101.  En total obtuvo 50 veces 101 es decir 5.050, que es la respuesta exacta.

Una variante de esta idea se puede usar para dar una fórmula para la suma de los pri-
meros n números:

S = 1 + 2 + 3 + · · ·+ (n− 1) + n

S = n+ (n− 1) + · · ·+ 3 + 2 + 1 sumando m. a m.

2S = (n+ 1) + (n+ 1) + · · ·+ (n+ 1)

2S = n(n+ 1)

S = n(n+ 1)/2

Ejemplo 2.6 Una progresión aritmética {an} cumple an = a1 + (n – 1)(a2 – a1).

Primero verificamos que a1 = a1 + (1 – 1)(a2 – a1).

Luego, suponemos que vale ak = a1 + (k – 1)(a2 – a1), y probaremos que entonces
debe ser cierta la igualdad ak+1 = a1 + (k + 1 – 1)(a2 – a1).

Para esto usamos que, por ser una progresión aritmética la diferencia entre dos
consecutivos debe ser la misma. Por lo tanto ak+1 – ak = a2 – a1.

Despejando, se obtiene ak+1 = ak + (a2 – a1) y ahora reemplazamos ak usando la hipó-
tesis inductiva.

Tenemos entonces ak+1 = a1 + (k – 1)(a2 – a1) + (a2 – a1) finalmente llegamos a que
ak+1 = a1 + (k + 1 – 1)(a2 – a1) deberá ser cierto.

G r á f i c o  2 . 1

1, 2, 3, 4,...
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Una notación muy útil para trabajar con sumas es la siguiente: 

Tiene la propiedad que:

Por ejemplo, con esta notación escribimos la suma Sn de los primeros n números como:

Supongamos que deseamos calcular la suma Sn de los primeros n términos de una progre-
sión aritmética {ai} de razón R, esto es . Si recordamos que ai = a1 + (i – 1) R,
usando la propiedad, se tiene:

n∑

i=1

cai + bi = c
n∑

i=1

ai +
n∑

i=1

bi

Sn =
n∑

i=1

i

Sn =
∑n
i=1 ai

n∑

i=1

ai = a1 + a2 + · · ·+ an−1 + an

n∑

i=1

ai =
n∑

i=1

a1 + (i− 1)R

=
n∑

i=1

a1 +R
n∑

i=1

(i− 1)

= na1 +Rn(n− 1)/2

19

Ejemplo 2.7Podemos calcular la suma de los primeros n números
impares.

Esto se puede ver en el gráfico 2.2:

n∑

i=1

(2i− 1) = 2
n∑

i=1

i−
n∑

i=1

1 = n(n+ 1)− n = n2

Ejemplo 2.8La forma de los dos gráficos anteriores sugiere llamar números triangulares y cua-
drangulares a la suma de los primeros n términos de las progresiones aritméticas
1, 2, 3, . . . y 1, 3, 5, . . . , respectivamente. Denotaremos a los primeros con Tn y a
los segundos con Cn. Esto se puede generalizar y definir números pentagonales Pn ,
hexagonales Hn ; etc. como la suma de los primeros n términos de las progresiones
aritméticas que comienzan con 1 y tienen razón 3; 4; etc. Geométricamente se
cuentan los puntos en los correspondientes polígonos

Ejemplo 2.9Un problema que podemos resolver con estas sumas es calcular el número máxi-
mo an de regiones en que se puede dividir un plano usando n rectas. Por ejemplo,
si usamos una recta partimos al plano en dos, en consecuencia a1 = 2. Si usamos
dos rectas, podemos partirlo en cuatro regiones si se cortan y en tres si no, por lo
tanto a2 = 4. Si tenemos el plano partido en an regiones y trazamos una nueva recta

G r á f i c o  2 . 2

42 = 1 + 3 + 5 + 7
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que no sea paralela a ninguna de las anteriores, esta contendrá n puntos distintos
provenientes de las intersecciones con las n rectas. Estos n puntos determinan
n + 1 segmentos (dos de ellos infinitos). Cada uno de estos segmentos, parte en dos
a una de las an regiones agregando así una región por cada segmento. Tenemos
que an+1 = an + (n + 1). Entonces:

De donde obtenemos que an = n (n + 1)/2 + 1

n∑

i=1

ai =
n∑

i=1

a1 + (i− 1)R

=
n∑

i=1

a1 +R
n∑

i=1

(i− 1)

= na1 +Rn(n− 1)/2

Ejemplo 2.10 Si {an} es una progresión aritmética de razón R, la sucesión derivada { } es la
progresión constante R, ya que an+1 – an = R n  N.

Recíprocamente, si {an} tiene sucesión derivada constante = R, entonces {an}
es una progresión aritmética de razón R. Si R = 0 entonces an es constante.

Si las sucesiones derivadas de {an} y {bn} son iguales, entonces la diferencia
{an –bn} tiene derivada 0 y por lo tanto an = bn + R n N. Geométricamente, vemos
que an y bn están sobre rectas paralelas.

a ′n

a ′n

Ejemplo 2.10 Si la sucesión derivada de {an} es una progresión aritmética de razón R, ¿qué
puede decirse de an?

Sabemos que = a0+ nR

Usando el TFCD tenemos .

Por lo tanto, 

Quiere decir que la sucesión es un polinomio de segundo grado en n.

a ′n

an+1 − a1 =
∑n
i=1(a0 + iR) = na0 +Rn(n+ 1)/2

an+1 = a1 + na0 +Rn(n+ 1)/2 =
R
2
n2 + (R

2
+ a0)n+ a1

Definición 2.2 Dada una sucesión de números {an} podemos formar la sucesión derivada { }
que está definida por: = an+1 – an

a ′n
a ′n

Demostración Basta observar que la suma de las derivadas es una suma telescópica que colap-
sa en el miembro de la derecha.

Teorema 2.1 Teorema fundamental del cálculo discreto 
n∑

i=1

a!
i = an+1 − a1′
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Para definir una progresión geométrica sólo tenemos que cambiar diferencia por divi-
sión en la definición de progresión aritmética, más precisamente tenemos:

En otras palabras, si se cumple que   n  N, entonces {a1, a2, . . . , an, . . . }
es una progresión aritmética.

De los ejemplos, se observa que hay una manera muy sencilla de obtener una progre-
sión geométrica de una progresión aritmética de números enteros {an}. Se puede hacer
tomando cualquier número positivo, por ejemplo el 2, y formando { }. Esta es geo-
métrica, ya que constante. Usamos la propiedad 
que viene de abac = ab+c. Esta propiedad vale también para b y c racionales (e inclu-
so para b y c reales) si definimos a .

El matemático escocés John Napier en 1914, independientemente el suizo Joost Bürgi
seis años después, inventaron los logaritmos, tratando de relacionar las progresiones
geométricas con las aritméticas.  Si tenemos una progresión geométrica an y fijamos un
número positivo como el 10, queremos hacerle corresponder una progresión aritméti-
ca bn de tal manera que . En otras palabras, se busca una operación inversa
a la potenciación.

an+1
an
= q

2an
ab

ac
= ab−c

2an+1

2an
= 2an+1−an = 2R = q

a
1
n = n

√
a

an = 10
bn

21

Definición 2.3Dada una sucesión {an} podemos calcular la sucesión derivada de la sucesión
derivada { } y la llamamos derivada segunda denotada por { }.

Por lo visto anteriormente {an} es una progresión aritmética si y sólo sí   0.

a ′n a ′′n
a ′′n

Definición 2.4Llamamos progresión geométrica a una sucesión de números {a1, a2, . . . , an, . . . }
que tiene la propiedad de que el cociente entre dos consecutivos es igual a una
constante q, que llamaremos razón de la progresión.

3. Progresiones geométricas

Ejemplo 2.12La sucesión de las potencias de dos {2, 4, 8, . . . } es una progresión aritmética de
razón q = 2.

Ejemplo 2.13La sucesión constante {2, 2, 2, . . . } es una progresión geométrica de razón q = 1.

Ejemplo 2.14La sucesión de potencias de es una progresión geométrica de
razón .

1
2
: {1
2
, 1
4
, 1
8
, . . . }

1
2=q

Ejemplo 2.15La población de un país crece anualmente un 2%, quiere decir que si llamamos con
Pn a la población en el año n, Vemos que la población
forma una progresión geométrica de razón 1,02.

Pn+1 = Pn +
2
100
Pn = 1, 02Pn
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El problema que trataban de resolver Napier y Bürgi a principios del siglo XVII, era
agilizar los cálculos que realizaban los astrónomos de la época, que necesitaban multi-
plicar y dividir cantidades con muchas cifras decimales.

Dado que es mucho más fácil sumar que multiplicar y restar que dividir, la idea básica
detrás del desarrollo de los logaritmos fue encontrar una conexión que permitiera pasar
de multiplicaciones a sumas y de divisiones a restas. El logaritmo es la respuesta, gra-
cias a su propiedad característica:

Su aplicación requirió publicar tablas con gran cantidad de valores de logaritmos. Por
ejemplo, para multiplicar x por y se buscan en la tabla los valores de log10 x y log10 y, se
suman y se busca un número c cuyo logaritmo sea log10 x + log10 y, entonces c = xy.

El uso de los logaritmos permitió hacer cálculos mucho más precisos en astronomía, y
se difundió hacia todas las áreas que requirieran de cálculos efectuados con rapidez y
precisión. Durante tres siglos fue una herramienta fundamental para el cálculo.

En el siglo pasado, luego de la aparición de las calculadoras y las computadoras, se per-
dió completamente su uso en la práctica; pero en la matemática perdura como una
función fundamental porque permite modelar crecimientos no explosivos y transfor-
mar una operación de multiplicación en una de suma.

¿Cómo calcular el enésimo término de una progresión geométrica {a1, a2, . . . , an, . . . }
de razón R?

Sabemos que , de donde concluimos que an = a1qn–1

loga xy = loga x+ loga y

qn−1 = an
an−1

an−1
an−2

· · · a2
a1
= anb
ba1
= an
a1

Definición 2.5 Dados números a, b, c con a > 0 el logaritmo de b en base a es c si ac = b.

Se denota por loga b

Ejemplo 2.16 Queremos saber si los números 2, 6 y 42 forman parte de una progresión geométri-
ca. Si esto fuese cierto, existirían un número real q y dos enteros n y m tales que
6/2 = qn y 42/6 = qm. Elevando la primera ecuación a la m y la segunda a la n, vemos que:

Pero esto es imposible, ya que el número primo 3 divide al miembro de la izquierda
pero no al de la derecha.

Entonces, concluimos que 2, 6 y 42 no forman parte de ninguna progresión geométrica.

3m = (qn)m = (qm)n = 7n

Ejemplo 2.17 Se desea calcular el noveno término de una progresión geométrica que comienza
con 3 y 6. La razón de esta progresión es 6/3 = 2, luego haciendo n = 9 en la fórmu-
la obtenida previamente, tenemos a9 = 3 · 28 = 768.
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Recordemos que en 2.2 definimos la derivada de la sucesión {an}. ¿Qué ocurre
cuando tomamos la derivada de una sucesión geométrica de razón q?

. Por lo tanto se tiene que /an
es una constante igual a q – 1.

Cuando la progresión no es geométrica, la tasa tn = = an no es constante, pero se sigue
cumpliendo an+1 = (1 + tn)an.

a!
n = an+1 − an = an(an+1/an − 1) = an(q − 1)′ a ′n

a ′n

a ′n
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Ejemplo 2.18Se quiere encontrar el número x que hace que {2, x, 18} estén en progresión geo-
métrica. Tenemos que hallar un x que cumpla 18/x = x/2. Despejando, tenemos que:
x2 = 2 · 18 = 36 y por lo tanto x = ±6.

Ejemplo 2.19Se hace un conteo de una población de bacterias en intervalos de una hora, y se
observa que los valores se aproximan a una sucesión geométrica de razón 8. ¿Cuál
es su tasa de crecimiento?

Por ser una sucesión geométrica sabemos que su tasa de crecimiento es la constante
q – 1 = 8 – 1 = 7. Decimos entonces que la tasa de crecimiento es de 700% por hora.

Ejemplo 2.20En 1978 había 25 millones de argentinos, 30 años después hay 40 millones. ¿Cuál fue la
tasa de crecimiento anual? Si llamamos t a la tasa de crecimiento anual debemos tener:

entonces simplificando, debemos resolver 40/25 = (1 + t)30, por lo tanto .

40 · 106 = (1 + t)30 · 25 · 106

t = 30
√
1, 6− 1

Ejemplo 2.22Compramos una herramienta que cuesta $ 100 y pagamos en 6 cuotas sin interés
con una tarjeta cuyo banco nos devuelve el 10% de la compra, pero nos cobra un
seguro de 3 %. ¿Cuál es el ahorro final?

Pf = (1 + 0,03)(1 – 0,1)100 = (1 – 0,073)100, el ahorro fue de $ 7,30.

Ejemplo 2.21El precio P de cierto artículo aumenta 5% en julio y vuelve a aumentar 10% en
diciembre. El precio a fin de año Pf se puede obtener haciendo

Observamos que el precio final hubiera sido el mismo, si el primer aumento hubie-
ra sido de 10% y el segundo de 5 %.

También vemos que ambos aumentos son equivalentes a un único aumento de 15,5 %,
ya que (1 + 0,1)(1 + 0,05) = (1 + 0,155).

Pf = (1 + 0,1)(1 + 0,05)P

Definición 2.6Dada una progresión geométrica {an}, la constante /an se conoce como tasa de
crecimiento de la progresión {an}.

a ′n
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Si observamos que vemos que an es siempre el número entero más cercano a bn.

Para calcular a12 tomamos . Se
tiene que el entero más cercano es 144 y este no es otro que el duodécimo tér-
mino de la sucesión de Fibonacci.

Este número + = 1,618 . . . se conoce con el nombre de razón áurea o número
de oro, y se lo denota con la letra griega . El cociente de dos términos conse-

λn− < 4/10

λ12+√
5
∼ 1, 61812/2,236 ∼ 321,91574/2,236 ∼ 143, 96947

Ejemplo 2.23 La sucesión de Fibonacci

En1202, Fibonacci plantea en su libro Liber Abaci el siguiente problema:

Un granjero tiene un corral y quiere dedicarse a la cría de conejos. Una pare-
ja de conejos llega a su estado reproductivo en un mes y tarda un mes en
engendrar una pareja de conejitos. ¿Cuántas parejas de conejos tendrá el
granjero al cabo de 12 meses si comienza con una pareja de conejos recién
nacidos?  Vemos que el primer mes tiene una, el segundo mes sigue teniendo
una pero ya en estado reproductor, al tercer mes tiene la pareja original y una
recién nacida, al cuarto mes tendrá la original, una en estado reproductor y
una recién nacida, en general en el mes n + 1 tendrá las del mes n más las
recién nacidas, de las cuales hay una por cada pareja existente en el mes n – 1.
Esto da la ecuación 

de la que se puede obtener a12.

an+1 = an + an−1 a1 = a2 = 1

Ejemplo 2.24 Fórmula para la sucesión de Fibonacci

Se desea obtener una fórmula para los términos de la sucesión: 1, 1, 2, 3, 5, 8,. . . ,
donde cada término es la suma de los dos anteriores, es decir, an+1 = an + an–1.

Si calculamos la sucesión derivada, vemos que cumple: = an–1 pero como an = qan–1,
con q constante, observamos que no es geométrica.

Sin embargo, an se puede escribir como la diferencia de dos sucesiones geométricas:
an = bn – cn. ¿Cuáles son bn y cn? Supongamos que son de la forma y

. Queremos encontrar las razones + y –.

Para esto consideramos .

Entonces si + y – satisfacen las ecuaciones (+ – 1)+ = 1 = (– – 1)– tendremos
que .

Por ser las dos raíces de (x – 1)x = 1, sabemos entonces que . La cons-
tante C debe cumplir: .

Verificamos que se cumple que                              . Finalmente, concluimos que
como bn+1 – cn+1 = bn – cn + bn–1 – cn–1 y tiene los dos primeros términos iguales a
a1 y a2, debe coincidir con la sucesión de Fibonacci.

a ′n

bn = Cλn+
cn = Cλn−

b′n−c′n=(λ+−1)bn−(λ−−1)cn=C(λ+−1)λn+−C(λ−−1)λn−

b′n − c′n = Cλ+
n−1− Cλ−

n−1= bn−1 − cn−1

λ± =
1±
√
5

2

1 = a1 = C(λ+ − λ−) = C
√
5

1 = a2 =
+

2λ λ2
−√

5
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cutivos de la sucesión de Fibonacci an+1/an, se acerca cada vez más a  a medida
que aumenta n. Estas relaciones pueden verse en la naturaleza, por ejemplo, en
una flor de girasol los granos van formando una espiral con an granos en la ené-
sima vuelta. Algo similar ocurre en los caracoles de mar y en la distribución de
hojas alrededor de un tallo. Aparece también en la construcción de un pentágo-
no o un dodecaedro.

25

Ejemplo 2.25Se quiere construir un triángulo rectángulo que tenga sus lados en progresión geo-
métrica, ¿será esto posible? Si lo fuese, denotemos por a, aq y aq2 las longitudes
de los lados de dicho triángulo. Por el teorema de Pitágoras, cuando q > 1, debería
cumplirse la ecuación a2 + (aq)2 = (aq2)2. Si desarrollamos los cuadrados y dividimos
por a2, vemos que la razón q deberá ser solución de q4 – q2 – 1 = 0 y q > 1. O sea
que q2 no es otro que el número de oro  del ejemplo anterior. Los triángulos así
construidos reciben el nombre de triángulos de Kepler, quien demostró por prime-
ra vez esta caracterización. 

Ejemplo 2.27La sucesión del ejemplo anterior se puede escribir como: 1, 1 + 2, 1 + 2 + 22, 1+2+22 +23, . . . .
Cada término Tn es la suma de la progresión geométrica . Vemos que{2i}ni=0

Tn = 2Tn − Tn =
n+1∑

i=1

2i −
n∑

i=0

2i = 2n+1 − 1

Ejemplo 2.26Las torres de Hanoi

Cuenta la leyenda1, que en un lejano país del sudeste asiático hay tres postes y un
conjunto de 64 discos de distinto radio. Originalmente, estaban encastrados en uno
de los postes, en orden de mayor a menor contando desde la base.
Un grupo de monjes tiene, como tarea, que trasladarlos hacia otro de
los postes. La regla básica que deben cumplir es nunca superponer
un disco de mayor radio sobre uno menor. Para esto, pueden usar al
tercer poste como auxiliar. Cuando acaben de trasladarlos la vida se
extinguirá. ¿Cuántos traslados deben realizar? En la figura 2.2 se
puede ver una versión con 8 discos.

Si tuviéramos un disco, el número de traslados sería 1. Si hubiera dos, deben tras-
ladar el más pequeño al poste auxiliar luego el mayor y finalmente el menor, es
decir, 3 traslados. En general, si llamamos Tn al número de traslados necesarios
para cambiar de poste n discos, tendremos:

Tn+1 = Tn + 1 + Tn

El primer Tn corresponde a trasladar, de acuerdo a las reglas, los n discos superiores al
poste auxiliar, para esto usamos el poste final como si fuera auxiliar. El 1 corresponde a
trasladar el disco mayor que quedó en la base al poste de llegada que está vacío. Por
último, tenemos Tn traslados para pasar al poste final los n discos que están bien orde-
nados en el poste auxiliar. Así tenemos la sucesión 1 = T1, 2T1 + 1, 2(2T1 + 1) + 1, . . .

F i g u r a  2 . 2

1 Se le acredita haber creado el juego de las Torres de Hanoi al matemático francés Edouuard Lucas en 1883
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Ejemplo 2.29 La Paradoja de Zenón

La fábula de Esopo sobre la liebre y la tortuga, cuenta cómo la veloz liebre perdió
la carrera contra la tortuga por sobrestimar sus fuerzas. Zenón de Elea fue más allá
e intentó probar “matemáticamente” que Aquiles, de los pies ligeros, nunca podría
alcanzar a una tortuga si le daba 10 metros de distancia por más que corriese diez
veces más rápido. Su razonamiento era el siguiente: para alcanzar a la tortuga,
Aquiles debe recorrer primero los 10 metros de ventaja que la separan, pero cuan-
do los haya cubierto, la tortuga, que corre a un décimo de la velocidad, habrá
recorrido un metro. Cuando Aquiles cubra ese metro la tortuga estará 10 centíme-
tros adelante y así siempre que Aquiles recorra la ventaja que le lleva la tortuga,
esta habrá avanzado un trecho más y seguirá en ventaja.

Esta paradoja de Zenón, puede explicarse si se entiende que una suma de infinitos
términos puede dar un resultado finito. Este es el caso de la suma de todos los tér-
minos de una progresión geométrica {qi} de razón q < 1. Hemos visto que la suma
de los primeros n términos es                                . Como a       , le restamos el
número positivo        , el resultado siempre va a ser un número menor que        ,
por más que sumemos todos los términos que se nos antoje.

En el caso de Aquiles supongamos que tarda 10 segundos en hacer 10 metros,
entonces tardará un segundo en recorrer el siguiente metro y una décima de
segundo los 10 centímetros siguientes. Así, el tiempo empleado en alcanzar a la
tortuga no superará 10 +            = 11+   segundos. En realidad, el tiempo empleado
tampoco podrá ser menor y, por lo tanto, será igual a 11 segundos.

4. Ejercicios

Ejercicio 2.1 Si sabemos que el tercer término de una progresión aritmética es 7 y el séptimo
término es 27, ¿cuánto vale el décimo término?

Ejercicio 2.2 Si 13, x, y, z, 25 forman una progresión aritmética, ¿cuál es su razón?

Ejemplo 2.28 En general, si se desea una fórmula para la suma de los primeros n términos de una
progresión geométrica {Aqi} usamos la ecuación:

y entonces obtenemos 

(q − 1)
n∑

i=0

Aqi = q
n∑

i=0

Aqi −
n∑

i=0

Aqi =
n+1∑

i=1

Aqi −
n∑

i=0

Aqi = Aqn+1 − A

n∑

i=0

Aqi =
A(qn+1 − 1)
(q − 1)

11−−qqnn+1+1
11−−qq ==

11
11−−qq −−

qqnn+1+1

11−−qq
1−qn+1
1−q =

1
1−q −

qqnn+1+1

11−−qq

11
11−−qq

11
11−−qq

10+ 1
1−1/10 = 11+1/9111

9
111
9
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Ejercicio 2.5Calcule la suma de los múltiplos de 13 comprendidos entre 20 y 400.

Ejercicio 2.6Muestre que la suma de los números de n dígitos (n > 2) es igual a 495 x 102n - 3 - 45 x 10n - 2.

Ejercicio 2.9Encuentra dos sucesiones distintas an y bn cuyas derivadas cumplan = 2 = .a′n b′n

Ejercicio 2.10Encuentra una sucesión an cuya derivada cumpla = ana′n

Ejercicio 2.11Calcule las sucesiones Pn y Hn de números pentagonales y hexagonales.

Ejercicio 2.7¿Puedes descomponer 1.000.000 como producto de dos números que no tengan
ningún dígito 0?

Ejercicio 2.8Los años bisiestos son aquellos divisibles por 4 pero no por 100 y los divisibles
por 400.

a) ¿Cuántos años bisiestos habrá entre el 2009 y el 2999?

b) Si el 9 de julio de 2008 fue miércoles, ¿qué día de la semana será el 9 de
julio de 2816?

Ejercicio 2.3Calcule el promedio de los números de una progresión aritmética que tiene 4 términos,
comienza en 7 y termina en 28.

Ejercicio 2.4Calcule el promedio de los números de una progresión aritmética que tiene n
términos, comienza en p y termina en f.

Ejercicio 2.12Si los monjes de las torres de Hanoi tardan 10 segundos para cada traslado,
¿Cuántos minutos tardarán en trasladar los 64 discos?

Ejercicio 2.13Si un supermercado hace un descuento del 15% y pagando con una tarjeta de
débito, el banco nos devuelve un 10% del monto pagado al supermercado, ¿cuál
es el porcentaje total de descuento que recibo?

Ejercicio 2.14Si cada artículo que compramos tiene incluido 21% de IVA (impuesto al valor agre-
gado), pero pagando con tarjeta de débito, el estado nos devuelve 5 puntos de IVA,
¿cuál es el porcentaje de lo pagado por el artículo que recibo?
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Ejercicio 2.17 Decida si las siguientes ternas pertenecen a alguna progresión geométrica de
números enteros.

a) {2, 12, 20}

b) {3, 12, 24}

Ejercicio 2.18 a) Calcule los 15 primeros términos de la sucesión de Fibonacci. 

b) Muestre la aproximación del undécimo mediante b11, el correspondiente térmi-
no de la progresión geométrica dada por la razón áurea.

Ejercicio 2.19 ¿Cuánto miden los lados de un triángulo de Kepler si uno de ellos mide un decí-
metro? Analizar todas las posibilidades.

Ejercicio 2.20 ¿Cuánto tardaría Aquiles en alcanzar a la tortuga si fuera 20 veces más rápido que
ella y corriese a una velocidad de un metro por segundo?

Ejercicio 2.21 ¿Cuántos años tardará un capital en duplicarse si está depositado y crece a una
tasa del 12% anual?

Ejercicio 2.15 Si los sueldos docentes aumentan 10% en marzo y 9% en setiembre ¿cuál es el
porcentaje total de aumento que recibo?

Ejercicio 2.16 Usando inducción completa como en 2.1 probar que una progresión geométrica
{an} cumple .an = a1(a2a1 )

(n− 1)
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Podemos decir que toda operación financiera es un préstamo, en el que un prestamista
entrega a un prestatario una cierta cantidad de dinero, a cambio de que este último lo
devuelva al cabo de un cierto tiempo con un recargo o interés.

Por ejemplo, si se pide dinero prestado a una entidad financiera, éste deberá ser devuel-
to en un cierto plazo con un interés acordado previamente. Del mismo modo, si se
deposita dinero en una cuenta bancaria, este capital se irá incrementando con el correr
del tiempo. En este último caso, el prestamista es quien deposita el dinero y el presta-
tario es la entidad financiera.

A lo largo de la historia, siempre que el hombre ha prestado algo a otro, ya sea dinero
u otros bienes, ha exigido que se le devuelva una cantidad superior a la prestada. Por
otro lado, quien recibe el préstamo acepta devolverlo bajo esas condiciones. ¿Significa
esto que la transacción es siempre beneficiosa para el prestamista? ¿Por qué entonces el
prestatario acepta estas condiciones?

Ya en el siglo XVIII, Jeremy Bentham (1748-1832) formuló la doctrina utilitarista
según la cual todo acto debe ser juzgado y valorado según la utilidad que brinda. Útil
era aquello que aumentaba el placer y disminuía el dolor. Por lo tanto, el individuo que
prestaba un bien también sacrificaba la utilidad que el mismo le podría dar si lo hubie-
ra conservado. Por ello era razonable que, finalizado el préstamo, exigiera el valor del
bien más el valor de la utilidad perdida.

La lógica de este comportamiento fue retomada por los economistas neoclásicos a
comienzos del siglo XX, y en particular por Irving Fisher (1867-1947). Fisher expuso
en su obra “Teoría del Interés” (1930) la razón de la exigencia de intereses en la devo-
lución de cualquier préstamo, fundamentando que no sólo el interés se basa en la
utilidad del bien en préstamo sino también en el tiempo que el mismo es prestado. Es
decir, no sólo influyen aspectos cuantitativos del bien, sino también temporales. Fisher
introduce en su obra la noción de tasa nominal y la tasa real de interés, relacionando a
ambas con la tasa de inflación.

Las contribuciones de Irving Fisher a la teoría económica fueron muy importan-
tes, y es considerado como uno de los economistas científicos más importantes de
la historia.

29

Capítulo 3
El Interés

3.1. El fundamento del préstamo con interés
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Como ya se ha visto hasta ahora, el hombre no es indiferente al tiempo en el cual puede dispo-
ner de una cierta cantidad de dinero. Si se le ofrece disponer de $ 1.000 ahora o $ 1.300 quién
sabe cuándo, no sabrá qué elegir. Si los $ 1.300 son para dentro de 1 mes, seguramente acepta-
rá esta opción. Si son para dentro de 10 años preferirá recibir los $ 1.000 ahora, si es que existe
alguna forma de invertirlos de modo de producir más de $ 1.300 durante 10 años. Por esto, no
sólo importa cuánto dinero más se devolverá a cambio, sino también cuándo será la devolución.

En una operación financiera intervienen distintos elementos:

· CI : capital inicial, o capital prestado,

· CF : capital final, o capital devuelto,

· I: interés,

· UM: unidad monetaria, por ejemplo, pesos, dólares, euros, libras, etc.

· UT: unidad de tiempo, por ejemplo, días, meses, años, semestres, etc.

La relación existente entre el capital inicial, el capital final y el interés se expresa de la
siguiente manera:

I = CF − CI

Si bien es claro que en el Ejemplo 3.2 se ha cobrado un interés mayor en cuanto al
monto de dinero que representa, también es importante notar que el monto del présta-
mo y el tiempo transcurrido también son mayores. En realidad, el interés es un concepto
relativo al dinero o capital en préstamo y también al tiempo que dura dicho préstamo.

3.2. Interés

Definición 3.1 En un intercambio no simultáneo de capitales, se llama interés a la diferencia neta entre
lo que se devuelve y lo que se presta, independientemente del tiempo transcurrido.

Ejemplo 3.1 Juan Pérez realizó un depósito a plazo fijo de $ 30.000 y al cabo de 30 días había en
su cuenta la suma de $ 30.497.

En este caso, Juan Pérez presta dinero al banco, y el interés pagado por el banco
al término de 30 días es de $ 497. Esto es, I = CF − CI = $ 30.497 − $ 30.000 = $ 497.

Ejemplo 3.2 La empresa EMPRE S.A. solicitó un préstamo por 5 años de $ 200.000. Al cabo de
dicho período deberá devolver $ 300.000.

Aquí, la entidad financiera es quien presta dinero a la empresa, y el interés que cobra por
el término de 5 años es de $ 100.000 Esto es, I = CF −CI = $ 300.000 − $ 200.000 = $ 100.000.
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Entonces, es más preciso comparar cuál es el interés que se cobra por una unidad de
capital prestada en cada caso, considerando una misma unidad de tiempo. Esto nos
conduce al concepto de tasa de interés.

Ahora bien, el interés es directamente proporcional al capital en préstamo. Es decir, si por
$ 1 se pagan $ 0,10 de interés por mes, entonces por $ 50 se pagarán $ 5, y por una can-
tidad $ X el interés será de $ X · 0,10. Luego la tasa de interés se puede calcular como:

, o o .

En todos los casos el resultado es 0,10. La tasa de interés se puede calcular como el
cociente entre el interés y el capital inicial en la unidad de tiempo considerada.

En el Ejemplo 3.1, la tasa de interés por 30 días es

En el Ejemplo 3.2, la tasa de interés por 5 años es

Aún no es posible comparar estas dos tasas de interés puesto que una de ellas está expre-
sada en 30 días y la otra en 5 años. Para determinar cuál es la tasa mayor es necesario
expresar ambas en una misma unidad de tiempo.

Es importante notar que las tasas de interés son independientes de la unidad moneta-
ria utilizada. Es decir, si la operación financiera se expresa en otra unidad monetaria, la
tasa de interés sigue siendo la misma.

r =
(X +X · 0,10)−X

X
r =

55 − 50

50
r =

1,10 − 1

1

rUT =
CF − CI
CI

t30 d =
497

30.000
= 0,16566

t5 a =
100.000

200.000
= 0,5

31

Definición 3.2En una operación financiera, la tasa de interés r por unidad de tiempo es el interés
que corresponde a una unidad de capital en la unidad de tiempo considerada.

Ejemplo 3.3Supóngase una situación en la que un dólar (1 U$D) equivale a tres pesos ($ 3). Si
por un préstamo de 100 dólares se cobra un interés mensual de 30 dólares, la tasa
de interés (en dólares) es = 0,30.

Si se considera la situación con el equivalente en pesos, se tiene que por un préstamo de
$ 300 se cobra un interés mensual de $ 90 pesos. Por lo tanto la tasa de interés en pesos es

130 - 100
100

390 − 300

300
=

90

300
= 0,30
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Es así que la tasa de interés es una magnitud adimensional, es independiente de la uni-
dad monetaria elegida.

Tanto por uno y tanto por ciento. Es frecuente emplear la notación de porcentajes
cuando se trata de tasas de interés, indicando que “la tasa es del tanto por ciento”. En
este caso, una tasa de interés r se expresa en porcentajes como una tasa del 100r %. A
modo de ejemplos:

· una tasa de interés del 3% anual es lo mismo que una tasa de interés anual de
0,03; puesto que 3 = 100 · 0,03%.

· una tasa de interés del 0,125% mensual es una tasa del 12,5 mensual, ya que
0,125 · 100 = 12,5%.

· en el Ejemplo 3.1 la tasa de interés es del 16,566% cada 30 días, mientras que
en el Ejemplo 3.2 la tasa de interés por 5 años es del 50 %.

Al realizar una compra en cuotas, al depositar dinero en el banco, al pedir un crédito,
y en cualquier operación financiera que involucre el cobro de intereses, siempre se
enuncia una tasa de interés de la operación. Esta tasa permite calcular el interés que se
cobrará en la operación, si la duración de la misma es una unidad de tiempo.

Ahora bien, si se quiere calcular el interés cobrado en un intervalo de tiempo arbi-
trario, no es suficiente con conocer la tasa. Es necesario conocer además la
fórmula o tipo de interés que se aplica. Existen dos fórmulas diferentes de calcu-
lar el interés en base a la tasa, que dan lugar a dos tipos de interés: el interés simple
y el interés compuesto.

Cada una de estas fórmulas indica cómo debe calcularse el interés sobre un capital ini-
cial CI después de un cierto tiempo T. Por ejemplo, si se hace un depósito de $1.000 a
plazo fijo por 3 meses a interés compuesto, con una tasa de interés del 2% mensual, se
obtendrá un interés diferente a si se aplica un interés simple, aún con la misma tasa de
interés y por el mismo período.

Para cualquiera de las fórmulas, es necesario conocer el capital inicial CI , el tiempo en
que se aplicará la tasa de interés y por supuesto, la tasa de interés r.

En el caso del interés simple, se asume que en cada unidad de tiempo transcurrida se suma
una cantidad proporcional al capital inicial, siendo la constante de proporcionalidad la
misma tasa de interés. Así, el interés simple luego de n unidades de tiempo está dado por:

3.3. El interés simple y el interés compuesto

3.3.1. Interés simple
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I = CI · n r

y el capital final obtenido es

CF = CI + I = CI · (1 + n r)

En una operación en la que se aplica el interés simple, el capital inicial se incrementa a
lo largo del tiempo de acuerdo a una progresión aritmética. Es decir, si el capital inicial
es CI y la tasa de interés por unidad de tiempo es r, entonces en las sucesivas unidades
de tiempo el capital será:

CI , CI + r CI , CI + 2 r CI , CI + 3 r CI , CI + 4 r CI , . . . .

En la Figura 3.1 se ilustra el incremento del capital en
los sucesivos meses. Se puede apreciar en la figura que
el crecimiento del capital sujeto a un tipo de interés
simple es lineal, es decir, que es posible unir con una
línea o recta los puntos correspondientes a los sucesi-
vos capitales.

En el caso del interés compuesto, el interés obtenido en cada unidad de tiempo se
capitaliza, es decir, pasa a formar parte del capital; de manera que en el período

33

1150

1120

meses

1090

1060

5

1030

1000

4321

F i g u r a  3 . 1

Interés simple

3.3.2. Interés compuesto

Ejemplo 3.4Un capital de $ 4.000 es depositado a una tasa de interés simple del 5% mensual
durante dos meses. Esto significa que el interés ganado será, en pesos, igual a
I = 4.000 · 2 · 0,05 = 400, es decir de $ 400.

Ejemplo 3.5Un capital de $ 1.000 se deposita a una tasa de interés simple del 3% mensual
durante 5 meses. Esto significa que al finalizar cada mes se agrega al capital una
suma igual a $ 1.000 · 0,03 = $ 30. Por, lo tanto el capital se irá incrementando men-
sualmente de acuerdo a una progresión aritmética de razón 30:

$ 1.000, $ 1.030, $ 1.060, $ 1.090, $ 1.120, $ 1.150,

siendo el capital final al cabo de 5 meses igual a $ 1.150.
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siguiente el interés se calcula sobre el monto formado por el capital inicial y el inte-
rés obtenido hasta ese momento.

En el caso del Ejemplo 3.5, los intereses se capitalizan una vez al mes. Así, para obte-
ner el monto al final del primer mes se debe calcular

1.000 + 1.000 · 0,03 = 1.000 · (1 + 0,03) = 1.030

al finalizar el segundo

1.030 · (1 + 0,03) = 1.000 · (1 + 0,03)2 = 1.060,90

al finalizar el tercero

1.060,90 · (1 + 0,03) = 1.000 · (1 + 0,03)3 = 1.092,727

y así, sucesivamente. De este modo, los sucesivos montos mensuales son:

$ 1.000    $ 1.030    $ 1.060,90   $ 1.092,727   $ 1.125,5088   $ 1.159,2741.

Como se puede observar, el monto obtenido al cabo de dos o más unidades de tiempo,
calculado según el interés compuesto, es mayor que el obtenido según el interés simple.
En la Figura 3.2 se ha ilustrado esta situación superponiendo los puntos correspondien-
tes al monto obtenido según se aplique el
interés simple o el interés compuesto. Los
puntos superiores son los que corresponden al
interés compuesto.

Para el interés compuesto, la fórmula general
para obtener el capital final, con una tasa de
interés r, luego de n unidades de tiempo (n un
número natural) es

CF = CI · (1 + r)n

de donde deducimos que el interés producido
está dado por

I = CF − CI = CI · ((1 + r)n − 1)

En el caso del interés compuesto con una tasa de interés r, los sucesivos montos obte-
nidos al final de cada período constituyen una progresión geométrica, siendo la razón
igual a (1 + r).

meses 5

1150

1120

4

1060

1000

321

F i g u r a  3 . 2

Interés simple y compuesto

Ejemplo 3.6 Un capital de $ 4.000 es depositado a una tasa de interés compuesto del 5% mensual
durante dos meses. Esto significa que al cabo de dos meses, el capital final será de
CF = 4.000 · (1,05)2 = 4.000 · 1,1025 = $ 4.410 pesos y el interés ganado será $ 410.
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Importante: En la práctica es muy poco frecuente hablar de interés simple o de tasas
de interés simple. La razón es que el interés compuesto, a partir de la segunda unidad
de tiempo, produce un interés mayor. Por lo tanto, a lo largo de este texto asumiremos
que se aplica la fórmula del interés compuesto, a menos que indiquemos lo contrario.

El gráfico de la Figura 3.3 muestra el incremento de un
capital de $100 sometido a una tasa de interés mensual
del 20% para cada uno de los tipos de interés, simple y
compuesto. Puede apreciarse que la diferencia entre los
sucesivos capitales es cada vez mayor. Precisamente, el
crecimiento de un capital sometido a un tipo de interés
simple es lineal, mientras que el interés compuesto pro-
duce un crecimiento de tipo exponencial.

Las tasas de interés pueden expresarse en diferentes unidades de tiempo: mensuales, o
anuales, o cada 30 días, etc. A la hora de efectuar una operación financiera en la que es
posible optar por diferentes tasas, es importante saber distinguir cuál es la tasa más con-
veniente. Si un individuo debe cobrar un interés, le interesará conocer cuál es la tasa
que da mayor rendimiento, es decir, aquella que una misma unidad de tiempo produ-
ce un mayor interés. En cambio, si debe pagar un interés, optará por la tasa de menor
rendimiento. Sea cual fuera el caso, es importante saber comparar dos tasas de interés.

Dos tasas de interés expresadas en una misma unidad de tiempo pueden comparar-
se fácilmente: una tasa de interés mensual del 20% es mayor que una tasa mensual
de 15%, y menor que una del 30 %.

35

Ejemplo 3.7Se ha realizado un depósito de $ 1.000 por tres meses con una tasa del 20% men-
sual. ¿Cuál es el monto a retirar al cabo de tres meses?

En esta situación el depósito se incrementará en un 20% cada mes. Esto significa
que los importes sucesivos serán:

final del primer mes = $1.000 · 1,20 =$ 1.200

final del segundo mes = $1.200 · 1,20 =$ 1.440

final del tercer mes = $1.440 · 1,20 =$ 1.728

El monto a retirar es de $ 1.728. También podríamos haberlo calculado haciendo
1.000·(1,20)3 = $ 1.728.

int. compuesto

int. simple

50 20

3500

1510

500

2000

100

F i g u r a  3 . 3

Gráfico comparativo de interés simple y compuesto

3.3.3. Tasas de interés proporcionales y equivalentes

Cap 03:LCs 2009 Interior Cuerpo 11.qxd  23/09/2010  11:25 p.m.  Página 35



36 Todo lo que usted quiere saber sobre matemática f inanciera,  pero no se anima a preguntar

En cambio, si se tienen dos tasas de interés expresadas en diferentes unidades de
tiempo, la comparación no es tan sencilla. Por ejemplo, no es del todo claro si una
tasa del 1% mensual produce menor, mayor o el mismo interés que una tasa del
12,5% anual, o si una tasa del 20% cada 30 días es lo mismo que una tasa men-
sual del 20 %.

Ahora bien, ¿cómo medir un mismo período de tiempo con dos unidades de tiempo
distintas? Por ejemplo, un período de un mes, ¿cuántos días tiene? Si bien en la vida
real hay meses de 30, 31, 28 y 29 días, y también años de 365 y de 366 días, en mate-
mática financiera se convienen otras relaciones y equivalencias entre las unidades de
tiempo año, mes y día. Así, el año financiero es de 360 días, y el mes financiero de 30
días. Por lo tanto, a lo largo de este texto se asumirán las siguientes relaciones, que por
otro lado son las más frecuentes:

1 año = 12 meses

= 360 días

1 mes = 30 días

También se emplean, quizás con menor frecuencia, las unidades de tiempo derivadas
del mes: bimestre, trimestre, semestre y cuatrimestre. Las relaciones son:

1 año = 6 bimestres = 4 trimestres = 3 cuatrimestres = 2 semestres

De acuerdo a esta convención, cada año tiene 12 meses, cada mes tiene 30 días y los
años son de 360 días. En particular, esto dice que una tasa mensual r produce el mismo
interés en un mes que en 30 días. En otras palabras, que una tasa mensual r es equiva-
lente a una tasa r cada 30 días.

Otro concepto que se utiliza frecuentemente es el de tasas proporcionales.

El siguiente ejemplo aclara esta definición:

Definición 3.3 Dos tasas de interés r y r’ se dicen equivalentes si el monto producido por un mismo
capital, en un mismo período de tiempo, es el mismo para cada una de las tasas.

Definición 3.4 Dos tasas de interés r y se dicen proporcionales, si la unidad de tiempo corres-
pondiente a r es m veces la unidad de tiempo correspondiente a .

r
m

r
m

Ejemplo 3.8 Una tasa de interés anual del 3,6% es proporcional:

· a una tasa de interés mensual del 0,3%, pues un año son 12 meses y = 0,3,

· a una tasa de interés bimestral del 0,6%, pues un año son 6 meses y = 0,6,

· a una tasa diaria del 0,01%, pues un año son 360 días y = 0,01.

3,6
12

3,6
6

3,6
360
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El Ejemplo 3.11 es útil para remarcar que, si bien un año tiene 12 meses, la tasa equivalente anual
no se obtiene multiplicando por 12 a la tasa mensual cuando se trata de un interés compuesto.
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Ejemplo 3.12Una tasa del 3% mensual es proporcional a una tasa del 36% anual. Para determi-
nar la tasa equivalente anual calculamos el interés producido por una unidad de
capital en un período de un año. Esto es I = (1,03)12 −1 = 0,42576, es decir que es
equivalente a una tasa del 42,576% anual.

Ejemplo 3.11Si se considera un capital de $ 1.000 sujeto a una tasa de interés del 2% mensual,
al cabo de un año se tendrá un capital igual a

$ 1.000 · (1,02)12

por lo que el interés producido es

$ 1.000 · ((1,02)12 - 1)
La tasa de interés anual es entonces

r = (1,02)12 − 1 = 0,2682%

Por lo tanto una tasa del 2% mensual es proporcional a una tasa del 24% anual, y
equivalente a una tasa del 26,82% anual.

Ejemplo 3.9(Un año de 365 días). En ciertas ocasiones se utiliza la relación

1 año = 12 meses = 365 días

Esto implica que cada mes tiene más de 30 días, más precisamente, un mes equi-
vale a 365/12 = 30.41 días, aproximadamente.

Por lo tanto una tasa mensual r no es proporcional a una tasa r cada 30 días, ni
tampoco son equivalentes. Por ejemplo, una tasa del 5% cada 30 días produce un
interés de $ 5 sobre un capital de $ 100 en 30 días, y en consecuencia producirá un
interés un poco mayor en 1 mes = 30,41 días.

Si las tasas son proporcionales, entonces producen el mismo interés simple en un
mismo período de tiempo.

Ejemplo 3.10Una tasa del 20% mensual aplicado a un capital de $ 1.000, produce un interés sim-
ple de $ 600 al cabo de tres meses: 1.000 · 0,2 · 3 = 600.

A su vez, la tasa del 60% trimestral también produce $ 600 de interés al cabo de 3
meses, como lo muestra el cálculo 1.000 · 0,6 · 1 = 600.

Sin embargo, si consideramos la fórmula de interés compuesto, el capital producido por
estas dos tasas no es el mismo a lo largo de tres meses. Si volvemos al Ejemplo 3.7, vemos
que una tasa trimestral del 60% (proporcional a la tasa mensual del 20 %) producirá un
capital final de $ 1.600, mientras que la tasa del 20% mensual produce un capital final de
$ 1.728. Esto significa que la tasa del 20% mensual produce un interés del 72,8% trimes-
tral. Por lo tanto, una tasa del 20% mensual es equivalente a una tasa del 72.8% trimestral.
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Existe una notación usual para referirse a las tasas proporcionales y equivalentes de una
tasa de interés r determinada. La notación es la siguiente:

Notación: Si r es una tasa de interés asociada a una unidad de tiempo u, denotaremos
con r(m) a la tasa de interés proporcional asociada a m unidades de tiempo y r(m) a la tasa
equivalente a r asociada a m unidades de tiempo. Las fórmulas correspondientes son:

r(m) = m · r , r(m) = (1 + r)m - 1

Si m = 1, entonces tenemos que r(1) = r(1) = r.       

En el Ejemplo 3.11 se puede observar que si r = 1 es la tasa mensual, entonces la tasa
proporcional anual r(12) es menor que la tasa equivalente anual r(12). Esto no es un hecho
casual. Puede demostrarse que la tasa equivalente a m períodos de tiempo (con m > 1)
es mayor que la tasa proporcional correspondiente.

La aclaración m > 1 es importante, pues de lo contrario se da la relación inversa.

Ejemplo 3.13 Consideremos una tasa r del 5% mensual, es decir, r = 0,05. Entonces:

1. La tasa proporcional anual es r(12) = 12 × 0,05 = 0,6, o sea, del 60% anual.

2. La tasa equivalente anual es r(12) = (1,05)12 − 1 = 0,795856, es decir del  79,5856% anual.

3. La tasa proporcional diaria es r(1/30) = = 0,001667, es decir del 0,1667% diario.0,05
30

Ejemplo 3.14 Si r = 0,6 es una tasa anual, entonces r(1/12) = = 0,05 es la tasa proporcional men-
sual. La tasa equivalente mensual se obtiene planteando la ecuación:

(1 + r(1/12))12 = 1 + 0,6

cuya solución es

una tasa inferior a 0,05.

0,6
12

r(1/12) = 12
√

1,6 − 1 = 0,03994411

3.3.4. Relación entre r(m) y r(m)

Demostración Para demostrar esto, en primer lugar debe notarse que

(1 +
r(m)

m
)m = 1 + r(m)

Proposición 3.1 Dada una tasa de interés r, un entero m, siendo m > 1, y las correspondientes tasas
proporcional y equivalente r(m) e r(m), se verifica que

r(m) < r(m)
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Es frecuente que en las operaciones financieras se enuncia una tasa de interés, pero la
capitalización de intereses, o los pagos, se efectúan en períodos menores. Por ejemplo,
para un plazo fijo a tres meses se enuncia una tasa de interés del 6% anual. Esto signi-
fica que en realidad se aplica una tasa del 1,5% (es decir 6/4 %) trimestral, pero se
enuncia la tasa proporcional anual: 6 %. Esta tasa del 6% se denomina tasa nominal
anual, y se simboliza como T.N.A.

La tasa de interés equivalente anual se llama tasa equivalente anual y se simboliza T.E.A.

Resumiendo, si se considera como unidad de tiempo la m-ésima parte de un año, y para
este período se aplica una tasa de interés i, se llama tasa nominal anual a la tasa propor-
cional anual y tasa equivalente anual a la tasa equivalente anual:

T.N.A. = i(m), T.E.A. = i(m)

Observemos que la T.N.A. sólo es una tasa enunciada, pero no indica nada sobre el ren-
dimiento a lo largo del año.

Si se aplica una tasa de interés mensual r en un depósito de $ 1.000, entonces el
capital formado al cabo de n meses es $1.000 (1 + r)n. Ahora bien, ¿cuál es el capi-
tal al cabo de 1 mes y medio?, ¿o al cabo de 20 días? La pregunta general es: ¿cómo
se calcula el interés cuando el tiempo transcurrido no es un múltiplo de la unidad
de tiempo considerado?
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Esta relación se deduce de las correspondientes definiciones de r(m) y r(m).

Ahora bien, la potencia de un binomio del tipo (1 + )m puede desarrollarse como
una suma de potencias de , más precisamente:

Esta suma es estrictamente mayor que 1 + r si m > 1, por lo tanto, si reemplazamos
r por r(m) se obtiene que . Es inmediato entonces que

r(m) > r(m).

r
m

r
m

(1 +
r

m
)m = 1 +m

r

m
+

m∑

k=1

(
m

k

)
r

m

)k

(1 + r(m)

m
)m > 1 + r(m)

Ejemplo 3.15Un banco enuncia una tasa de interés nominal anual del 0,6% con capitalización
mensual de intereses. Esto indica que mensualmente se aplicará una tasa real del
0,05% mensual, y que la T.E.A. es del (1,05)12 − 1 = 0,79585% anual.

3.3.5. Tasas de interés nominal, periódica o real y equivalente

3.4. El interés aplicado en fracciones de tiempo
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Existen distintas opciones que se describen a continuación.

Opción 1 Capitalización mixta. Una posibilidad es aplicar el interés compuesto sobre las
primeras unidades de tiempo, y en la última fracción de tiempo emplear un tipo de interés
simple. Por ejemplo, si un individuo deposita a una tasa del 3% mensual un capital de $ 500
durante 45 días, entonces la forma de calcular el capital final es aplicar interés compuesto el
primer mes, e interés simple el medio mes restante. De este modo el capital final es:

Opción 2 Interés compuesto. Una posibilidad es expresar el tiempo en la unidad de tiem-
po considerada, y aplicar la fórmula de interés compuesto. En el caso del ejemplo anterior, dado
que 45 días equivale a 1,5 meses (un mes y medio), entonces se calcula el capital final como:

Opción 3 Una tercera opción es considerar sólo las primeras unidades de tiempo y no capi-
talizar en la última fracción de tiempo. En el ejemplo equivale a capitalizar los intereses sólo
el primer mes y no aplicar la tasa de interés en el medio mes restante. Así el capital final será:

La representación gráfica de estos casos es la
que se observa  en la Figura 3.4.

De estas tres opciones, la que se utiliza más
frecuentemente es la primera. Observemos
que el monto es menor que en el segundo
caso, lo cual favorece a quien debe pagar inte-
reses (en general, al banco).

Puede ocurrir que un individuo desee depositar una cierta cantidad de dinero CI  en una
cuenta, a una determinada tasa de interés r, y quiera saber cuánto tiempo debe deposi-
tarla para que su capital ascienda a CF .

CF = $ 500 (1,03) (1 +
0,3

2
) = $ 522,725

CF = $ 500 (1,03)1,5 = $ 522,6679.

CF = $ 500 (1,03) = $ 515

Opc. 3

Opc. 2

Opc. 1

meses

500

0

medio mes1er mes

F i g u r a  3 . 4

3.5. Si la incógnita es el tiempo
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Para resolver esta situación se debe despejar la incógnita r de la fórmula del interés com-
puesto: CF = CI (1 + r)t. Dividiendo en primer lugar ambos miembros por CI :

la forma de despejar t es aplicando logaritmo en ambos miembros, cualquiera sea la
base del logaritmo:

Hemos utilizado las propiedades conocidas de la función logaritmo:

la fórmula para obtener t es

En el caso del Ejemplo 3.16, se tiene que el tiempo en meses es

es decir 51 meses y medio.

A continuación, se presentan una serie de ejercicios en orden de dificultad creciente.

(1 + r)t =
CF

CI

log (1 + r)t
)

= log
CF

CI

)

log(a · b) = log(a) + log(b), log(a/b) = log(a)− log(b), log(ar) = r log(a),

tt ==
lologg((CCFF )) −− lologg((CCII))

lologg((11 ++ rr))

t =
log(55.833)− log(38.000)

log(1,0075)
= 51,4960076
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Ejemplo 3.16¿Cuánto tiempo debe depositarse un capital de $ 38.000, colocándolo a una TNA del
9% con capitalización mensual, para obtener un capital final de $ 55.833?

3.6. Ejercicios

Ejercicio 3.1Dada una tasa nominal de interés del 0,60 = 60% anual, calcular la T.E.A. si la capitalización es

a) mensual, b) bimestral.

Ejercicio 3.2Calcular la tasa nominal anual con capitalización trimestral, sabiendo que la tasa
de interés equivalente anual es del 15%. Calcular además la tasa periódica que
rige la capitalización.

Ejercicio 3.3Un capital de $1.000 es depositado en una cuenta, a una T.N.A. del 1% con capitalización tri-
mestral. Calcular el capital que será posible retirar al cabo de 225 días (2 trimestres y medio).
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Ejercicio 3.4 De una caja de ahorro en la que se aplica el interés simple, se sabe que hoy, 5
meses después de haberla abierto con un depósito de $ 2.500 pueden retirarse
$ 2.550. ¿Cuánto podría retirarse si se espera hasta el octavo mes? ¿Cuál es la tasa
de interés mensual simple que aplica dicha cuenta?

Ejercicio 3.5 ¿Cuál es el capital final correspondiente a un capital inicial de $ 20.000, coloca-
do a un interés del 15% anual, durante 2 años, si se capitaliza anualmente?

Ejercicio 3.6 Calcular el interés obtenido sobre un depósito de $ 59.500 colocados a una T.N.A.
del 10 %, durante 3 años, con capitalización semestral.

Ejercicio 3.7 Calcular el capital que debe depositarse a una T.N.A. del 10% con capitalización
trimestral, para que al cabo de 6 años y medio el capital sea de $ 105.600.

Ejercicio 3.8 Calcular el tanto por ciento mensual al que se debe colocar un capital de $ 5.000,
para que al cabo de 60 días el monto sea de $ 5.304,50.

Ejercicio 3.9 Calcular el tiempo que debe depositarse un capital de $ 1.000, colocado a interés
del 5% mensual, para transformarse en $ 3.386,46.
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Existen documentos comerciales que implican promesas de pago futuro. Es decir,
manifiestan el compromiso de una persona a pagarle a otra una determinada cantidad
de dinero en un cierto plazo. Tal es el caso de los pagarés y las letras de cambio o giros
bancarios, de las cuales se hará referencia explícita en el Capítulo 5.

La cantidad de dinero que expresa el documento se denomina valor nominal, y el plazo
de pago es el vencimiento del documento. Si un individuo tiene en su poder un docu-
mento de un determinado valor nominal N cuyo vencimiento se operará en un futuro,
y si lo quisiera transferir, vender o negociar antes de su vencimiento, seguramente no
podrá hacerlo por el valor nominal N, sino por uno inferior, simplemente porque N
representa un valor futuro.

Por ejemplo, una persona posee un pagaré por $ 1.000 con vencimiento a 30 días, pero
necesita efectivo para afrontar ciertos gastos. Quien acepte este pagaré a cambio de una can-
tidad E de dinero, asume que está prestando este efectivo a cambio de recibir $ 1.000 en 30
días. Por lo tanto el efectivo E será seguramente menor que $ 1.000, dado que cualquier
préstamo supone interés. Así, los $ 1.000 corresponderán al préstamo E más el interés.

La forma de calcular E es a través de una actualización del capital de $ 1.000, asumien-
do una determinada tasa de interés.  Se dice que se ha realizado un descuento sobre el
valor del documento.

En una operación financiera de descuento, existe un proceso de actualización de un
capital disponible en un futuro. Por lo general, se trata de documentos con vencimien-
to: cheques diferidos, bonos, certificados de deuda, pagarés, etc., que poseen un
determinado valor al momento de su vencimiento, pero que mientras tanto sólo son
promesas de pago futuro.

El descuento puede verse como una operación financiera en la cual se presta una can-
tidad E, y al cabo de cierto tiempo t se devuelve el valor N. La cantidad N − E es el
interés cobrado en la operación y, por lo tanto, se tiene que el descuento y el interés,
como cantidades de dinero, son las mismas.
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Capítulo 4
El Descuento

4.1. Introducción

4.2. Operación de descuento
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El caso a) se considera una operación en la que se cobra un interés por un préstamo, y el
caso b) se dice que es una operación en la que se realiza un descuento. Sin embargo, en
ambos casos la operación financiera, desde el punto de vista del flujo de dinero, es la
misma: A le entrega $ 80 a B y recibe $ 100 al mes, es decir que ha cobrado $ 20 de inte-
rés. Por ello, no debe perderse de vista que toda operación de descuento puede verse como
una operación financiera en la que hay un capital inicial, un capital final y un interés.

La característica de una operación de descuento es que ésta se realiza sobre un documento que es
promesa de pago futuro. Debe notarse que, si bien el documento está disponible al momento de
hacer la operación, su valor nominal estará disponible más adelante. Asimismo, aparentemente
el descuento se realiza al comienzo de la operación, pero la realidad es que el valor que se des-
cuenta estará disponible al final de la operación, en el momento en que el documento puede ser
cobrado. Así, en el Ejemplo 4.1 b), hay un descuento de $ 20, sin embargo, estarán disponibles
para A al momento del vencimiento del pagaré y no al momento de hacer el descuento.

Algunos de los elementos intervinientes en una operación de descuento son:

1. N: Valor Nominal del documento sobre el cual se producirá un descuento, es decir,
lo que valdrá el documento al momento de su vencimiento. Este capital estará dis-
ponible en un tiempo t, que es el tiempo de duración de la operación financiera.

2. E: Valor efectivo, o valor actual, o valor presente de dicho documento.

3. r: Tasa de interés que rige la operación, bajo la cual se calcula el valor presen-
te del documento.

4. D: Descuento, cantidad descontada sobre este documento.

5. t: Tiempo de duración de la operación.

La relación entre estos elementos es

Dado que N es un valor disponible en un futuro, se dice que E es el valor presente o
valor actual de N. Asimismo, el factor se dice factor de actualización, y (1 + r)t es
el factor de capitalización.

Se utilizará también la notación simplificada .

D = N − E N = E · (1 + r)t E = N ·
1

(1 + r)t

1
(1+r)t

u
u

= (1 + r) y ν =
1

1 + r
=

1

Ejemplo 4.1 Considérense las siguientes situaciones:

a) A le presta a B la suma de $ 80, a cambio de que B le devuelva al mes $ 100.

b) B posee un pagaré por $ 100 con vencimiento en un mes. A le canjea este
documento a B por $ 80.

Todo lo que usted quiere saber sobre matemática f inanciera pero no se anima a preguntar
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Si bien en una operación de descuento, el interés y el descuento se refieren a una misma
cantidad, no ocurre esto con la tasa de interés y la tasa de descuento.

La tasa de interés se calcula con respecto al capital inicial, es decir, con respecto al valor
efectivo del documento. En cambio, la tasa de descuento es con respecto al capital final
o valor nominal del documento.

Es decir, dado un documento con valor nominal N, la tasa de descuento es el descuen-
to que se realiza sobre dicho documento por unidad de capital en una unidad de
tiempo. Así, si el vencimiento de N es en una unidad de tiempo (t = 1), las fórmulas
para el cálculo de d y de la tasa de interés r son:

A su vez, usando que N = E u y que E = N _, se obtienen las siguientes relaciones entre
r y d:

Así, d es en términos de r:

De estas fórmulas podemos despejar r en función de d para obtener:

En particular, como u > 1, se deduce que la
tasa de descuento es menor que la tasa de
interés: d < r.

El gráfico 4.1 ilustra la operación de descuen-
to tomando como unidad de tiempo la
duración de la misma.

d =
N − E

N
=

D

N
y r =

N − E

E
=

D

E

d =
D

N
=

D

E u
=

D

E

1

u
=

r

u
= ν r

=
N −Nν

N
= 1 − ν

dd ==
rr

11 ++ rr
== ννrr yy dd == 11 −− νν

rr ==
dd

11 −− dd
yy rr == uu dd
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Definición 4.1La tasa de descuento d es el descuento producido sobre un valor nominal unitario
en una unidad de tiempo.

4.2.1. Tasa de descuento

N

E

0 1 t

D=N−E

N=E (1+r)

E=N/(1+r)

Capitalizacion

Actualizacion

Capital

G r á f i c o  4 . 1

E l  d e s c u e n t o

Cap 04:LCs 2009 Interior Cuerpo 11.qxd  23/09/2010  11:28 p.m.  Página 45



46 Todo lo que usted quiere saber sobre matemática f inanciera,  pero no se anima a preguntar

Dada una tasa de descuento, el valor efectivo obtenido por un documento depende del
tipo de descuento aplicado. El más frecuente es el tipo de descuento compuesto, que de
manera análoga al interés compuesto, se aplica sucesivamente en cada período de tiem-
po. Así, dada una tasa de descuento d, un documento con valor nominal N y
vencimiento en n períodos de tiempo, los sucesivos valores descontados serán:

siendo N(1 − d)n el valor efectivo obtenido por el documento.

De manera análoga a la definición de Tasa Nominal Anual de Interés, se define tam-
bién la Tasa Nominal Anual de Descuento (TNAD). Dada una tasa de descuento d, se
define la tasa nominal anual a la tasa proporcional anual:

donde m es el número de veces en que la unidad de tiempo, a la cual se refiere d, está
contenida en el año.

Lo usual es que se enuncie la tasa nominal de descuento, y se calcule la tasa real de des-
cuento mediante la fórmula:

Dada la tasa real de descuento, el valor efectivo obtenido por un documento de valor
nominal N y vencimiento t se calcula como:

y en consecuencia el descuento es D = N (1 −  (1 − d)t).

N, N(1 − d), N(1 − d)2, . . . N(1 − d)n,

Tasa Nominal Anual de Descuento = d(m) = md

d =
d(m)

m

E = N (1 − d)t

4.3. El descuento compuesto

Ejemplo 4.2 Dada una tasa de descuento mensual del 5 %, el valor efectivo por un pagaré de
valor nominal $ 3.500 será de:

$ 3.325 un mes antes de su vencimiento: 3.500 (1 − 0,05) = 3.500 · 0,95 = 3.325

$ 3.158,75 dos meses antes de su vencimiento: 3.500 (1 − 0,05)2 = 3.500 · 0,952 = 3.158,75

$ 2.708,23 cinco meses antes de su vencimiento: 3.500 (1 − 0,05)5 = 3.500 · 0,955 = 2.708,23

Ejemplo 4.3 La empresa EMPRE S.A. decide descontar un cheque por un importe de $ 90.000
que vence dentro de 45 días en una institución que ofrece una TNAD con capitali-
zación a 60 días del 24%.

4.3.1. Tasa nominal de descuento
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En este caso, tenemos que la unidad de tiempo de la operación de descuento es de 60 días,
y el período de la operación es de 45 días.  Así, m = 6, TNAD= d(6) = 0,24, y la tasa real
de descuento es d = = 0,04. El plazo de la operación expresado en esta unidad de tiempo
es t = 45/60 = 0,75. Por lo tanto, el valor efectivo obtenido por el descuento al cheque es:

El descuento efectuado sobre el cheque es de $ 16.742,3971

Solución. Dado que el plazo de la operación es de 6 meses, la tasa de descuento a apli-
car es d = 0,6 / 2 = 0,3 semestral. El descuento es:  

y por lo tanto el valor efectivo es E = N − D = $ 700

La tasa de interés de la operación se calcula en relación al valor efectivo, es decir:

que también se puede calcular a partir de d por la fórmula .

Así, se cumple que E = $ 1.000 (1 + 0,4286)-1 = 700.

Dos tasas de descuento se dicen equivalentes si producen un mismo descuento sobre un
mismo capital en una misma unidad de tiempo.

El símbolo d(m) denotará la tasa de descuento equivalente a d, asociada a m unidades de
tiempo a las que corresponde d. Por ejemplo, si d es una tasa de descuento mensual,
entonces d(12) es la tasa de descuento equivalente anual.

La relación entre la tasa de descuento d y su equivalente d(m) está dada por:

E = 90. 000 1 − 0,24
)0,75

= 90. 000 0,76
)0,75

= 73.257,6029

D = $ 1.000 × 0,30 = $ 300

r =
300

700
= 0,4286 semestral

r = d
1−d

dd((mm)) == 11 −− (1(1 −− dd))mm

0,24

6
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Ejemplo 4.4Una institución enuncia una tasa nominal de descuento del 60% anual con capitaliza-
ción semestral. Si se descuenta en dicha institución un pagaré de $ 1.000, 6 meses
antes de su vencimiento, ¿Cuál es el valor efectivo obtenido en dicha operación?

Ejemplo 4.5En un banco se ha efectuado el descuento de un documento de $ 4.000, 30 días antes de
su vencimiento, siendo la tasa nominal anual de descuento de 1,8% con capitalización
mensual. Calcular: el valor efectivo, la tasa de descuento, la tasa de interés de la opera-
ción, la tasa de interés equivalente anual y la tasa de descuento equivalente anual.

4.3.2. Tasas de descuento equivalentes
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Solución: Puesto que el mes financiero es de 30 días, se tiene que m = 12 y la tasa
nominal es d(12) = 1,8% anual. El valor nominal del documento es N = $ 4.000. La tasa
de descuento aplicada es:

La tasa de interés de la operación es:

El valor efectivo es E = N (1 − d) = $ 4.000 × 0,9985 = $ 3.994

La tasa de interés equivalente anual y la tasa de descuento equivalente anual están dadas por:

y

También puede aplicarse la fórmula 

Existen otros métodos para calcular el descuento sobre un documento. En particular,
analizaremos los siguientes:

· el descuento simple comercial, y

· el descuento racional o matemático.

Consiste en descontar del documento una cantidad proporcional al tiempo que falta
para su vencimiento. La constante de proporcionalidad es la tasa de descuento corres-
pondiente. Así, dada una tasa de descuento d, el valor efectivo de un documento con
valor nominal N se calcula como

donde t es el tiempo que falta para el vencimiento del documento.

d =
d(12)

12
=

1,8%

12
= 0,15% para 30 dı́as .

r =
d

1 − d
=

0,0015

0,9985
= 0,001502 = 0,1502% para 30 días.

r(12) = (1 + r)12 − 1 = (1,001502)12 − 1 = 1,81%

d(12) = 1 − (1 − d)12 = 1,78%.

(12) =
r(12)

d
1 + r(12)

=
0,0181

1,0181
= 0,0178 = 1,78%

E = N (1 − d t)

4.4.1. El descuento simple comercial

Ejemplo 4.6 El valor efectivo de una letra de cambio de $ 1.000 de valor nominal, descontado por una
entidad financiera que aplica un descuento simple del 10% anual está dado por:

E = 1. 000 (1 − 0,1 t)

4.4. Otros tipos de descuento
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La desventaja de este tipo de descuento es que para valores de t mayores que d−1 el des-
cuento es mayor que el valor nominal N. En otras palabras, al negociar el documento
no se obtendría dinero a cambio sino que habría que pagar por él.

En el Ejemplo 4.6, si el documento se descuenta 10 años antes (t = 10) se obtiene un
valor efectivo nulo, E = 0, y por más de 10 años el valor efectivo es negativo.

Solución. Lo que recibe el titular es el valor efectivo del documento luego de aplicarse
el descuento. La unidad de tiempo es el año, por lo que el plazo de la operación es
t = 180/360 =0,5. Dado que se aplica un tipo de descuento simple comercial, este valor es

por lo que el descuento efectuado sobre el valor nominal es de $ 7.500.

Este tipo de descuento evita la situación de tener un valor efectivo negativo. El valor efectivo
E sobre un valor nominal N con vencimiento t para una tasa de descuento d está dada por:

De esta manera se tiene que N = E /(1 + dt), es decir que el valor de E se calcula como
el capital que debe depositarse durante un tiempo t a una tasa de interés simple d para
que su valor final sea N.

El valor efectivo E se obtiene del cociente entre el valor nominal del documento y una
expresión positiva: 1 + dt. Por lo tanto, E no puede ser nulo ni negativo.

Además, de la fórmula de diferencias de cuadrados:

E = 100. 000 · (1− 0,15 · 0,5) = $ 92. 500

EE ==
NN

11 ++ dtdt

49

donde t es el tiempo expresado en años. Por lo tanto, si la letra se descuenta un
mes antes de su vencimiento, el valor efectivo será:

si se descuenta 6 meses antes de su vencimiento será:

y un año y medio antes de su vencimiento será:

E = 1. 000

(
1 − 0,1

1

12

)
= $ 991,67

E = 1. 000

(
1 − 0,1

1

2

)
= $ 950

E = 1. 000 (1 − 0,1 · 1,5) = $ 850.

4.4.2. Descuento simple racional

Ejemplo 4.7Un documento de $ 100.000 que vence a los 180 días es descontado en una institu-
ción bancaria que cobra un 15% anual de descuento del tipo simple comercial.
¿Cuál es el descuento que sufre el titular y cuánto recibe en efectivo?
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Y, observando que 1 −  (dt)2 < 1 y 1 + dt > 0, se sigue que . Por lo tanto,

Esto implica que el valor efectivo que se obtiene según el descuento racional es siempre
mayor que en el descuento simple.

Asimismo, se puede calcular que el valor efectivo que se obtiene al tiempo t = 1/d antes
del vencimiento es

Esto es, el valor efectivo es la mitad del
valor nominal, mientras que para el des-
cuento simple comercial el descuento es
por todo el documento.

El gráfico 4.2 ilustra la comparación, para
una misma tasa de descuento d, entre el
valor efectivo que se obtiene según el des-
cuento simple comercial y el descuento
racional o matemático. 

(1 + dt) (1 − dt) = 1 − (dt)2

N

1 + dt
≥ N · (1− dt)

1 − dt <
1

1 + dt

E =
N

1 + d 1
d

=
N

2

desc. compuesto

desc. simple

tiempo12840

=N

=N/2

100

desc. racional
50

G r á f i c o  4 . 2

4.5. Ejercicios

Ejercicio 4.1 Una letra de cambio está firmada por $ 2.730 con vencimiento para el 22 de octubre.
El tenedor de la misma desea hacerla efectiva el 4 de septiembre del mismo año y
acude a un banco que le cobra una tasa mensual de descuento del 2 %. Determinar
el valor descontado que recibirá por la letra de cambio y el descuento que le hace
el banco suponiendo: a) Descuento racional b) Descuento comercial.

Ejercicio 4.2 Se realiza el descuento de un documento cuyo valor nominal es de $ 10.752,16.
Sabiendo que el documento vence dentro de 90 días y la tasa nominal anual de
descuento es del 27%, calcular:

1. el valor efectivo a cobrar,

2. la tasa de interés equivalente anual y la tasa de descuento anual.

3. ¿Cuál debería haber sido el valor nominal de descuento, para obtener el
mismo valor efectivo con una tasa nominal anual del 23%?
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Ejercicio 4.3Un documento tiene un valor efectivo de $ 890 si se lo descuenta 78 días antes de
su vencimiento a una tasa del 8,1% trimestral simple. Calcular cuál es el valor
nominal para ambos tipos de descuento: comercial y racional.

Ejercicio 4.4Si se aplica descuento racional a un cheque diferido 8 meses antes del venci-
miento, se deberá descontar una sexta parte del valor nominal del mismo.
Determinar la tasa anual de descuento.
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En este capítulo describiremos ciertas operaciones financieras básicas, algunas de las
cuales ya hemos mencionado en los ejemplos y ejercicios anteriores.
Fundamentalmente, consideraremos aquellas operaciones financieras en las cuales la
tasa de interés está preestablecida, y por lo tanto se puede conocer su rendimiento
financiero. Este tipo de operaciones se denomina sin riesgo.

Las operaciones con riesgo son aquellas cuyo rendimiento tiene una componente
de azar o aleatoriedad. Un ejemplo, es la inversión en acciones de una determina-
da empresa. Como veremos más adelante, una acción es la posesión de una
pequeña parte de la empresa: si la empresa prospera, la acción aumenta su valor,
pero si la empresa quiebra, la acción pierde todo su valor. Otros ejemplos de ope-
raciones con riesgo son la inversión en contratos forwards, futuros, opciones, etc.,
todas estas derivadas de la inversión en acciones.

Ahora bien, si existe la posibilidad de perder dinero, ¿por qué alguien preferi-
ría invertir en una operación riesgosa? Principalmente, porque en general estas
opciones otorgan mayores beneficios o ganancias que un simple depósito ban-
cario, por supuesto, siempre que el inversor sea hábil y buen conocedor del
mercado bursátil.

Siempre que se realiza una operación financiera hay dinero involucrado. Ahora bien, no
siempre este dinero se paga con billetes o monedas. Existen otras formas de pagar: con
cheque, con tarjeta de crédito, con tarjeta de débito, con tarjetas de compra, etc. En
esta sección definiremos algunas de estas formas de pago.

Un cheque es un documento comercial. Consiste en una orden de pago librada contra
un Banco en el cual el librador tiene fondos depositados a su orden en cuenta corrien-
te o autorización para girar en descubierto (ver Depósito en cuenta corriente). En este
documento deben constar diferentes datos y leyendas:
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Capítulo 5
Operaciones financieras

5.1. Introducción

5.2. Formas de pago

5.2.1. El cheque
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1. la denominación cheque inserta en su texto;

2. el número de orden impreso en el cuerpo del cheque y talón;

3. el lugar y fecha de emisión;

4. nombre y domicilio del banco;

5. expresión de si es a la orden, al portador o a favor de determinada persona;

6. la cantidad librada escrita en números y letras, especificando el tipo de moneda;

7. la firma del librador.

Ahora bien, ¿quién puede cobrar un cheque en el banco? Esto depende del tipo de che-
que, y según esto se clasifican de la siguiente manera:

Cheque al portador: significa que el banco pagará el importe del mismo a cualquier
persona que lo presente al cobro. Así es que si alguien pierde o le roban un cheque al
portador, debe realizar de inmediato la denuncia para que el banco retenga el cheque y
no lo pague a cualquier persona.

Cheque a favor de determinada persona o “a la orden”: en este caso, el librador con-
signa el nombre del beneficiario seguido o no de “a su orden”. Esto significa que sólo
éste beneficiario podrá cobrar el cheque, o bien puede transmitirlo a un tercero por
medio de un endoso. El banco lo pagará verificando previamente la autenticidad de la
firma del librador y la del último endosante.

Cheque a favor de determinada persona, “no a la orden”: aquí el banco paga a la per-
sona cuyo nombre figure en el documento o cheque, o también puede ser depositado en
la cuenta bancaria del beneficiario, pero no son transmisibles de persona a persona.

Cheque cruzado en general: son los cheques que llevan trazadas dos líneas paralelas
transversales a su texto, entre las líneas puede consignarse “no negociable”. Puede ser
transferido de una persona a otra por vía del endoso, pero no puede cobrarse en la ven-
tanilla de un banco, sino que tiene que ser depositado en cuenta. Si desea cobrarlo
deberá endosarlo y depositarlo en su cuenta bancaria, luego librar un cheque de su pro-
pia firma pudiendo cobrar el efectivo transcurridas 24, 48 ó 72 horas.

Cheque cruzado en especial: tiene las mismas características del anterior, pero
entrelíneas transversales el nombre de un determinado banco, sólo puede ser
cobrado en ese banco.

Cheque conformado: el banco contra el cual se ha girado deja una constancia en el
mismo cheque, asegurando que el librador posee fondos en su cuenta. Se emplean
cuando se hacen determinadas transacciones, tienen por objeto garantizar la existencia
de fondos ante quien ha de recibirlos.

Todo lo que usted quiere saber sobre matemática f inanciera pero no se anima a preguntar
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Cheque del viajero: son los cheques que expiden los bancos a su propio cargo, siendo
pagaderos en el mismo Banco, en sus sucursales o en otros que actúan como sucursa-
les. Son utilizados por las personas que viajan y no desean llevar consigo grandes
cantidades de dinero.

Cheque diferido: son órdenes de pago libradas a una fecha determinada, posterior a la
fecha de su libramiento. A la fecha de vencimiento, el librador debe tener fondos suficien-
tes depositados a su orden en cuenta corriente o autorización para girar en descubierto. El
plazo máximo admitido para la emisión de un cheque de esta naturaleza es de 360 días.

Estos cheques son importantes para los que inician un pequeño o mediano emprendi-
miento y requieren de dinero anticipado. De esta manera, pueden adquirir el
equipamiento necesario para poner en marcha la empresa, y pagar más adelante cuan-
do haya comenzado la producción.

Por otra parte, los cheques diferidos son negociables. Esto significa que cotizan en el
mercado, por lo cual se constituyen en documentos que pueden venderse y comprarse,
de manera similar que los bonos de deuda, las acciones, y otros valores de riesgo.

Así como el cheque diferido es una orden de pago para una fecha posterior a la emisión del
documento, existen otras formas de pago diferido: el pagaré y el giro o letra de cambio. 

Pagaré: es un documento que registra la promesa incondicional de pago por parte del
emisor o suscriptor, respecto a una determinada suma, con o sin intereses y en un plazo
estipulado en el documento a favor del beneficiario o tenedor.

Letra de cambio: es un documento que expresa una promesa de pago de una suma
determinada a un tercero, al vencimiento y en el lugar estipulado en el documento. Las
partes que intervienen en una letra de cambio son: 

· librador: es quien ordena el pago.

· librado o fiado: es quien debe pagar. Usualmente es una entidad bancaria.

· beneficiario o tenedor: es quien recibirá el pago de la suma.

Llamamos dinero electrónico a la forma de pago mediante tarjetas. Principalmente se utili-
zan tres formas de pago con tarjeta: tarjeta de débito, tarjeta de crédito y tarjeta de compra.

Tarjeta de crédito: Este tipo de tarjeta posibilita diferir el pago de las compras efectua-
das; comprar en cuotas con base en un plan de pagos predeterminado, o realizar un
pago mínimo sobre consumos efectuados y financiar el saldo restante. De esta manera,

55

5.2.2. Pagarés, giros y letras de cambio

5.2.3. Dinero electrónico
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es posible efectuar una compra sin tener al momento los fondos para pagarlos, pero
teniendo la certeza que se los tendrá en un futuro para poder saldar la deuda contraída
a través de la tarjeta.

Generalmente, la tarjeta de crédito está asociada a una cuenta bancaria, pero también
existen otras entidades que ofrecen tarjetas de crédito.

Tarjeta de débito: : las tarjetas de débito sólo pueden utilizarse si el titular tiene fondos
disponibles en su cuenta bancaria. Es importante porque el usuario no necesita de llevar
consigo du dinero.  Actualmente, la mayoría de las empresas privadas y estatales pagan los
sueldos a sus empleados a través de acreditaciones en cuentas sueldo, que tienen asociadas
una tarjeta de débito. Estas tarjetas, que son intransferibles, pueden utilizarse también para
extraer dinero a través de los cajeros automáticos, siempre que no supere el tope diario para
el monto a extraer o a pagar que impone la entidad bancaria. El usuario, para poder utili-
zarla, posee una clave numérica secreta.  Ante la pérdida de la tarjeta, el titular debe efectuar
su denuncia para que la misma sea bloqueada y no pueda ser usada por terceros.

Tarjetas de compra: es habitual que grandes negocios (tiendas o supermercados) emi-
tan tarjetas de compras para que las utilicen sus clientes habituales para realizar sus
compras. Son similares a una tarjeta de crédito, sólo que únicamente pueden utilizarse
en el local que las emite.

Otra diferencia es que todos los consumos realizados sobre la tarjeta se pagan al vencimien-
to de la misma, y no hay financiamiento. Es frecuente que estos locales comerciales
beneficien al usuario de la tarjeta con determinados descuentos por el uso de la misma.

Un tipo de operación financiera es el depósito de dinero en un banco u otra entidad
financiera. Todo depósito es un préstamo a la entidad que resguardará el dinero, y
esta entidad utilizará este depósito para realizar otras inversiones: préstamos, inver-
siones en bolsa, entre otras. Si el depositante requiere tener disponibilidad
inmediata de dinero, el banco podrá hacer menores inversiones y en consecuencia
ofrecerá una menor tasa de interés. Si, en cambio, permite que el banco disponga
del dinero por mayor tiempo, éste tendrá un abanico mayor de posibilidades de
inversión y en consecuencia otorgará mayor interés.

Por lo tanto, por regla general: a mayor tasa de interés, menor posibilidad de disponer
del dinero en forma inmediata.

Este tipo de depósito puede estar constituido en pesos, dólares estadounidenses o, si
existiera autorización del Banco Central, otras monedas extranjeras. La idea de este tipo
de depósito es que el banco custodie y resguarde el dinero, y que además la entidad
reconozca alguna retribución por confiar este dinero en concepto de interés.

5.3.1. Depósito en caja de ahorro

5.3. Operaciones de depósito
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Es así que la primera y principal obligación del banco es la de asumir la custodia de los
fondos depositados por el cliente, en una cuenta a su nombre, con el compromiso de
mantener ese dinero a disposición del depositante para que realice las extracciones gra-
duales o totales que considere necesarias. Finalmente, el banco abonará un interés que
debe ser acordado con el cliente.

Básicamente una cuenta corriente funciona como una cuenta de depósito, es decir, se
alimenta del dinero que ingresa en la misma. La característica que lo distingue es que
presta un servicio de caja, es decir, se utiliza para el titular pueda, a través de ella, reali-
zar pagos a terceros. Los depósitos en cuenta corriente generan menor interés que una
caja de ahorro, o en algunos casos pueden no pagar interés.

La cuenta corriente está asociada al uso de cheques. Un cheque es una orden de
pago emitida contra el banco en el cual el librador tiene una cuenta corriente. Así,
el titular de la cuenta emite o libra un cheque contra el banco, a favor de un ter-
cero, y el banco paga contra el dinero depositado. Esto implica que el
cuentacorrentista debe proveer la cantidad de fondos necesarios para cubrir los
pagos a cheques.

Ahora bien, puede ocurrir que no existan fondos en la cuenta suficientes para hacer
frente al pago de los cheques. En ese caso se presentan dos alternativas:

· que el banco rechace los cheques por no existir fondos suficientes en cuenta,
lo que suele decirse un cheque sin fondos, o;

· que el banco celebre con su cliente un contrato de crédito, denominado habi-
tualmente giro en descubierto, pues el cuentacorrentista gira o emite cheques sin
tener el dinero depositado en la cuenta. En este caso el banco afronta el pago
de los cheques emitidos por el titular, produciéndose al mismo tiempo una
deuda que generará intereses a favor de la entidad.

En este tipo de depósito, el cliente entrega o deposita en la entidad bancaria una
determinada suma financiera por un término de tiempo o plazo preestablecido. Al
igual que en las cajas de ahorro, el banco asume la guarda de los fondos pero ade-
más, el banco usa esos fondos y los presta a terceros por el cual percibe un interés,
o bien realiza otro tipo de inversiones. Es por esto que la entidad reconoce al depo-
sitante una remuneración o un precio por el uso de su dinero; esto es el interés,
técnicamente conocido como tasa pasiva porque es el que el banco paga. La diferen-
cia esencial con los depósitos en caja de ahorro, es que el depositante podrá disponer
libremente de los fondos sólo al producirse el vencimiento del lapso acordado. Una
vez vencido el plazo, el cliente puede retirar totalmente los fondos, o bien renovar
el depósito parcialmente o en su totalidad.
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5.3.2. Depósito en cuenta corriente

5.3.3. Depósito a plazo fijo
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Un préstamo bancario es una operación por la cual el banco otorga dinero a un clien-
te, y cuya devolución se pacta para un determinado plazo, tasa de interés, y
frecuentemente con una financiación en cuotas.

Si el préstamo de dinero es importante, la entidad bancaria solicita una garantía de
pago: un inmueble, un auto, una maquinaria para el agro, títulos de propiedad, etc.
Según este tipo de garantía, los préstamos se denominan hipotecarios o prendarios.

Si el préstamo de dinero no es por un monto importante, se suele hacer un préstamo
personal, también llamado crédito a sola firma. Esto no significa que no se exija ningu-
na garantía, ya que el crédito siempre se respalda sobre el patrimonio del deudor o de
algún aval o garante.

El Leasing es un contrato por el cual una persona entrega a otra un determinado bien,
a cambio de un pago periódico y por un cierto plazo, al cabo del cual el beneficiario
puede restituir el bien o adquirirlo.

De esta manera, el locatario puede adquirir este bien pagando una renta periódica a
modo de alquiler, y al final del contrato puede optar por:

· adquirir el bien, (opción de compra);

· suscribir un nuevo contrato de Leasing sobre el mismo bien, o;

· restituir el bien al dador.

El contrato de Leasing es muy importante para las empresas pequeñas o medianas, que
no cuenten con suficientes recursos para autofinanciarse en su actividad, o que quieran
renovar su equipamiento tecnológico. 

5.4.1. Leasing

5.4. Préstamos

5.5. Ejercicios

Ejercicio 5.1 La figura 5.1 muestra un modelo de cheque con pago diferido, frente y dorso.
Identificar los distintos elementos del mismo.

Ejercicio 5.2 Un empresario  posee una cuenta corriente en el Banco CORDO BANK, y emite un
cheque para pagarle $2.500,58 a Venancio Enríquez en concepto de honorarios. El
cheque tiene fecha del 2 de junio de 2009. ¿Cómo debería completar un cheque
como el de la figura 5.2? 
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Figura 5.1

Frente y dorso
de un cheque
de pago diferido

Ejercicio 5.3La figura 5.3 ilustra un comprobante de pago con una tarjeta de débito. ¿Qué datos
puede identificar en el mismo?

Figura 5.2

CORDO
BANK

CHEQUE

CORDOBA

PAGUESE A

LA CANTIDAD DE PESOS

DE DE

SERIE A: N 01234567 $

DATOS DE LA SUCURSAL BANCARIA

DATOS DEL TITULAR DE LA CUENTA

Figura 5.3

Comprobante
de tarjeta de
débito

02/05/09

MAESTRO

TIENDA S.A

IMP. TOTAL
C.A.$
FACTURA: 0000-00000000

$156.86

datos de la transacción

CALLE A 1234
CORDOBA

30-0000000-9

10:12:42
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Ejercicio 5.4 La figura 5.4 ilustra el frente y dorso de una tarjeta de débito. ¿Qué datos puede
identificar en el mismo?

Figura 5.4

Tarjeta de
débito

CORDOBANK

BANKUS

ENRIQUEZ VENANCIO
Válida desde 03/08 hasta 12/49

000000    000   000000   000

RED
1

RED
2

RED
3

000
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En una operación financiera con capital inicial y final CI y CF respectivamente, se llama
capitalización al proceso para obtener el capital final a partir del inicial, y actualización
al proceso de obtener el capital inicial a partir del capital final.

En una operación financiera simple existe un capital inicial CI y un capital final CF relaciona-
dos por una tasa de interés i y un tiempo de duración de la operación t. Dado que asumiremos
un tipo de interés compuesto, tenemos la siguiente relación entre estos elementos:

o equivalentemente   

Estas ecuaciones permiten obtener el valor del capital interviniente, al final y al princi-
pio de la operación; es decir que cada una de estas fórmulas muestra el proceso de
capitalización y de actualización, respectivamente para una operación financiera simple.

Fijada una tasa de interés r, los símbolos u y r denotarán u = (1 + r) y  = . Si
el plazo de la operación es por un período t, se llama factor de capitalización al
factor ut y factor de actualización a       t. Las relaciones anteriores se pueden descri-
bir entonces como

En este caso se desconoce el capital inicial CI . La tasa de interés mensual es 0,04
y la duración de la operación en meses es t = 6. El factor de actualización es

= 0,96156 =0,7901, y por lo tanto el capital inicial es:

CI = $ 27.800,00 × 0,7901 = $ 21.964,78

En general, las operaciones financieras suelen ser más complejas e involucran diferen-
tes tasas de interés en distintas unidades de tiempo, o bien no se cuenta sólo con un
capital inicial sino que el capital final se forma a partir de una sucesión de pagos o depó-

CF = CI (1 + i)t CI = CF

(
1

1 + i

)t

1
1+r

CF = CIu
t CI = CFy νt.

(
1

1,04

)6
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Capítulo 6
Capitalización y
actualización
6.1. Introducción

Ejemplo 6.1El Sr. Antonio Sánchez realizó un depósito en caja de ahorro, a una tasa de interés
mensual del 4 %. Al cabo de medio año había en su cuenta $ 27.800,00 ¿Cuánto
dinero había depositado el Sr. Sánchez?
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sitos efectuados en distintos momentos. Ejemplos de esta situación son los pagos de
hipotecas, pagos de intereses sobre bonos de deuda, las primas de seguros, etc.

Una sucesión de pagos realizados a intervalos preestablecidos de tiempo, se denomina
una renta o anualidad. Si el período de tiempo durante el cual se realizan estos pagos
está preestablecido, se dice que es una renta cierta, y si es indeterminado, por ejemplo,
durante la vida de una persona, la renta se dice perpetua. Cada uno de los pagos se deno-
mina cuota, y el tiempo de duración de la operación es el término o plazo de la misma.

Así como en una operación financiera simple interesa conocer tanto el capital final
como el capital inicial, lo mismo ocurre con el caso de las anualidades ciertas. En cier-
tos casos, estas rentas tienen como objetivo acumular un monto de dinero determinado
al cabo de cierto tiempo y, por lo tanto, se necesitan herramientas matemáticas para cal-
cular el valor final de una renta en términos de una tasa de interés, del número de
cuotas y del monto de las mismas. En otras ocasiones una renta se utiliza para saldar
una deuda en cuotas y, por lo tanto, es necesario saber calcular el valor actual de la renta
en términos de los elementos que la conforman.

Para el caso particular de las rentas perpetuas, su objetivo suele ser el de amortizar el
gasto en una determinada inversión, como es el caso de las empresas de peaje de rutas
o puentes. Así es que estas empresas imponen un costo de peaje de modo de obtener
un ingreso periódico de dinero, y que la renta así conformada salde, como mínimo, el
gasto inicial de la inversión.

En la práctica no existen rentas que se extiendan indefinidamente en el tiempo, pero al
desconocerse el término de las mismas se asumen de duración infinita. Es claro enton-
ces que, para el caso de las rentas perpetuas, no es un objetivo conocer el valor
acumulado de la misma. Más aún, matemáticamente sería imposible calcularlo a prio-
ri debido a que se desconoce el momento final de las mismas.

Toda renta es un conjunto de cuotas que se
suceden unas a otras en el tiempo. Se convie-
ne denotar con t = 0 al momento inicial de la
renta. Este instante puede coincidir con el
pago de la primera cuota o puede ser anterior.

Para representar gráficamente una renta, se
suele trazar una recta que representa la
línea de tiempo, se marca el origen de la
renta, los momentos de las cuotas y el
monto de las mismas. Si la renta es perpe-
tua o se desea omitir un período de
tiempo, se interrumpe con una línea dis-
continua. La Figura 6.1 representa dos
casos particulares de rentas: una renta cier-

Todo lo que usted quiere saber sobre matemática f inanciera pero no se anima a preguntar

6.2. Rentas o anualidades

RENTA PERPETUA
trimestres2 3 n

$200 $200 $200 $200 $200

10

RENTA CIERTA
0 meses2 3 5 6

$100$200$500$500

r=0,12

r=0,03

r=0,05

F i g u r a  6 . 1

Renta cierta y renta perpetua
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ta de cuatro cuotas pagaderas en los meses 2, 3, 5 y 6, cuyos montos son respec-
tivamente $ 500, $ 500, $ 200 y $ 100, y una renta perpetua con cuotas
trimestrales de $ 200. En el caso de la renta cierta, se asume una tasa de interés
del 5% hasta el tercer mes de iniciada la operación y luego la tasa cambia al 12 %,
mientras que la renta perpetua está sujeta a una tasa del 3 %.

En esta definición se menciona la suma de valores actuales de cuotas de una renta per-
petua, esto es, de infinitas cuotas. Si bien pareciera no tener sentido, es posible darle
una explicación matemática a esta situación y se hará referencia a esto más adelante.

Según esta suposición, las anualidades pueden clasificarse de acuerdo a distintas carac-
terísticas. Algunas de ellas son:

· según los intereses que devengan: rentas sujetas a interés
simple o a interés compuesto, aunque usualmente se aplica el
interés compuesto;

· según los momentos de pago: cuotas anticipadas si se
pagan al comienzo de cada período, o cuotas vencidas si se
pagan al final;

· según el importe de la cuota: constantes, si todas las cuo-
tas son iguales, o variables en caso contrario.

A continuación se estudiará cómo calcular el valor obtenido por la capitalización y la
actualización de anualidades ciertas. En un principio, y para que la introducción al
tema no resulte complicada, se asumirá que las cuotas se pagan equiespaciadamente en
el tiempo y se tomará como unidad de tiempo al lapso entre dos cuotas. Por ejemplo,
si las cuotas son mensuales, la unidad de tiempo será el mes. Además se considerará que
la tasa de interés actuante es constante en toda la renta.

63

$500 $500

15/02 40/5130/5110/51
t

$500

15/05

$500 $500 $500

15/02 15/03 15/0415/01
t

15/05

t=0 t=T

t=0 t=T

CUOTAS VENCIDAS

CUOTAS ANTICIPADAS

F i g u r a  6 . 2

Cuotas anticipadas y cuotas vencidas para una misma renta

Definición 6.1Dada una renta cierta, se llama valor final de la renta en t = T a la suma de las capi-
talizaciones de cada una de las cuotas al momento t = T.

Asimismo, el valor actual o valor presente de una renta, cierta o perpetua, es la
suma de los valores actuales de cada una de las cuotas en t = 0.

NOTA: Los conceptos de cuota anti-
cipada y cuota vencida son, si se
quiere, un tanto subjetivos y están
asociados a los momentos que se
consideren inicio y final de la opera-
ción financiera. Por ejemplo, si un
individuo paga 3 cuotas los días 15
de febrero, 15 de marzo y 15 de abril
respectivamente, no puede saberse
a priori si son cuotas vencidas o
anticipadas. Ahora bien, si estas
cuotas pertenecen a un plan de
pagos por una compra realizada el
15 de enero, puede interpretarse
como una renta de cuotas vencidas,
pues los pagos son “a fin de mes”.
Pero, si el individuo ha realizado
estos aportes con el objetivo de acu-
mular un determinado capital al 15
de mayo se considera una renta de
cuotas anticipadas. Ver Figura 6.2.
Para cualquier día del año, el valor
de la renta será único, independien-
temente de que las rentas se
consideren vencidas o anticipadas.

C a p i t a l i z a c i ó n  y  a c t u a l i z a c i ó n
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Para este tipo de rentas se pueden obtener fórmulas cerradas que permiten calcular
explícitamente el valor final y el valor actual de las mismas. En todos los casos se ubi-
cará el origen del tiempo t = 0 en el momento que comienza la operación financiera.
Se denotará n al número total de cuotas, por lo cual t = n es el término y final de la
operación. Si las cuotas son anticipadas, la primera cuota se paga en t = 0 y la última
en t = n − 1. Si son vencidas, la primera cuota se paga en t = 1 y la última en t = n.

En la Figura 6.3 se ha representado el caso de una renta de cuatro cuotas vencidas, y el cálcu-
lo del capital al momento del pago de la última cuota. Para ello, se debe capitalizar tres
períodos a la primera cuota de $ 100, dos períodos a la segunda de $ 200, y un período a la

de $ 300. En este ejemplo, la última cuota no
se capitaliza pues coincide con el momento
final de la operación. El capital final de la renta
es VF = 133,10 + 242 + 330 + 400 = $ 1.105,10.

Aquellas rentas en las cuales interesa el valor
del capital final, suelen llamarse también
imposiciones. Cabe aclarar que el término
imposición no hace referencia a un tipo de
renta, sino al objetivo de la misma que es el de
acumular una cierta cantidad de dinero final.

Los siguientes párrafos se refieren a anualidades sujetas a interés simple. Este tipo de
rentas no es de uso frecuente, sin embargo, es útil entender el procedimiento para el
cálculo del valor final de una anualidad.

Asumamos que se realizarán n pagos o cuotas iguales de valor c, sobre los cuales se apli-
cará un interés simple de tasa periódica r. Sabiendo que los pagos comienzan en t = 0
y que se realizan siempre a comienzo de cada período, se desea saber cuál es el capital
que se ha formado al finalizar el n-ésimo período a partir de las n cuotas.

Para esto se debe calcular el monto o capital final producido por cada una de estas cuo-
tas en t = n. Así, el monto producido por la primera cuota c en t = 0 al cabo del n-ésimo
período es c (1 + r n), puesto que transcurren n unidades de tiempo. El producido por
la segunda cuota en t = 1 es c (1 + r (n − 1)); y así sucesivamente, el monto produci-
do por la i-ésima cuota en t = i al cabo del n-ésimo período es:

c (1 + r (n − i))

La última cuota se paga en t = n − 1, que es el comienzo del último período, y el capi-
tal final producido por la misma es c (1 + r).

6.3.1. Valor final de una anualidad a interés simple,
con cuotas constantes y anticipadas

6.3. Capitalización de una renta

tt = 0

$100 $200 $300 $400

400

300 · 1,1 = 330

200 · 1,12 = 242

100 · 1,13 = 133 ,10

r = 0 .10

F i g u r a  6 . 3

Renta cierta con cuotas vencidas
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Por lo tanto, el capital formado por la suma de estas cuotas en t = n se obtiene sumando:

c (1 + r n)) + c (1 + r (n − 1)) + · · · + c (1 + r (n − i)) + · · · + c (1 + r).

Invirtiendo el orden de la suma y escrita ésta en términos de sumatoria se obtiene:

Solución: La Figura 6.4 representa la
capitalización de las cuotas 1, 2 y 10
de esta renta.

Según la fórmula anterior, el valor final
de esta renta al momento del último
pago es:

es decir, de $ 3.330.

Este caso es análogo al anterior, a excepción que no se paga una cuota en t = 0 y sí se
paga una cuota en t = n. De este modo, y siguiendo un análisis similar al anterior, el
capital final formado por la suma de las cuotas en t = n es:

Notemos que las fórmulas obtenidas en los dos casos son muy similares, difiriendo en
el factor n + 1 o n − 1.

Solución: Este ejemplo es similar al Ejemplo 6.2, sólo que las cuotas se consideran
anticipadas. La Figura 6.5 representa la capitalización de las cuotas 1 y 2 de esta renta.

VF =
n∑

t=1

c(1 + r t) = c n+ c r
n(n+ 1)

2
= c

(
n+ r

n(n+ 1)

2

)
.

VF = c

(
n+ r

n(n+ 1)

2

)
= 300

(
10 + 0,02

10 · 11

2

)
= 3. 330,

n−1∑

t=0

c(1 + r t) = c n+ c r
(n− 1)n

2
= c

(
n+ r

(n− 1)n

2

)
.
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6.3.2. Valor final de una anualidad a interés simple,
con pagos constantes y vencidos

Ejemplo 6.2El Sr. López ha depositado 10 cuotas mensuales de $ 300 en una entidad que apli-
ca un interés simple mensual de 2 %. Calcular el capital acumulado un mes
después del pago de la última cuota.

Ejemplo 6.3El Sr. López ha depositado 10 cuotas mensuales de $ 300 en una entidad que apli-
ca un interés simple mensual de 2 %. Calcular el capital formado al momento de
pagar la décima cuota.

2 3 1010

$100 $100 $100 $100

100 · (1 + 0 .02 · 9)

100 · (1 + 0 .02 · 10)

meses

r=0,02

100 · (1 + 0 .02)

F i g u r a  6 . 4

Renta a interés simple, con cuotas anticipadas
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Obsérvese que al ser las
cuotas vencidas, la prime-
ra se capitaliza nueve
períodos, la segunda ocho
períodos, y así siguiendo
hasta que la última no se
capitaliza. Según la fór-
mula anterior, el valor
final de esta renta al
momento del último
pago es:

es decir, $ 3.270.

Si cada cuota se capitaliza un mes más, por cada una de ellas se agregan 300 · 0,02 = 6 pesos.
Dado que son 6 cuotas, se suman $ 60 pesos en total. En efecto, 3.270 + 60 = $ 3.330.

De aquí en adelante, se considerarán rentas sujetas a interés compuesto, y dentro de ellas
se estudiarán los casos de cuotas constantes y de cuotas variables en progresión aritmética.

Asumiendo una tasa de interés r y un tipo de interés compuesto, y cuotas constantes
de valor c, se tiene que cada cuota capitaliza un cierto número de períodos, y arroja un
determinado valor final en t = n.

Solución. El Cuadro 6.1 representa un ejemplo de una renta de 4 cuotas de $ 100,
sujetas a una tasa del 3 %, y el capital final obtenido al momento de pagar la cuarta
cuota. Esto es, el valor final de la renta es de $ 418,3627.

Ahora bien, si la renta tiene
muchas cuotas puede resultar
tedioso calcular la capitalización
de cada una de las cuotas, y luego
sumar todas ellas. Siempre es
conveniente contar con una fór-
mula cerrada, que en términos
del valor de la cuota, la tasa de
interés y el número de cuotas,
permita obtener el valor final.

VF = c

(
n+ r

(n− 1)n

2

)
= 300

(
10 + 0,02

9 · 10

2

)
= 3.270

r=0,02

2 3 1010

$100 $100 $100 $100

meses

100 · (1 + 0 .02 · 8)

100 · (1 + 0 .02 · 9)

F i g u r a  6 . 4

Renta a interés simple, con cuotas vencidas

6.3.3. Valor final de una anualidad a interés compuesto,
con pagos constantes y vencidos

Ejemplo 6.4 Una renta está conformada por 4 cuotas de $ 100, sujetas a una tasa del 3 %, y se
desea conocer el capital final obtenido al momento de pagar la cuarta cuota.

Cuota Períodos Valor final

1 3 100 · (1,03)3 = 109,2727

2 2 100 · (1,03)2 = 106,09

3 1 100 · (1,03) = 103

4 ninguno 100

Valor final 100 · (1 + (1,03) + (1,03)2 + (1,03)3 = 418,3627)

Cuadro 6.1
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Si se considera una renta de n cuotas constantes de valor c, sujetas a una tasa de inte-
rés periódica r, ésta podría representarse como lo muestra el Cuadro 6.2.

La expresión para el valor final es una suma geométrica, con razón (1 + r) y cuyo pri-
mer término es c. Por lo visto en el Capítulo 2, esta suma es igual a:

De esta manera, se tiene que el valor
final de la renta de cuotas vencidas es
igual a c por una expresión que sólo
depende del número de cuotas y de la
tasa de interés. Esta expresión se la
denota entonces :

El símbolo es propio de la matemá-
tica financiera, e indica el valor final (s) de
una renta de n cuotas periódicas vencidas
iguales a 1, sujetas a una tasa de interés r.
La Figura 6.6 ilustra esta situación:

Si la renta es de cuotas iguales de valor c,
entonces su valor final se obtiene multi-
plicando por el valor de la cuota. De
esta manera, el valor final de la renta es
igual a c por una expresión que sólo
depende del número de cuotas y de la tasa
de interés constante que rige la operación.

Solución. En este caso se tiene que c = $ 2.000, n = 5, r = 0,09 y las cuotas son ven-
cidas. Por lo tanto el capital final será, en pesos, igual a:

es decir que el capital acumulado es de $ 11.969,42. 

c+ c(1 + r) + c(1 + r)2 + · · ·+ c(1 + r)n−1 = c ·
(1 + r)n − 1

(1 + r)− 1
= c ·

(1 + r)n − 1

r

sn r

sn r =
(1 + r)n − 1

r
.

sn r

sn r

Capital final = c · sn r = 2.000 · s5 0,09 = 2.000 ·
1,095 − 1

0,09
= $ 11. 969,42

67

t

$1

1

(1 + r )

(1 + r )2

(1 + r )n−1

r

$1 $1 $1

t = nt = 0

F i g u r a  6 . 6

Significado de sn r

Cuadro 6.2: Valor final de una renta de n cuotas vencidas

Cuota Perı́odos Valor final
1 n− 1 c · (1 + r)n−1

2 n− 2 c · (1 + r)n−2

3 n− 3 c · (1 + r)n−3

...

n− 2 2 c · (1 + r)2

n− 1 1 c · (1 + r)

n ninguno c

Valor final c+ c(1 + r) + c(1 + r)2 + · · ·+ c(1 + r)n−1

Ejemplo 6.5Calcular el valor final de una renta de $ 2.000 anuales durante 5 años, asumiendo
una tasa de interés anual del 9% y con cuotas vencidas.
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En el caso de una renta con cuotas anticipadas, cada cuota se capitaliza un período más
que en el caso de las rentas de cuotas vencidas. El Cuadro 6.3 ilustra el caso general.

La suma que representa el valor final es también una suma geométrica, de razón
(1 + r) cuyo primer término es c (1 + r). Luego es igual a

Solución. Esta renta puede interpretarse como una anualidad de cinco cuotas anticipa-
das, cada una de $ 2.000. La tasa de interés es del 9%, y el número de cuotas es n = 5.
El valor de esta renta al comienzo del sexto año es

es decir, $ 13.046,67 aproximadamente.

Este valor podría haberse obtenido también
a partir del resultado del Ejemplo 6.6, capi-
talizando el capital final durante un período
más. En efecto, 1.169 · 1,09 = $ 13.046,67.

Una propiedad de es la siguiente.
Nótese que (1 + r) es el valor final de
una renta de cuotas anticipadas iguales a
1. Si a esta renta se le agrega una última
cuota c = 1 en t = n, se convierte en una
renta de n + 1 cuotas vencidas. Por lo
tanto, se tiene la siguiente relación:

La Figura 6.7 ilustra esta relación:

VF = 2. 000 · 1,09 · s5 0,09 = 13. 046,66913

sn r
sn r

c(1 + r) + c(1 + r)2 + · · ·+ c(1 + r)n = c · (1 + r) ·
(1 + r)n − 1

r
= c · (1 + r) · sn r.

((rr ++ 1)1) ssnn rr == ssnn+1+1 rr −− 11.
Cuadro 6.3: Valor final de una renta de n cuotas anticipadas

Cuota Perı́odos Valor final
1 n− 1 c · (1 + r)n

2 n− 2 c · (1 + r)n−1

3 n− 3 c · (1 + r)n−2

...

n− 2 2 c · (1 + r)3

2n− 1 1 c · (1 + r)

c · (1 + r)n ninguno
Valor final c+ c(1 + r) + c(1 + r)2 + · · ·+ c(1 + r)n

6.3.4. Valor final de una anualidad a interés compuesto,
con pagos constantes y anticipados

Ejemplo 6.6 Una persona deposita al comienzo de cada año la suma de $ 2.000 en una cuenta
que paga una tasa de interés anual del 9 %. ¿Cuál es el capital que habrá acumu-
lado al comienzo del sexto año, antes de depositar la sexta cuota?

$c $c $c $c $c$c

n cuotas adelantadas

(n+1) cuotas vencidas

n cuotas

=

Valor final de n+1 cuotas vencidas

Valor final de n cuotas anticipadas+ c

F i g u r a  6 . 7

Relación entre rentas de n y n + 1 cuotas
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En esta sección se estudiará el caso de aquellas imposiciones donde las cuotas son varia-
bles, en progresión aritmética, sujetas a interés compuesto con una tasa de interés r.

Puesto que las cuotas varían en progresión aritmética, pueden denotarse de la forma

c, c + h, c + 2 · h, . . . , c + (n − 1)h

donde c es el valor de la primera cuota, y h es el término de la progresión aritmética.

Esta sucesión de pagos puede verse como una superposición o simultaneidad de impo-
siciones con cuotas constantes. Por ejemplo. dada una imposición de cuatro cuotas
mensuales, con c = 100 y h = 15, las sucesivas cuotas serán 100, 115, 130 y 145.

Esta imposición es equivalente a tener 4 imposiciones simultáneas, cada una de ellas de
cuotas constantes, a saber:

· cuatro cuotas de $ 100 a partir del primer mes,

· tres cuotas de $ 15 a partir del segundo mes,

· dos cuotas de $ 15 a partir del tercer mes, y

· una última cuota de $ 15 el último mes.

La Figura 6.8 ilustra la situación en una línea de tiempo.

Por lo tanto, para calcular el capital final
de esta imposición es suficiente con cal-
cular el capital final de cada una de las
imposiciones de cuotas constantes. Si se
supone una tasa r a interés compuesto
del 10% y cuotas vencidas, entonces se
puede calcular el capital final como:

Los sucesivos valores de son

y el capital final es 100 · 4,641 + 15 · 3,31 + 15 · 2,1 + 15 = $ 560,25.

Capital final = 100 s4 0,1 + 15 s3 0,1 + 15 s2 0,1 + 15 s1 0,1

sn 0,1

n 1 2 3 4
sn 0,1 1 2,1 3,31 4,641

69

Mes 1 Mes 2 Mes 3 Mes 4

100 100 100 100
15 15 15

15 15
15

Total 100 115 130 145

6.3.5. Valor final de una anualidad con cuotas variables
en progresión aritmética

t

100 115 130 145

0 1 2 3 4

100 100 100 100
15 15

15
15
15
15

F i g u r a  6 . 8

Renta en progresión aritmética 
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Para un caso general, se tiene una sucesión de cuotas c, c + h, c + 2 · h, . . . , c + (n− 1)h.

Asumiendo que h es positivo, esto puede pensarse como en el ejemplo precedente,
como una superposición de imposiciones de:

· n pagos o cuotas iguales a c, a partir del primer período,

· n − 1 pagos iguales a h comenzando en el segundo período,

· n − 2 pagos iguales a h comenzando en el tercer período, y así siguiendo hasta

· 1 pago igual a h en el último período.

Si las cuotas son anticipadas, cada pago se realiza al comienzo del período y si son vencidas
se realizan al final. Las fórmulas obtenidas en cada caso se analizan en los siguientes párrafos:

Cuotas vencidas. Cada una de las n imposiciones de cuotas constantes produce un
valor final, acorde al número de cuotas y al valor de las mismas. Estos valores finales
pueden verse en el Cuadro 6.4.

La suma que representa el valor final puede reescribirse, y para ello se reemplaza
por la expresión que lo representa, para k = 1, 2, . . . , n − 1. Así se obtiene:

En el penúltimo paso, la suma
comienza desde k = 0 y aparece el
término (−1). Esto mantiene el
valor de la expresión, pues se
suma y se resta 1, pero además
permite encontrar una fórmula
que sólo implica el cálculo de .
Reemplazando los valores por los
del ejemplo, se obtiene el mismo
resultado que antes:

sk r

VF = c · sn r +
n−1∑

k=1

h · sj r

= c · sn r +
n−1∑

k=1

h ·
(1 + r)k − 1

r

= c · sn r +
h

r
·

(
n−1∑

k=0

(1 + r)k − (n− 1)− 1

)

= c · sn r + h ·
sn r − n
r

sk r

Cuadro 6.4: Valor final: renta en progresión aritmética con cuotas vencidas

Valor Número
de la cuota de cuotas Valor final
c n c · sn r
h n− 1 h · sn−1 r

...
h 3 h · s3 r
h 2 h · s2 r
h 1 h · s1 r = h

Valor final h+ h s1 r + h s2 r + · · ·+ h sn−1 r + c sn r
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Si h = 0 se obtiene la fórmula correspondiente a cuotas constantes, como es esperable.

Si h es negativo la misma fórmula sigue siendo válida. El sistema de amortización ale-
mán, que se verá en el Capítulo 7, es un ejemplo de imposición con cuotas variables,
en progresión aritmética, donde el término h es negativo.

Cuotas anticipadas. En el caso que las cuotas sean anticipadas la fórmula es muy similar. Sólo
se debe tener en cuenta que cada cuota se capitaliza un período más, por lo que toda la fór-
mula debe ser multiplicada por el factor de capitalización (1 + r). Una cuota anticipada igual
a c es equivalente a una vencida de valor c · (1 + r), por lo que el monto final es igual a:

Solución. Este es el caso de una renta de cuotas anticipadas en progresión aritmética.
El primer término de la progresión es 150, y el paso es 100. Por lo tanto, el valor final
de la renta un mes después de la última cuota es

es decir, aproximadamente $ 1.814,77. Puesto que tuvo que agregar $ 215,23 para
pagar la computadora, el valor de la misma fue de 1.814, 77 + 215,23 = $ 2. 030 pesos.

Si un individuo solicita un préstamo de mucho valor, supongamos equivalente a vein-
te sueldos de los que cobra mensualmente, es muy probable que no pueda devolver este
dinero de una sola vez, menos aún teniendo en cuenta el interés. Por ello es frecuente
implementar la devolución de un préstamo mediante un plan de pago en cuotas. El
valor de estas cuotas debe ser calculado de tal manera que la suma de sus valores actua-
les sea equivalente al préstamo. Para esto se asume una determinada tasa de interés. Este
es un claro ejemplo de la necesidad de saber calcular el valor actual de una renta.

La Figura 6.9 ilustra el cálculo del valor actual de una renta igual a la considerada en la
Figura 6.3. El valor actual de esta renta es

es decir, $ 754,80, aproximadamente.

100 · 4,641 + 15 ·
4,641− 4

0,1
= 560,25

cc ·· ((11 ++ rr)) ·· ssnn rr ++ hh ·· ((11 ++ rr)) ··
ssnn rr −− nn
rr

VF = 150 · 1,015 · s5 0,015 + 100 · 1,015 ·
s5 0,015 − 5

0,015
= 1.814,77222,

VA = 100
1

1,1
+ 200

1

(1,1)2
+ 300

1

(1,1)3
+ 400

1

(1,1)4
= 754,7981695

71

Ejemplo 6.7El Sr. González abrió en el banco una caja de ahorro y realizó los siguientes pagos men-
suales: $ 150, $ 250, $ 350, $ 450, $ 550. La T.N.A. fue del 18% con capitalización mensual.
Un mes después del depósito de la última cuota retiró todo su dinero y necesitó $ 215,23
para pagar el valor exacto de una computadora. ¿Cuál fue el precio de la computadora?

6.4. Actualización de una renta
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En esta sección veremos
cómo calcular el valor
actual o valor presente de
una sucesión de pagos
constantes, sujetos a una
tasa de interés periódica r.
Es decir, sabiendo que se
realizará una sucesión de
pagos periódicos, quere-
mos averiguar la suma del
valor actual de cada una
de dichas cuotas.

Naturalmente, si sabemos
cómo calcular el valor final de la renta, entonces el valor actual se obtiene actualizando
este valor final tantos períodos como tenga la renta. De todos modos, analizaremos
algunos casos a fin de introducir cierta notación muy frecuente en la literatura de la
matemática financiera.

Considérese el caso en que se realizan n pagos constantes y vencidos durante n perío-
dos, sujetos a una tasa de interés periódica r. Se indicará con t = 0 el comienzo de la
operación, por lo que los pagos se realizan en los momentos t = 1, 2, . . . , n. Asimismo,
se denotará  al factor de actualización en un período, esto es,

Así, si c es la cuota pagada en t = j,
entonces c · vj es su valor presente
en t = 0. La Figura 6.10 ilustra la
situación.

Luego, el valor actual VA de una
renta de n cuotas constantes venci-
das e iguales a c es:

Así, VA es la suma de los primeros n
términos de una progresión geométrica, cuyo primer término es c ·  y su razón es .
Por lo visto en el Capítulo 2, se tiene que:

Obsérvese que . De esta manera, el numerador y el denominador de la
fracción resultan positivos, puesto que  < 1.

ν =
1

1 + r

VA = c · ν + c · ν2 + · · ·+ c · νn

VA = c · ν ·
νn − 1

ν − 1
= c ·

ν

1− ν
· 1− νn

νn − 1

ν − 1
=

1− νn

1− ν

t

$100 $200 $300 $400

r = 0 ,10

t = 0

100 · 1
(1 ,1)

200 · 1
(1 ,1) 2

300 · 1
(1 ,1) 3

400 · 1
(1 ,1) 4

F i g u r a  6 . 9

Renta cierta con cuotas vencidas

$c $c $c

t = 0

$c

t = n

c · ν
c · ν2

c · ν3

c · νn

r

F i g u r a  6 . 10

Actualización de una renta con cuotas vencidas

6.4.1. Valor actual de una renta con cuotas constantes vencidas
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Usando que , se obtiene la siguiente expresión para VA:

El valor actual de la renta es igual al producto de c por una expresión que sólo
depende del número de cuotas n y de la tasa de interés r. Esta expresión se
denotará .

Así, dada una renta de n cuotas constantes e iguales a c, pagaderas en t = 1, 2, . . . , n,
se tiene que es el valor actual de la renta calculado en t = 0, y es el valor
final de la renta en t = n. Por lo tanto, se tienen las siguientes relaciones:

y

Otra relación entre la capitalización y el valor presente se da en la siguiente fórmula:

Solución. La tasa mensual aplicada es r = = 0,0125, y el número de cuotas es
n = 4 · 12 = 48. El valor actual VA de la renta es

es decir de $ 10.240,47 aproximadamente.

Una cuota de valor c pagada en el momento t = j tendrá un valor c (1 + r) un período
más tarde, es decir, en t = j + 1. Por lo tanto, el valor actual de una anualidad de cuo-
tas anticipadas iguales a c es igual al valor actual de una anualidad de cuotas vencidas
iguales a c (1 + r) (Ver Figura 6.11). Así, el valor actual VA de una renta de cuotas cons-
tantes anticipadas, iguales a c, está dado por:

an r = νn sn r, an r (1 + r)n = sn r

1

sn r
+ r =

r − r un − r

un − 1
=

r un

un − 1
=

r

1− νn
=

1

an r

an r =
1− νn

r

c · sn rc · an r

ν

1− ν
=

1

r

VA = c ·
1− νn

r

an r

0,15
12

VA = 285 · a48 0,0125 = 285 · 35,9314809 = 10. 240,47206,

73

6.4.2. Valor actual de una renta con cuotas anticipadas

Ejemplo 6.8Calcular el valor actual de una anualidad que consiste en cuotas mensuales ven-
cidas de $ 285 durante 4 años, siendo la T.N.A. del 15% con capitalización mensual.

$c $c $c

t = 0

$c

tt = n t= n − 1

$c(1+r) $c(1+r) $c(1+r) $c(1+r) $c(1+r)
$c

r

F i g u r a  6 . 11

Cuotas anticipadas de valor c o cuotas vencidas de valor c · (1 + r)
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Solución: Simplemente aplicando las fórmulas, el valor actual es igual, en pesos, a:

es decir, aproximadamente $ 21.797,28.

En algunas entidades financieras, el pago de una deuda en cuotas se establece de acuer-
do a los ingresos mensuales o periódicos del deudor. Por ejemplo, en base al sueldo que
éste cobra. Esto es así porque la entidad necesita garantizar mínimamente que el deu-
dor podrá afrontar el pago de la deuda. Surge entonces el problema de calcular cuántas
cuotas de determinado valor deberían pagarse para que el valor actual, o el valor final,
de la anualidad sea un cierto monto.

En este problema se pide establecer el número de cuotas a pagar, sabiendo el
monto de cada una y el valor actual de la renta. Analicemos este problema en un
caso general, siendo la renta de n cuotas constantes y vencidas iguales a c, sujetas
a una tasa de interés periódica r.

Sea VA el valor actual de la renta, entonces . Despejando n resulta

Para obtener el valor de n será necesario aplicar la función logaritmo en ambos miem-
bros de la ecuación, y así se concluye que

Así, esta fórmula permite calcular de manera aproximada, el número de cuotas iguales
a c que deberán pagarse para que su valor actual sea V , asumiendo una tasa de interés
compuesto r. Este número es aproximado, ya que al calcular el logaritmo es muy posi-
ble que el resultado no sea un número entero.

VA = c · (1 + r) · an r

VA = 2.000 · (1,05) · a15 0,05 = $ 21. 797,28188

VA = c ·
1− νn

r

νn =
c− V · r
c

.

nn ==
lologg((cc))−− lologg((cc−− VV ·· rr))

lologg((11 ++ rr))

Ejemplo 6.9 ¿Cuál es el valor actual de 15 pagos anuales y anticipados de $ 2.000 cada uno,
considerando una tasa del 5% anual?

Ejemplo 6.10 ¿Cuántas cuotas mensuales iguales y vencidas de $ 3.000 habrá que abonar para que el
valor actual de la renta resulte de $ 100.000 considerando una tasa del 2% anual?

6.5. Cálculo del número de cuotas y
de la tasa de interés de una anualidad

6.5.1. Número de cuotas
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Solución del ejemplo 6.10. Volviendo a los datos del ejemplo, tenemos que

Este resultado no es un número entero, y se encuentra entre los enteros 55 y 56.
Si se pagan 55 cuotas, no se alcanza el valor actual deseado, y si se pagan 56 se
superará el mismo.

Supongamos que se decide cumplir con una anualidad de 55 cuotas iguales.
Entonces el valor de la cuota debería ser c = = 3.014,54, un valor un poco
mayor a $ 3. 000.

Si en cambio la anualidad es de 56 cuotas iguales, entonces la cuota constante deberá
ser de = 2.984,66, un poco menos de $ 3.000. 

Solución. El precio de contado del automóvil se calcula como el monto pagado al
momento de la compra más el valor actual de la renta por la cual se amortiza el présta-
mo. La tasa de interés mensual es r = 0,18/12 = 1,5%. Por lo tanto, el precio contado
del automóvil se calcula como:

Si una persona deposita mensualmente $ 300 en una cuenta, y al cabo de 4 años tiene
un capital de $ 15.000, ¿qué rendimiento tuvo su inversión? Es decir, ¿cuál fue la tasa
de interés sobre dichos depósitos?

Esta es una situación en la que la incógnita es la tasa de interés, y se tienen como dato
el valor final de la anualidad, el número de cuotas y el valor de las mismas. En princi-
pio, puede ocurrir que la tasa de interés haya variado a lo largo del tiempo, pero al
menos se intenta conocer el valor promedio de la misma.

Si se considera el caso general de una renta de cuotas vencidas, constantes, siendo n el
número de cuotas y c el valor de las mismas, se tiene la ecuación:

que con los datos del ejemplo es:

100. 000
a55 0,02

100. 000
a56 0,02

n =
log(3.000)− log(3.000− 2.000)

log(1,02)
=

log(3)

log(1,02)
∼ 55, 48.

1.500 + 182,50 a360 0,015 = 1.500 +
1− 1,015−36

0,015
= $ 1.500 + $ 5.048,07 = $ 6.048,07

VF = c · sn r = c ·
(1 + r)n − 1

r

15. 000 = 300 ·
(1 + r)48 − 1

r

75

6.5.2. Tasa de interés

Ejemplo 6.11Mario compra un coche usado, y paga $ 1.500 de contado al momento de la com-
pra más $ 182,50 mensuales durante 3 años. ¿Cuál es el precio de contado del
automóvil, si la tasa de interés sobre el préstamo es del 18% nominal anual?
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Este tipo de ecuaciones tiene el inconveniente de que no es posible despejar explícita-
mente el valor de r, a menos que n = 2 en cuyo caso se trata de una ecuación de segundo
grado. ¿Cómo obtener el valor de r ? Existen varias posibilidades: una de ellas es aproxi-
mar calculando qué valor final se obtiene eligiendo algunos valores de r. Por ejemplo:

· para r = 5%, arroja un valor final de $ 56.407,62, lo que
indica que la tasa debe ser mucho menor;

· para r = 0,5% el valor final resulta ser $ 16.229,35, lo que
se aproxima bastante más al resultado;

· para r = 0,17% se obtiene $ 14.990,67 y

· para r = 0,18% el valor final es de $ 15.026,28.

Así que puede estimarse una tasa de interés entre el 0,17% y el 0,18% mensual.

Otra posibilidad es la utilización de tablas que contienen los valores de y de ,
según si el dato es el valor final VF o el valor actual VA, respectivamente, de una renta
de cuotas vencidas. Usando que

y        

y conociendo el valor de n, esto permite hallar un valor aproximado de r. El Cuadro 6.5
muestra algunos valores de tabulados, y se ha resaltado con color los valores cerca-
nos a 50 = , que corresponden a los datos del problema y se ubican en la fila
correspondiente a n = 48.

an rsn r

an r =
VA

c
sn r =

VF
c

sn r
15. 000
300

Cuadro 6.5: Tabla de 

n r 0,001 0,0015 0,002 0,0025 0,003 0,0035

1 1 1 1 1 1 1

2 2,001 2,0015 2,002 2,0025 2,003 2,0035

3 3,003001 3,00450225 3,006004 3,00750625 3,009009 3,01051225

4 4,006004001 4,009009003 4,012016008 4,015025016 4,018036027 4,021049043

5 5,010010005 5,015022517 5,02004004 5,025062578 5,030090135 5,035122715

6 6,015020015 6,022545051 6,03008012 6,037625235 6,045180405 6,052745644

7 7,021035035 7,031578868 7,04214028 7,052719298 7,063315947 7,073930254

8 8,02805607 8,042126237 8,056224561 8,070351096 8,084505895 8,09868901
...

...
...

...
...

...
...

...

48 49,1454923 49,73158147 50,32676843 50,93120842 51,54505939 52,16848215
...

...
...

...
...

...
...

...

ssnn rr
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En los Apéndices de este libro se ha explicado cómo obtener estas tablas usando una
planilla de cálculo.

Ya se ha analizado como obtener el valor final de una renta en progresión aritmética. Si
las cuotas son de la forma

c, c + h, c + 2 · h, · · · , c + (n − 1) · h

se puede interpretar a la anualidad como la suma de n anualidades: una de n cuotas igua-
les a c, y n − 1 rentas de cuotas iguales a h cuyo número de cuotas varía de 1 a n − 1.

La Figura 6.12 ilustra el
caso de una renta en pro-
gresión aritmética, con
cuotas vencidas.

Ahora bien, las n − 1 ren-
tas con cuotas iguales a h
comienzan en t = 2 y no
en t = 1, es decir, en el pri-
mer período no se aporta ninguna cuota. Lo mismo ocurre con todas las demás
rentas de cuotas constantes iguales a h, que dejan 2, 3 y hasta n − 1 períodos, al
comienzo sin aporte, para más adelante. Este tipo de rentas o anualidades se lla-
man diferidas.

En particular se tiene que h · es el valor actual de la renta con n − 1 cuo-
tas calculado en t = 1, y por lo tanto debe actualizarse un período si se desea
obtener el valor actual en t = 0. Las demás rentas que están diferidas 2, 3, y hasta
n − 1 períodos con respecto a la de cuotas de valor c, deberán actualizarse esa can-
tidad de períodos. El Cuadro 6.6 muestra la situación para una renta de cuatro
cuotas vencidas, en progresión aritmética.

an−1 r

77

6.6. Valor actual de rentas con cuotas
en progresión aritmética

t0 1 2 3 4

h2+cc c+3hc+h
c c c
h h h

hh
h

c

F i g u r a  6 . 1 2

Cuadro 6.6. Valor actual de una renta en progresión aritmética

Valor actual en t = 0 Rentas diferidas
c · a4 r c c c c

ν · h · a3 r h h h

ν2 · h · a2 r h h

ν3 · h · a1 r h

Renta en progresi ón aritmética
c · a4 r + ν · h · a3 r + ν2 · h · a2 r + ν3 · h · a1 r c c + h c + 2h c + 3h
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Para calcular el valor actual de una renta de n cuotas vencidas, en progresión aritméti-
ca, con término inicial n y paso h, debe obtenerse la suma de n términos:

Utilizando que = , sacando factor común h y denominar común r en los últi-
mos términos, se obtiene:

Operando algebraicamente:

Si las cuotas son anticipadas, entonces cada cuota anticipada de valor c es
equivalente a una cuota vencida de valor c · (1 + r). El valor actual de la renta
se obtiene de la fórmula anterior teniendo en cuenta que la primera cuota es
c · (1 + r) y el paso en la progresión aritmética es h · (1 + r) en lugar de h. El
valor actual es entonces

Solución. Se trata de calcular el valor actual de una renta en progresión aritmética,
siendo 1.000 el primer término de la progresión y (-50) el paso de un término al
siguiente. Esto es, c = 1. 000 y h = −50. La tasa de interés mensual es r = 0,01 y el
número de cuotas es n = 12.

Para resolver (a), se debe calcular el valor actual de la renta considerando cuotas vencidas:

es decir que el valor actual al 30 de abril es de $ 8.226,64.

Para (b), las cuotas se consideran anticipadas, por lo que el valor anterior se multiplica
por 1,01, es decir que se capitaliza 30 días:

VA = c · an r + (h · ν) · an−1 r + (h · ν2)an−2 r + · · ·+ (h · νn−2) · a1 r
1−νk
rak r

VA = c · an r + h ·
(ν(1− νn−1) + ν2(1− νn−1) + · · ·+ νn−2(1− ν2) + νn−1(1− ν))

r

VA = c · an r + h
ν + · · ·+ νn−1

)
− (n− 1)νn

r

= c · an r + h
ν · 1 + ν + · · · νn−1

)
− n νn

r

= c · an r + h
an r − nνn

r

Valor actual = c · (1 + r) · an r + h · (1 + r) ·
an r − nνn

r

V1 = 1. 000 · a12 0,01 − 50
a12 0,01 − 12ν12

0,01
= 8.226,64366

Ejemplo 6.12 Una persona debe pagar un crédito en un plan de pagos de 12 cuotas cada 30
días, con una T.N.A. del 12% con capitalización mensual. La primera cuota es
de $ 1.000, y cada una de las siguientes es de $ 50 menos que la anterior. Si
comienza a pagarlas el 30 mayo, ¿cuál es el valor actual de esta anualidad al
(a) 30 de abril, (b) 30 de mayo?
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V2 = 8226,64366 · 1,1 = 8.308,910097

por lo que el valor presente al 30 de mayo es de $ 8.308,91.

Una renta o anualidad perpetua es una renta cuyos pagos comienzan en una determi-
nada fecha, pero nunca culminan. En la práctica no existen este tipo de rentas, pero sí
hay anualidades que se desconoce hasta cuando se extenderán.

El Ejemplo 6.13 muestra una situación en la que interesa calcular el valor actual de una anualidad
perpetua: aunque en la práctica no se pagarán becas eternamente, en principio esa es la intención.

Si se tratara de una renta cierta de n cuotas vencidas, el valor actual se calcularía como:

Ahora bien, el número es cada vez más próximo a 0 cuanto más grande sea el
número n. Esto se debe a que 1,12 es un número mayor que 1, y por lo tanto sus suce-
sivas potencias son cada vez más grandes. En matemática se dice que el límite de
cuando n tiende a infinito es 0 y se escribe:

Esto también es cierto si se calcula , ya que al ser r una tasa de interés (positiva),
se cumple que 1 + r es mayor que 1. Por lo tanto, la expresión 1 − como así tam-
bién cualquiera de la forma 1 − , n > 1, puede considerarse igual a 1 si n es
suficientemente grande. En particular, para las rentas perpetuas.

Así es que para una renta perpetua de cuotas vencidas y constantes e iguales a c, el valor
actual está dado por la fórmula

Para el Ejemplo 6.13, el depósito que deberá hacer la Empresa B.E.C.A. es de
= $ 166.666,67 inciales.

En esta sección se resolverán algunos ejemplos de anualidades que no están repre-
sentadas en las secciones anteriores. Si bien esto no abarcará la totalidad de los

VA = 20. 000 ·
1− 1

1,12n

0,12
1
1,12n

1
1,12n

limn→∞
1

1,12n
= 0.

1
(1+r)n

1
1,12n

1
(1+r)n

VA =
c

r

20. 000
0,12
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6.7. Rentas perpetuas

6.8. Otras anualidades

Ejemplo 6.13La Fundación B.E.C.A. hará una inversión de capitales a una tasa del 12% anual, con
el objetivo de utilizar estos fondos para pagar becas que cubran hasta $ 20.000 anua-
les durante los años siguientes. ¿Cuál deberá ser el capital invertido inicialmente?

Cap 06:LCs 2009 Interior Cuerpo 11.qxd  23/09/2010  11:31 p.m.  Página 79



80 Todo lo que usted quiere saber sobre matemática f inanciera,  pero no se anima a preguntar

casos, sí se puede decir que cubre los más frecuentes. Las situaciones que se anali-
zarán son las siguientes:

1. rentas con tasa de interés variable,

2. rentas con cuotas no equiespaciadas en el tiempo.

Esto significa que no hay una misma tasa de interés que gobierna la operación finan-
ciera. Por ello, al calcular el valor actual y el valor final debe tenerse cuidado al
considerar cuál es la tasa de interés actuante.

Solución: En este ejemplo se tiene una anualidad de 12 cuotas bimestrales. La tasa
bimestral correspondiente al primer año es la equivalente al 2% mensual, es decir

r1 = 1,022 − 1 = 0,0404

La Figura 6.12 ilustra la situación. Para calcular el valor final VF al momento de pagar
la cuota 12 conviene seguir los siguientes pasos:

· calcular el valor final de las primeras 6 cuotas al momento de pagar la cuota 6,
considerando la tasa r1:

· capitalizar V1 al momento de la cuota 12, es decir seis períodos, con la tasa r2 = 0,025:

V1 · 1.0256 = $ 1.540

· calcular el valor final de las últimas 6 cuotas, con la tasa r2:

· sumar ambos valores finales para obtener el valor final de la renta total:

V1 · 1.0256 + V2 = 1.540 + 1.277,55 = $ 2.817,54

Como puede verse en este ejemplo, no hay dificultades matemáticas para calcular el
valor final, ni tampoco para el valor presente, si la tasa de interés es variable. Sólo debe
tenerse en cuenta cuál es la tasa de interés que gobierna cada período.

V1 = 200 · s6 0,0404 = $ 1.327,93

V2 = 200 · s6 0,025 = $ 1.277, 55

6.8.1. Rentas con tasas de interés variables

Ejemplo 6.14 Se tiene una renta de 12 cuotas bimestrales vencidas de $ 200. El primer año se
aplica una tasa de interés del 2% mensual, y el segundo año del 2,5% bimestral.
Calcular el valor actual y el valor final de la misma.
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Este caso tampoco ofrece mayores dificultades, sólo que hay que adaptar cada período a
la tasa de interés actuante. Por ejemplo, supóngase que un individuo deposita $ 100 en
una cuenta los días 15 de cada mes del año, y la tasa de interés es del 2% mensual. Dado
que se ha convenido que un mes financiero equivale a 30 días, pero no todos los meses
del año son de 30 días, se tiene un caso de cuotas no equiespaciadas. En la Figura 6.14 se
representa una parte de la situación. Puede verse que algunos períodos son de 28 días,
otros de 30, y otros de 31 días. Así, para calcular la capitalización de una cuota en un perí-
odo de 30 días se podrá utilizar la tasa del 2% mensual, pero si el período es de 31 días
deberá seguirse una de las siguientes opciones:

a) utilizar una tasa cada 31 días equivalente al 2% mensual, r = (1,02)31/30 − 1

b) expresar 31 días en términos de un mes financiero: 31 = meses financieros.

Las dos opciones son equivalen-
tes, y conducen a los mismos
cálculos. Para calcular el valor
final de la renta se deberá calcular
el valor final de cada una de las
cuotas. Así por ejemplo, el valor
final de la cuota de $ 500 al 15 de
mayo se deberá calcular como:

500 · (1,02)28/30 · (1,02)31/30 · (1,02)

y el valor actual al 15 de enero de la cuota de $ 200 será el resultado de:

31
30

200 ·
1

(1,02)31/30
·

1

(1,02)28/30
·

1

(1,02)31/30
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r 2 = 0 .025r 1 = 0 , 0404

bimestres
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Tasa de interés variable

$500 $400

40/5130/5110/51 20/51
t

$200

15/05

31 dias 28 dias 31 dias 30 dias

F i g u r a  6 . 14

Cuotas no equiespaciadas

6.8.2. Rentas con cuotas no equiespaciadas

6.9. Ejercicios

Ejercicio 6.1Calcular el valor acumulado de una renta de cuotas vencidas de $ 3.000 anuales,
durante 7 años, sujeta a una tasa de interés anual del a) 8 %, b) 10,75 %, c) 17,29 %.
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Ejercicio 6.2 Juan paga una deuda de $ 250 cada 30 días. Si no paga durante cuatro meses
seguidos, ¿qué pago necesitará hacer al siguiente mes para actualizar su deuda,
si la T.N.A. es del 14,4% con capitalización mensual?

Ejercicio 6.4 Una renta de $ 5.000 al año arroja un valor actual de $ 62.311,05171 si las cuotas
vencen a fin de año, y de $ 65.425,50430 si éstas vencen a principio de año.
Calcular la duración de la renta y la tasa de interés anual.

Ejercicio 6.8 Se desea reemplazar una renta de cuotas anuales vencidas de $ 8.000, por una
equivalente en pagos mensuales anticipados, siendo la tasa de interés del 9% con
capitalización mensual. Calcular el valor de la cuota mensual.

Ejercicio 6.9 Un agricultor plantó olivos que empezarán a producir dentro de 5 años. La produc-
ción anual se estima en $ 20.000 y ese rendimiento se mantendrá por espacio de
25 años. Calcular, asumiendo una TEA del 6 %, el valor presente de la producción.

Ejercicio 6.5 Calcular el capital acumulado en un semestre si se depositan $ 1.000 mensuales
en cuotas vencidas, y si la T.N.A. es del 36% con capitalización mensual.

Ejercicio 6.3 El Sr. Martínez quiere reunir $ 10.000 al final de 10 años. Comienza haciendo depó-
sitos trimestrales en su caja de ahorros que paga una TNA del 8% con
capitalización trimestral. ¿Cuál es el monto de estas cuotas?

Si al cabo de 4 años el banco cambia la tasa al 6% nominal anual, ¿cuál deberá
ser el monto de las cuotas para alcanzar los $ 10.000 al final del décimo año?

Ejercicio 6.7 Una persona recibe tres ofertas para la compra de un automóvil:

(a) $ 40.000 de contado;

(b) $ 19.000 de contado y $ 5.000 semestrales, durante 2 años y medio;

(c) $ 2.000 por trimestre anticipado durante 3 años y un pago de $ 25.000, al
finalizar el cuarto año.

¿Qué oferta es la más conveniente, si la T.N.A. es del 8% anual?

Ejercicio 6.6 La Sra. García ha comprado un electrodoméstico con el siguiente plan de pagos:
un pago inicial de $ 1.400, y 7 pagos mensuales vencidos por $ 160 más un último
pago al final del octavo mes por $ 230. Calcular el valor del electrodoméstico asu-
miendo una tasa de interés del 27% anual con capitalización mensual.
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Un sistema de amortización es un método por el cual un capital cedido en préstamo es
devuelto por una sucesión de pagos o cuotas. Estas cuotas periódicas constituyen una
renta cuyo valor actual deberá ser igual al préstamo otorgado, y deben constituir a su vez
una imposición cuyo valor final sea equivalente a la capitalización del préstamo al cabo
de dichos períodos.

Se puede suponer que cualquier sistema de amortización es una anualidad o renta con
pagos vencidos, ya que si la primera cuota se pagara al momento del préstamo sería equi-
valente a considerar un préstamo de menor valor con cuotas vencidas. Lo dicho
anteriormente equivale a decir que si el préstamo es V y las cuotas son c1, c2, · · · , cn, enton-
ces el valor actual de dicha renta deberá ser V y el valor final de las mismas será V · (1 + r)n.

Existen diferentes sistemas de amortización. Dos de los más sistemas más conocidos son
el sistema alemán, que utiliza cuotas variables, decrecientes en forma aritmética, y el sis-
tema francés en el cual la deuda se amortiza con cuotas constantes.

En todo sistema de amortización existe un préstamo V, el cual será devuelto en n cuotas equies-
paciadas en el tiempo: c1, c2, . . . , cn. Cada una de estas cuotas se compone de dos partes:

ci = vi + si

donde vi se denomina cuota de amortización real y si es la cuota de interés. La suma de
las cuotas de amortización real es igual al valor del préstamo: V = v1 + v2 + · · · + vn. La
cuota de interés se calcula como el interés sobre las cuotas de amortización aún no paga-
das: si = r · (vi + · · · + vn).

Esto significa que en cada cuota el deudor paga una parte del capital prestado, vi, y los
intereses sobre el capital aún adeudado.

En particular, justo después de pagar la i-ésima cuota, el valor actual de la renta
que resta pagar es igual a

V
(i)
A = vi+1 + · · ·+ vn 1 ≤ i < n

83

Capítulo 7
Sistemas de amortización

7.1. Introducción

7.1.1. Características comunes de los sistemas de amortización
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Las cuotas a pagar estarán conformadas de la siguiente manera:

Como ejemplo, la fila correspondiente a la cuota 2 debe leerse así: en la cuota 2, paga
$ 300 de amortización real más $ 14 de interés, por lo que la cuota es de $ 314. El saldo
adeudado luego de pagar la cuota resulta de $ 400.

El valor actual de la renta es

El valor actual de la renta calculado inmediatamente después de pagar la primera cuota es:

es decir, el saldo adeudado a ese momento.

El sistema alemán es un sistema de amortización donde las cuotas de amortización rea-
les son todas iguales. Es decir, si se prevén n cuotas, entonces cada cuota de
amortización real es igual a

Por lo tanto, el interés que se paga en cada cuota está dado por

Como se puede observar, los valores s1, s2, . . . , decrecen en forma aritmética: si+1 = si−r V/n.

Como las cuotas de amortización son constantes, esto implica que las cuotas del
sistema de amortización, ci , también decrecen en forma aritmética: ci+1 = ci−r V/n.
Dado que la cuota es igual a la cuota de amortización más el interés sobre todo el

VA = 320 ·
1

1,02
+ 314 ·

1

1,022
+ 408 ·

1

1,023
= $ 1.000.

V
(1)
A =

314

1,02
+

408

1,022
= $ 700,

vi =
V

n
 i = 1, 2, . . . , n

si = r · (vi + · · ·+ vn) = r · (n + 1− i) ·
V

n
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Ejemplo 7.1 Supóngase un préstamo de $ 1.000 que se amortiza en tres cuotas cada 30 días, y
cuyas cuotas de amortización real son de $ 300, $ 300 y $ 400 respectivamente. La
tasa de interés mensual es del 2 %.

Cuota Amortización real Cuota de interés Cuota Saldo adeudado
i vi si ci V

(i)
A

1 $300 $ 1.000 · 0,02 = $ 20 $ 320 $ 700,00.
2 $300 $ 700 · 0,02 = $ 14 $ 314 $ 400,00.
3 $400 $ 400 · 0,02 = $ 8 $ 408 $ 0,00.

7.1.2. Sistema alemán

Cap 07:LCs 2009 Interior Cuerpo 11.qxd  23/09/2010  11:35 p.m.  Página 84



préstamo: c1 = + r · V , y las cuotas disminuyen en r V/n, se sigue que las siguien-
tes cuotas están dadas por ci = V/n + r · V − (i − 1) · r V/n, i = 2, 3, . . . , n.

Por otra parte, para que la anualidad determinada por las cuotas c1, c2, . . . , cn sea un
sistema de amortización, debe cumplirse que el valor actual de las mismas sea igual al
préstamo V . En efecto, teniendo en cuenta la fórmula para el cálculo del valor actual
de una renta en progresión aritmética con cuotas vencidas vista en el Capítulo 6, sien-
do la cuota inicial c = V/n + r V y la razón h = −r V/n se tiene que:

Es decir, el valor actual de la renta es igual al préstamo otorgado.

También debe cumplirse que el valor actual en t = i de la anualidad compuesta por las
cuotas ci+1, ci+2, , . . . , cn sea igual a la parte del préstamo aún no amortizado. Esto es

En efecto, estas últimas cuotas también conforman una anualidad de n−i cuotas, en
progresión aritmética, con razón h = −r V/n y primer término ci+1. Este término es
ci+1 = V/n+r ·(n−i) · V/n, por lo cual se tiene que:

Significa que el valor actual de dicha renta es exactamente la suma de las cuotas de
amortización reales que resta pagar, es decir, la parte del préstamo aún adeudado.

Hemos visto entonces que el sistema alemán cumple con las propiedades de un sistema
de amortización. Una característica de este sistema es que las cuotas son decrecientes.
Esto tiene la desventaja de que las primeras cuotas son de mayor valor monetario, y por
lo tanto más difíciles de afrontar para el deudor. Una alternativa que suele usarse es
modificar el sistema alemán variando la tasa de interés. Así, se calculan primero los
valores de las cuotas para una tasa baja de interés, y luego de pagar algunas cuotas se
refinancia la deuda con una tasa de interés más alta.
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Ejemplo 7.2Supóngase un préstamo por $ 10.000 a pagar en cuatro cuotas, aplicando el sistema alemán
con una tasa de interés del 2% para las dos primeras cuotas y del 4% para las dos últimas.

S i s t e m a s  d e  a m o r t i z a c i ó n
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Para las dos primeras cuotas se tiene:

c1 = $ 2.500 + $ 200 = $ 2.700 c2 = $ 2.700 − 0,02 · $ 2.500 = $ 2.650.

El saldo adeudado al finalizar la segunda cuota es de $ 5.000, y la refinanciación implica que las
próximas cuotas serán c3 = 2.500+0,04 · 5.000 = $ 2.700 y c4 = 2.700−0,04 · 2.500 = $ 2.600.

La anualidad de cuotas $ 2.700, $ 2.650, $ 2.700, $ 2.600 tiene un valor actual próximo
a $ 10.000 si se utiliza una tasa de interés constante del 2,6 %. Sin embargo, si se aplica
el sistema alemán con una tasa fija del 2,6 %, las dos primeras cuotas serían iguales a:

c1 = $ 2.500 + $ 260 = $ 2.760 c2 = $ 2.760 − 0,026 · $ 2.500 = $ 2.695

algo superiores al sistema que utiliza dos tasas.

Otra alternativa es la aplicación del sistema francés, como veremos en la siguiente sección.

El sistema francés es un sistema de amortización en el cual las n cuotas a pagar son todas
iguales: es decir, c1 = c2 = · · · = cn = c.

Para determinar el valor de c, tendremos en cuenta que el valor actual de la renta debe
ser igual al préstamo V . Por otro lado, utilizando la fórmula de actualización de una
renta con cuotas constantes y vencidas, este valor actual debe ser c · . Por lo tanto:

Como hemos visto, cada cuota de la renta se compone de una cuota de amortización real
vi y una cuota de interés si. La cuota vi es la parte del capital adeudado que se salda en el
instante t = i. Así, si denotamos con VA

(i) el valor actual de la renta en t = i, entonces:

y usando que 1 −  = r ·  concluimos que:

Además, puesto que c = vi + si se sigue que:

an r

c =
V

an r
= V

r

1− νn

vi = VA
(i−1) − VA

(i) = c · an−i+1!r − an−i!r
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=
V · r

1− νn
1− νn+1−i − 1 + νn−i
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7.1.3. Sistema francés
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La sucesión de cuotas de amortización reales vi es creciente (1 ≤ i ≤ n) mientras que si
es decreciente.

Naturalmente, el valor actual de esta renta es V (pues de esa manera ha sido elegido c),
y el valor final es

Concluimos esta sección con un ejemplo que muestra las cuotas de amortización de un
préstamo, utilizando el sistema alemán y el francés respectivamente.

Cuadros de amortización. Los siguientes cuadros de amortización muestran el valor
de las cuotas a pagar según cada sistema, la composición de las mismas, y el saldo adeu-
dado al comienzo del período.

Puede observarse que las primeras cuotas son mayores para el caso del sistema alemán,
y esta relación se invierte en las últimas cuotas.

Valor final = c · sn r =
V · r

1− (1 + r)−n
(1 + r)n − 1

r
= V · (1 + r)n
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Ejemplo 7.3Un préstamo de $ 1.000.000 es amortizable en 5 años, con el 15% de interés anual
sobre saldos. Los siguientes cuadros resumen los pagos a efectuar según los sis-
temas alemán y francés respectivamente.

Cuadro 7.1 Sistema Alemán

Perı́odo Capital adeudado Intereses a Amortización real Cuota
al comienzo del período fines del período a fines del período a fines del período

1 1.000.000 150.000 200.000 350.000
2 800.000 120.000 200.000 320.000
3 600.000 90.000 200.000 290.000
4 400.000 60.000 200.000 260.000
5 200.000 30.000 200.000 230.000

suma 450.000 1.000.000 1.450.000

Cuadro 7.2 Sistema Francés

Perı́odo Capital adeudado Intereses a Amortización real Cuota
al comienzo del período fines del período a fines del período a fines del período

1 1.000.000 150.000 148.315,55 298.315,55
2 851.684,45 127.752,67 170.562,89 298.315,55
3 681.121,56 102.168,23 196.147,32 298.315,55
4 484.974,24 72.746,14 225.569,42 298.315,55
5 259.404,83 38.910,72 259.404,83 298.315,55

suma 491.577,76 1.000.000 1.491.577,76 *

* La diferencia se debe a
cálculos de aproximación.
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El sistema americano es un sistema de amortización de n cuotas en las que las n−1
primeras están constituidas únicamente por intereses, y en la última se devuelve el
total del préstamo adeudado más los intereses correspondientes al último período. De
esta forma, si el valor del préstamo es V y la tasa periódica es r, entonces las n − 1
primeras cuotas son:

c1 = c2 = · · · = cn−1 = V r

y la última cuota es cn = V + V r = V (1 + r).

Notemos que en este sistema la última cuota es considerablemente elevada, ya que su
valor es aún mayor que el monto total del préstamo. Por lo tanto, este sistema se suele
combinar con una serie de depósitos en un fondo de amortización. Esto es, al mismo
tiempo que el deudor devuelve las cuotas de interés, aporta al fondo una sucesión de
pagos iguales de modo que se forme finalmente un capital equivalente al préstamo.
Estas cuotas están sujetas a una tasa de inter es r’, usualmente distinta e inferior a r. Si
llamamos f a las cuotas del fondo de amortización, entonces se debe cumplir que:

En un sistema americano combinado con el fondo de amortización, el deudor pagará
una renta de n cuotas constantes iguales a f + V r, donde las cuotas f reconstruyen el
préstamo. Cabe entonces preguntarse cuál es la diferencia entre el sistema americano y
el sistema francés, el cual también asume cuotas constantes.

Sea r la tasa de interés por período sobre una deuda de valor V , tanto para el sistema
francés como para el sistema americano, y sea r’ la tasa de interés para la formación del
fondo de amortización. Sea n el número de cuotas.

Según el sistema francés, cada cuota es igual a

y en el sistema americano las cuotas son iguales a

Podemos concluir entonces que si r > r’, entonces > y C1 < C2. Luego es pre-
ferible el sistema francés. Si ambas tasas son iguales: r = r’, entonces ambos sistemas son
equivalentes; y si r’ > r, entonces es conveniente el sistema americano.

En la práctica, las tasa de interés para préstamos son superiores a las tasas de interés para
depósitos. Por lo tanto es conveniente para el deudor un sistema de amortización francés.

f sn r′ = V es decir f =
V

sn r′

C1 =
V

an r
= V r +

V

sn r′

C2 = V r +
V

sn r′

sn r sn r'

7.2. Sistema americano y fondo de amortización

7.2.1. El sistema francés vs. el sistema americano
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Solución. En este caso el interés sobre la deuda es diferente según se aplique el sistema
francés o el sistema americano. Por lo tanto, debemos calcular las cuotas en cada caso.
Para el sistema francés, cada una de las 15 cuotas anuales deberá ser igual a

Para el sistema americano, las cuotas de interés serán de $ 200.000 (1,105)=$ 21.000
y el depósito anual para el fondo de amortización será de

Por lo tanto la empresa deberá aportar anualmente una cuota de $ 28.657,45. 

La opción más conveniente es la 1.

C1 =
$ 200.000

a15 0,11
= $ 27.813,05

$ 200.000

s15 0,075
= $ 7.657,45

Ejemplo 7.4Una empresa puede pedir un préstamo de $ 200.000 a 15 años. Para devolver la
misma, tiene dos posibilidades:

1. amortizar la deuda con cuotas anuales constantes a una tasa del 11 %.

2. pagar los intereses por el préstamo a una tasa anual del 10,5% y establecer
un fondo de amortización con tasa anual del 7,5 %.

¿Cuál opción es más conveniente?

7.3. Ejercicios

Ejercicio 7.1Un individuo es deudor de un préstamo concedido hace cinco años, por un importe
de $ 1.000.000. El préstamo debía ser amortizado con pagos constantes de $ 162.745,40
al año, siendo la tasa de interés del préstamo del 10 %. Calcular qué cantidad debe-
ría entregar el deudor al banco para cancelar el préstamo en este momento.

Ejercicio 7.3De un préstamo de 10 mil de pesos a amortizar por el sistema francés, con
pagos anuales al 10% anual, se sabe que la última cuota de amortización
asciende a $ 1.479,504. Calcular la duración de la operación.

Ejercicio 7.2De un préstamo de $ 1.000.000 a amortizar en 4 años por el sistema francés a una
tasa anual del 10% calcular:

1. el valor de cada cuota.

2. el monto adeudado al comenzar el tercer año.

3. la tercera cuota de amortización real.

4. la cuota de interés del cuarto año.

5. el capital amortizado en los tres primeros años.

89
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Ejercicio 7.4 Un préstamo de 10 mil pesos es concedido para ser amortizado en cinco años, con
pagos semestrales, siendo la cuota de amortización real semestral constante. Si
la tasa de interés nominal anual es igual al 10 %, calcular:

a) pago correspondiente al octavo semestre. 

b) capital adeudado inmediatamente después de pagar la segunda cuota.

Ejercicio 7.5 El Sr. Domínguez contrae una deuda de $ 85.000, a amortizar con el pago de 18 cuo-
tas cada 30 días iguales y vencidas a una tasa de interés del 0,15 % anual.

a) Suponiendo que no paga la cuota 10, y de la cuota 11 sólo abona los inte-
reses. ¿de cuánto debe ser la cuota 12 para regularizar los pagos?

b) Al pagar la cuota 9 el Sr. Domínguez desea reducir el importe de las
siguientes cuotas en un 10 %. ¿Qué pago extraordinario deberá hacer
junto con la cuota 9?

Ejercicio 7.6 Se sabe que un préstamo de X pesos se amortiza en diez años mediante cuotas que
disminuyen en progresión aritmética de manera que la diferencia entre dos cuotas
consecutivas es de $ 200. Se sabe además que la última cuota asciende a $ 3.918,15
y que el préstamo ha sido concertado a una tasa de interés anual del 8 %.

Calcular las componentes del cuadro de amortización del séptimo año.

Ejercicio 7.7 En la compra de un electrodoméstico por un importe de $ 3.000 se ofrece pagarlo
en 3 cuotas con amortización constante, abonando la primera cuota a los 90 días
de realizada la operación, la siguiente los 31 y la tercera a los 32. La tasa de inte-
rés pactada en la operación es de 2 % para 30 días. Calcule los importes que
deberán pagarse en cada cuota y la composición de las mismas.
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¿Cómo se hace para comparar una cantidad de dinero obtenida en este momento con
otra que recibiremos en el futuro? Si la actual es mayor que la futura, obviamente pre-
feriremos la primera, ya que podríamos utilizar la diferencia en cualquier momento y
reservar el resto para hacer con ello lo mismo que haríamos con la cantidad que íbamos
a recibir en el futuro.

La única contra que tiene una cantidad mayor en el presente es que puede ser perdida
más fácilmente que la futura, por ejemplo, alguien nos dice que prefiere que le pague-
mos la semana que viene que es cuando necesitará realmente el dinero, y no ahora que
se expone a gastarlo innecesariamente o ser robado. Sin embargo, estos casos son rela-
tivamente poco frecuentes, por lo cual, no serán tomados en cuenta.

Si la cantidad futura es mayor que la actual, la decisión no será tan sencilla. Evaluar qué
podremos hacer con esa suma en el futuro dependerá de la evolución de los precios.
Esto permitirá comprobar hasta qué punto es válido el refrán: “más vale pájaro en mano
que cien volando”.

Una forma sencilla de hacer una comparación entre una cantidad C0 hoy y otra C1 den-
tro de seis meses consiste en pensar que pedimos un préstamo a un banco por una
cantidad que se pueda pagar exactamente con C1 dentro de seis meses. Si la tasa de inte-
rés del préstamo bancario es de r, la cantidad que podemos recibir ahora es de C1(1+r)1

y esta se puede comparar directamente con C0.

Otra forma de hacer la comparación es pensar que con $C0 podríamos buscar un banco
y hacer un plazo fijo a seis meses a una tasa de interés r’ en el período. De esta forma
el banco nos devolverá dentro de seis meses una cantidad C0(1 + r’) y podemos com-
parar esta suma directamente con C1.

Notemos que ambas formas coinciden sólo si r = r’. En general se tiene que r > r’, por
lo que será importante, al establecer comparaciones, tener en claro cuál es la tasa de
interés que se tomará como referente.

91

Capítulo 8
Flujos de caja

8.1. El concepto de valor actual

Definición 8.1Un capital C0 disponible hoy y otro capital C1 que estará disponible al finalizar un
período, son equivalentes si C0(1+r) = C1 donde r es la tasa de interés del período
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Para responder esta pregunta es necesario considerar dos casos.

1. Dispondremos de $ 1.100 dentro de seis meses. Entonces, nos  podemos plan-
tear, en lugar de esperar seis meses para recibir los $ 1.100 y pagar nuestra
deuda, tomar un préstamo por $ 1.000 para pagar la deuda ahora y dentro de
seis meses pagar el préstamo. Según lo visto $ 1.100 dentro de seis meses equi-
valen a $ 1.100(1+0,12)1 ahora lo que es menor que $ 1.000. Por lo tanto no
conviene tomar el préstamo.

2. Tenemos los $ 1.000. En este caso la alternativa que se nos presenta es usarlos
para hacer el pago ahora o hacer un depósito a plazo fijo por seis meses y pagar
con lo que se obtenga. Si hacemos esto último, $ 1.000 ahora equivalen a
$ 1.000(1+0,06) dentro de seis meses, que es menor que $ 1.100. Por lo tanto,
nos conviene usar nuestro dinero para pagar ahora.

Con esta idea de equivalencia entre capitales podemos definir la noción de valor presente.

Si r > 0, en el primer caso el valor actual será menor que C ya que lo estamos
multiplicando por un número menor que 1 (el inverso de (1 + r)n). En cambio,
en el segundo caso será mayor que C ya que multiplicamos por un número mayor
que 1.

En los casos que hay que actualizar un valor pasado, se suele utilizar una tasa de inte-
rés que refleje la inflación del tiempo transcurrido.

Podemos actualizar año a año para obtener VA = (1 + 0,20)(1 + 0,15)(1 + 0,09)1.000 = $ 1.504,2.
Esto equivale a una actualización en todo el período con una tasa del 50,42%.

También se pueden actualizar pagos en varios períodos a la vez.

Todo lo que usted quiere saber sobre matemática f inanciera pero no se anima a preguntar

Ejemplo 8.1 La pregunta más usual que nos planteamos es ¿conviene pagar $ 1.000 ahora o
$ 1.100 dentro de seis meses? Supongamos que la tasa de interés bancaria para
préstamos es de 24% anual y la tasa para depósitos a plazo fijo es de 12% anual.

Ejemplo 8.2 Si la inflación de 2005, 2006 y 2007 fue de 9%, 15% y 20% respectivamente
¿A cuánto equivalen $ 1.000 del 1° de enero de 2005, al 1° de enero de 2008?

Definición 8.2 El valor presente o actual de un capital C que estará disponible dentro de n períodos
o estuvo disponible hace m períodos, en ambos casos con una tasa de interés r por
período, es de VA = C(1 + r)−n en el primer caso y VA = C(1 + r)m en el segundo.

Ejemplo 8.3 Si la tasa de interés bancaria para depósitos a plazo fijo es de 12% anual, ¿cuál es
el valor actual de cuatro pagos trimestrales de $ 1.000.
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La tasa trimestral es del 3%. Por lo tanto el primer pago, que se realiza al finalizar el
primer trimestre, será equivalente a $ 1.000(1+0,03)1 al comienzo del trimestre, el
segundo a 1.000(1+0,03)2 y así podemos calcular el valor actual como:

Así, el valor actual al finalizar el año será de:

De una manera análoga, también se podría calcular el Valor actual al momento de rea-
lizar cualquiera de los pagos.

Félix de Samaniego (1745-1801) narra en un poema que una lechera lleva-
ba un cántaro de leche para vender en el mercado, mientras pensaba en
como podría invertir el dinero recibido. Podré comprar un canasto de hue-
vos, se decía, para luego empollarlos y cambiar a los 100 pollos ya crecidos,
por un lechón que al engordar se pueda vender y obtener dinero suficiente
para comprar una vaca con ternero. En un salto que dió por la alegría que
esto le provocaba, cayó el cántaro al suelo y se rompió junto a sus sueños.
En este ejemplo, a partir de una inversión equivalente a un cántaro de leche
o un canasto de huevos, en el primer período obtiene la diferencia entre 100
pollos menos el canasto de huevos, en el segundo un cerdo menos los 100
pollos, y por último la vaca con el ternero menos el cerdo.

Los ejemplos anteriores son casos particulares de lo que se conoce como flujos de caja.

VA = 1.000(1 + 0,03)−1 + 1.000(1 + 0,03)−2 + 1.000(1 + 0,03)−3 + 1.000(1 + 0,03)−4

= 1.000(1 + 0,03)−1(1 + (1 + 0,03)−1 + (1 + 0,03)−2 + (1 + 0,03)−3)

= 1.000(1 + 0,03)−1
1− (1 + 0,03)−4

1− (1 + 0,03)−1

= $ 3.619,69

= 1.000(1 + 0,03)3 + 1.000(1 + 0,03)2 + 1.000(1 + 0,03) + 1.000

= 1.000((1 + 0,03)3 + (1 + 0,03)2 + (1 + 0,03) + 1)

= 1.000
1− (1 + 0,03)4

1− (1 + 0,03)

= $ 4.183,62

VA
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Ejemplo 8.4Si en el ejemplo anterior deseáramos conocer el valor actual que tendrán los pagos al
finalizar el año, tendríamos que el primer pago será equivalente a 1.000(1 + 0,03)3, ya que
transcurren tres trimestres desde que el primer pago es realizado. El segundo pago
equivaldrá a 1.000(1 + 0,03)2, el tercero a 1.000(1 + 0,03) y el último simplemente 1.000.

Definición 8.3Una sucesión de pagos y cobranzas (c0, c1, c2, . . . , cn-1, cn) se conoce con el nom-
bre de flujo de caja. Se conviene que ci < 0 corresponde a un pago y ci > 0
corresponde a una cobranza.

La lechera de Vermeer
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Si aceptamos valores ci = 0 podemos suponer que ck corresponde al final del k-ésimo
período y que todos los períodos tienen la misma duración.

Si llamamos xi al pago que recibiremos al finalizar el i-ésimo mes y r la tasa de interés men-
sual, el valor presente de la sucesión de cinco pagos se puede representar por la fórmula:

Intuitivamente, mientras mayor sea la tasa menos importante serán los pagos futuros y
convendrá más la alternativa que realiza mayores pagos al comienzo. Si multiplicamos
la fórmula por (1+r)k obtenemos el valor que tendrán los pagos al finalizar el k-ésimo
mes. Como multiplicar las cantidades por un mismo número positivo no altera la rela-
ción de orden podemos comparar los valores al finalizar el tercer mes y obtenemos:

Va = 10(1 + r)2 + 11(1 + r) + 12 + 13(1 + r)1 + 14(1 + r)2

Vb = 12(1 + r)2 + 12(1 + r) + 12 + 12(1 + r)1 + 12(1 + r)2

Vc = 14(1 + r)2 + 13(1 + r) + 12 + 11(1 + r)1 + 10(1 + r)2

De donde

Va  Vb = 2(1 + r)2  (1 + r) + (1 + r)1 + 2(1 + r)2

= ((1 + r)1  (1 + r))(1 + 2((1 + r)1 + (1 + r)))

De esta ecuación deducimos que Va será menor que Vb siempre que la tasa r sea positiva.

De la misma forma, podemos ver que Vb será menor que Vc siempre que r sea positivo.
En este ejemplo, la suma de los pagos era la misma en cada caso. Un pequeño cambio en
las cantidades puede producir cambios radicales. En los ejercicios se verán casos donde
distintos valores positivos de la tasa hacen cambiar la elección de pagos, por ejemplo,
cuando r = 0,1 convendrá más un flujo y cuando r = 0,2 convendrá más el otro.

Una manera más constructiva de hacer la comparación entre dos flujos de caja es la
siguiente: consideremos los flujos a y b del ejemplo anterior, vemos que el flujo b
posee 2 unidades más que el a el primer mes, además es claro que b es equivalente
a b’ = (10, 2(1+r) + 12, 12, 12, 12).

V =
5∑

i=1

(1 + r)−ixi

Ejemplo 8.5 Supóngase que cobraremos mensualmente ciertas cantidades (en miles de
pesos) durante los próximos cuatro años. ¿Cuál de las siguientes tres posibili-
dades es más conveniente? 

a = (10, 11, 12, 13, 14)
b = (12, 12, 12, 12, 12)
c = (14, 13, 12, 11, 10)
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Esto corresponde a ahorrar las dos unidades que le sobran el primer mes. Por otra parte,
cuando tenemos dos flujos cuyos primeros pagos son iguales, la preferencia estará deter-
minada por los restantes pagos.

De esta forma comparar a con b’ dará el mismo resultado que comparar a’= (11, 12,
13, 14) con b”= (2(1 + r) + 12, 12, 12, 12). Si se realiza el mismo razonamiento, se
puede reducir la comparación a dos flujos de 3 meses, luego a flujos de dos meses, y
finalmente a flujos de un mes cuya comparación es obvia.

En general se tiene:

Un tipo de problemas que se pueden resolver con los conceptos de valor actual y flujo
de caja es el de reemplazo de maquinaria. Es usual que en una fábrica u oficina, con el
paso del tiempo, la maquinaria requiera mayores gastos de mantenimiento. Entonces,
se plantea la compra de un nuevo equipo, que insumirá un gasto inicial mayor pero
menores egresos futuros. Para comparar las distintas alternativas será necesario estable-
cer los correspondientes flujos de caja y sus respectivos valores presentes.

Al comienzo de cada año, se tiene la alternativa de comprar una máquina nueva cuyo
costo es de $ 66.000. La vida útil de una máquina nueva es de seis años, su valor se
deprecia $ 9.000 cada uno de los primeros dos años, y de allí en adelante $ 12.000 por
año. Esta nueva máquina tiene un costo operacional de $ 18.000 el primer año y luego
se va incrementando $ 3.000 por año.

¿Si la tasa de interés es del 10 %, cuándo le conviene comprar la nueva máquina a la compañía?

Este problema puede resolverse calculando los diferentes flujos de caja que se generan
al comprar la nueva máquina en distintos años. Los escribiremos usando unidades de
mil. Por ejemplo si se compra al comienzo del primer año tendremos el flujo:

66, 21, 24, 27, 30, -12

Esto se debe a que el primer año desembolsamos $ 66.000 en la compra de la nueva
máquina, más $ 18.000 por su costo operativo y recibimos $ 18.000 por la venta de la
máquina usada. El segundo año sólo gastamos $ 21.000 por el costo de operación y los
siguientes $ 24.000, $ 27.000 y $ 30.000.  Finalmente, la máquina es vendida por su valor
residual de $ 12.000 y, como recibimos esa cantidad, la denotamos con signo negativo.
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Propiedad 1.1Dados dos flujos a = (a1, a2, . . . , an) y  b = (b1, b2, . . . , bn), si el valor presente
de a es menor que el de b se puede obtener un flujo c = (c1, c2, . . . , cn) equivalen-
te a b con ci = ai 1  i < n y an < cn.

Ejemplo 8.6Una compañía necesita para su producción una máquina por los siguientes cinco
años. Actualmente posee dicha máquina cuyo valor es de $ 18.000 pero se depreciará
$ 6.000 en los próximos tres años, tras lo cual quedará sin valor de venta ni posibilidad
de uso. El costo operacional (a principio de año de esta máquina) es de $ 27.000 y se
espera que este se incremente en $ 6.000 por año mientras siga siendo usada.
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De la misma forma se obtienen los flujos alternativos y se tiene:

· compra al comienzo del primer año 66, 21, 24, 27, 30, -12

· compra al comienzo del segundo año 27, 72, 21, 24, 27, -24

· compra al comienzo del tercer año 27, 33, 78, 21, 24, -36

· compra al comienzo del cuarto año 27, 33, 39, 84, 21, -48

Usando la tasa anual de interés del 10% tenemos que r = 0,1 y podemos calcular, por
ejemplo, el valor actual del segundo flujo de caja:

De la misma forma obtenemos el valor actual de los restantes flujos de caja y obtenemos:

138,249 131,382 131,280 136, 881

Vemos que conviene comprar la nueva máquina al comienzo del tercer año. También
se observa que la diferencia con hacer la compra el segundo año es muy pequeña, no
así con el primero y el cuarto.

Una inversión genera un flujo de caja.  Una manera conveniente de comparar el rendi-
miento de distintas alternativas de inversión es asignarles un número llamado la tasa
interna de retorno o TIR. Supongamos que invertimos una cantidad a y obtenemos
una sucesión de pagos b1, b2, . . . , bn no negativos, donde bi es la cantidad que reci-
bimos al final del i-ésimo período y bn > 0.

Esto se puede expresar matemáticamente si definimos la función P por:

entonces la tasa interna de retorno por período es el valor r* > 1 para el cual P(r*) = 0.

Este número r* representa la tasa de interés que iguala los valores presentes de lo que
entregamos con lo que recibiremos. Al usar la misma tasa r* para calcular el valor pre-

27 +
72

1, 1
+

21

(1, 1)2
+

24

(1, 1)3
+

27

(1, 1)4
−

24

(1, 1)5
= 131, 382

P (r) = −a+
n∑

i=1

bi(1 + r)−i

8.2. Tasa interna de retorno

Definición 8.4 La tasa interna de retorno por período de dicha inversión es el valor de la tasa de
interés r¤ que hace que el valor actual del flujo de caja generado sea 0 cuando se
usa esa tasa de descuento.
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sente de cada período estamos suponiendo que no hay riesgo de reinversión, es decir,
cuando recibamos el primer pago b1 lo podremos volver a invertir a una tasa r* , lo
mismo con los restantes pagos. La existencia de r* está garantizada cuando:

Además puede demostrarse que r* será único si bi  0 i.

Debemos resolver:

Equivalentemente:

Desarrollando:

Entonces:

Es decir que la TIR es de 25,7% semestral.

En este ejemplo vemos la equivalencia entre el flujo (100, 70, 70) y el flujo que obten-
dríamos en caso de volver a invertir a tasa r el primer pago: (100, 0, 70(1 + r) + 70).

El flujo de caja generado es -30, 7, 7, 107. La ecuación a resolver es:

30 = 7(1 + r)1 + 7(1 + r)2 + 107(1 + r)3

Si multiplicamos ambos miembros por (1 + r)3 podemos resolver el problema equivalente

30(1 + r)3 = 7(1 + r)2 + 7(1 + r) + 107

P (0) = −a +
n∑

i=1

bi > 0

100 =
70

1 + r
+

70

(1 + r)2

100(1 + r)2 = 70(1 + r) + 70

100r2 + 130r − 40 = 0

r =
−130 +

√
1302 + 16. 000

200
=
−130 + 181,4

200
= 0,257
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Ejemplo 8.8Si pagamos $ 100 y obtenemos $ 70 al final de cada uno de los siguientes dos
semestres, tendremos P(r) = 100 + 70(1 + r)1 + 70(1 + r)2

Ejemplo 8.9Se desea calcular la TIR de un bono del estado que ofrece pagar 7% de interés
anual durante tres años y el tercer año se devuelve el total del capital. Si el bono
se consigue al 30% de su valor ¿cuál es la TIR correspondiente?

Ejemplo 8.7Si entregamos $ 100 y recibimos al cabo de un año $ 200 tenemos P(r) = 100 + 200(1 + r)1

de donde r = 1 o sea una TIR de 100% anual.
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Desarrollando, obtenemos la ecuación polinomial en r:

30r3 + 83r2 + 69r  91 = 0

Por ser una ecuación de tercer grado tiene, a lo sumo, tres soluciones que son las raíces
del polinomio. Puede verse en este caso que la función es creciente para r > 0 y, por lo
tanto, hay sólo una raíz positiva, que es la que nos interesa. Cuando el grado del poli-
nomio es menor que cinco se puede aplicar una fórmula para encontrar las raíces. En
general, hay métodos efectivos para calcular aproximaciones.

Un método básico, fácil de programar, es el de bisección. Este consiste en encontrar un
intervalo [a0, b0] donde se halla la raíz. Una forma de saber si la raíz se encuentra en un
intervalo (a, b) es evaluar la función en ambos extremos y comprobar que toma valores
con signos distintos en a y b. En este ejemplo el [0, 1] es uno de esos intervalos, ya que

P(0) = 84 < 0 y P(1) = 30 + 83 + 69  91 = 91 > 0

Una vez que conseguimos un intervalo [a0, b0] con una raíz, calculamos su punto
medio m = (a0 + b0)/2 y partimos el intervalo en dos mitades: [a0, m] y [m, b0]. Ya
sabemos como averiguar en cuál de ellas quedo la raíz. En nuestro ejemplo, calculamos
m = 1/2 y evaluamos el polinomio:

P(1/2) = 30/8 + 83/4 + 69/2  91 = 32 < 0

Por lo tanto, la raíz se encuentra en [1/2, 1]. Evaluamos en 3/4 = (1/2 + 1)/2 y vemos que:

P(3/4) = 15,27/32 + 83,9/16 + 69,3/4  91 = 20, 13 > 0

por lo tanto, la raíz pertenece a [1/2, 3/4]. De esta manera obtenemos una sucesión de
intervalos encajados [an, bn]  [an+1, bn+1], que contienen la raíz.

Si nos detenemos en [an, bn] sabemos que dista de la raíz en menos que . En nues-
tro ejemplo la raíz r dista de (1/2 + 3/4)/2 = 0,625 en menos de (3/4  1/2)/2 = 0,125.
En otras palabras hemos determinado que la tasa es al menos 50% y a lo sumo 75%, y
tomamos como tasa aproximada el 62,5 %. También podríamos seguir afinando el
intervalo hasta obtener la precisión que deseemos.

Aquí hemos descripto sucintamente los pasos que se deben realizar para el cálculo de la
tasa interna de retorno. Como se puede observar, aún en un flujo de cuatro términos,
resulta necesario el uso de una calculadora dado el número de multiplicaciones que
debemos realizar para obtener cada aproximación.

Al aumentar el número de períodos, la dificultad conceptual es la misma pero la canti-
dad de operaciones necesarias para obtener un resultado es tal, que vuelve
imprescindible el uso de una calculadora financiera o, de ser posible, una computado-
ra y con un programa (software) conocido como planilla u hoja de cálculo. En ambos
casos se cuenta con funciones específicas para la matemática financiera que serán trata-
das en los apéndices.

an+bn
2

bn−an
2
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Una función que nos ahorrará mucho tiempo se llama TIR. Con ella se puede obtener la
tasa interna de retorno de un flujo (a1, a2, . . . , an) simplemente valuándola en el flujo.

Esto es:

TIR(a1, a2, . . . , an) = r*.

En el caso de una calculadora financiera, para obtener r*, se deberá ingresar los datos:
ai y luego buscar y aplicar la función TIR o IRR. El caso de una planilla de cálculo es
similar y se facilita el ingreso de datos y el resguardo del resultado.

Para esto debemos resolver la ecuación: p (1,5)3 = 7(1,5)2 + 7(1,5) + 107 o sea p = 39,48.
Es decir, si compramos el bono a menos de $ 39,48 obtendremos una tasa mayor que
el 50% anual.

Vemos en este último ejemplo que es mucho más fácil obtener el precio para una deter-
minada tasa, que la tasa para un determinado precio. Esto nos muestra que puede ser
más sencillo hacer una tabla donde demos la TIR y el precio que le corresponde.
Cuando queremos resolver el problema inverso buscamos en la tabla un precio aproxi-
mado al dato y su correspondiente TIR nos dará una aproximación de la tasa buscada.
Esta es una alternativa intermedia a las calculadoras y computadoras, ya que requieren
el uso de estas para su elaboración, pero luego permiten obtener una aproximación de
la TIR sin usar pilas ni cables.

Otra función de mucha utilidad es la función VAN(r, a1, a2, . . . , an) que permite
obtener el valor actual del flujo (a1, a2, . . . , an) a una tasa r. Notemos que por su
definición, VAN y TIR están relacionadas por la siguiente fórmula:

VAN(TIR(a1, a2, . . . , an), a1, a2, . . . , an)  0

El concepto de flujo de caja nos permite representar situaciones ya estudiadas en los
capítulos anteriores. Por ejemplo, la amortización de un crédito puede verse como un
flujo a = (a0, a1, a2, . . . , an) donde n es la cantidad de cuotas que debemos pagar,
a0 = C es el monto que recibimos prestado y ai con 1  i  n es la cuota que debe-
mos pagar al finalizar el i-ésimo mes. La tasa de actualización utilizada corresponde a
la tasa de interés que el banco recibe por el préstamo.

Consideramos el flujo (M, c, . . . , c) donde c aparece n veces y buscamos un valor
de c que anule el valor presente del flujo. Esto se refleja en la siguiente ecuación:
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Ejemplo 8.10Dado un bono como el del ejemplo anterior nos planteamos encontrar el precio p
al que deberíamos comprar el bono para obtener una tasa de 50 %. 

Ejemplo 8.11Tomamos un préstamo en un banco por un monto de $ M, a una tasa anual r, paga-
dero en n cuotas iguales de $ c.

¿Cuánto vale cada cuota?
¿Cuál es la deuda Rk que resta una vez pagada la k-ésima cuota?

Cap 08:LCs 2009 Interior Cuerpo 11.qxd  23/09/2010  11:43 p.m.  Página 99



100 Todo lo que usted quiere saber sobre matemática f inanciera,  pero no se anima a preguntar

De aquí se deduce el valor de la cuota:

Para calcular Rk pensemos que antes de pagar la k-ésima cuota debíamos Rk-1 más sus
intereses rR k-1, restando a esto la cuota pagada nos queda lo que aun debemos. Esto es:

Rk = (1 + r)R k-1  c

Sabemos que Rn = 0, ya que después de la última cuota no deberemos nada. La rela-
ción nos dice entonces que R n-1 = c/(1 + r). Consideremos y
Tn = 0. Estos valores cumplen:

Tk = (1 + r)T k-1  c 1  k  n

Observemos que T n-1 = c/(1 + r) = R n-1 y los Tk cumplen la misma relación que los Rk.

Podemos entonces concluir que

Veamos ahora que sucede en un ejemplo más concreto.

Usando la ecuación (1) obtenemos 

Concluimos entonces que c = 25,39 es la cuota que se deberá pagar mensualmente.

En los ejemplos anteriores cada cuota c se compone de una parte Ak que amortiza el
capital prestado y una parte Ik que corresponde a los intereses de la parte del capital
adeudado al comienzo del período anterior. Recordemos que Rk es la deuda que aún
nos resta pagar al realizar el k-ésimo pago y r la tasa de interés del préstamo. Entonces
Ik = rR k-1. Ahora podemos usar la ecuación (2) y así obtenemos:

Cómo c = Ik + Ak deducimos:

M =
n∑

k=1

c(1 + r)−k

c =
M∑n

k=1(1 + r)−k
=

Mr

1− (1 + r)−n

Tk = c
∑n−k
j=1 (1 + r)−j

Rk = Tk = c
n−k∑

j=1

(1 + r)−j =
c(1− (1 + r)k−n)

r
1 ≤ k ≤ n

c =
1.000

∑60
k=1(1, 015)−k

=
1.000

1−1,015−60
0,015

=
15

0, 5907

Ik = rRk−1 = c(1− (1 + r)k−1−n)

Ak = c− Ik = c− c(1− (1 + r)k−1−n) = c(1 + r)k−1−n

(1)

(2)

(3)

(4)

Ejemplo 8.12 El Banco de la Plaza nos ofrece un crédito de $ 1.000 a pagar en 60 cuotas iguales
(sistema francés) con una tasa de 18% anual. Calculemos el valor de cada cuota y
la deuda que restará al completar un año de pagos.
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Si en el ejemplo 8.12, deseamos calcular la parte correspondiente a intereses y a amor-
tización usamos las ecuaciones (3) y (4) y tenemos para los intereses:

y para las amortizaciones:

Ak = c(1 + r)k1n = 25, 39(1,015)k61

También podemos plantear los problemas de capitalización con un flujo de caja donde
la tasa de actualización corresponde a la tasa bancaria de depósitos.

En este caso el flujo es de la forma (500, . . . , 500,x, . . . ,x). De aquí se
deduce la ecuación:

donde hemos usado que 302/300 = 1 + 2/300 es el coeficiente de actualización correspon-
diente a una tasa de interés del 8/12% mensual y hemos contado los 72 meses del 0 al 71.
Así obtenemos:

Simplificando, obtenemos x = 500(302/300)36 = 635, 11. En general, si la cantidad n
de meses durante los que ahorramos un monto C es igual a la de los meses durante los
cuales extraeremos la renta x, cuando la tasa de capitalización es r tendremos:

x = C(1 + r)n

A veces aparece entre los avisos clasificados, alguno donde se ofrece a la venta la
nuda propiedad de un inmueble. ¿Qué quiere decir esto? Significa que se está sepa-
rando por un lado el derecho a ser el dueño del inmueble, y por otro el derecho a
la renta que este puede brindar durante un cierto lapso. Al primero se lo llama
nuda propiedad y al segundo, usufructo. Estos conceptos también se trasladan al
caso de un préstamo. Como hemos visto en el ejemplo 8.11, un préstamo de $M
genera un flujo de caja (M, c, . . . , c) donde c es el valor de cada pago. También
sabemos que cada cuota se descompone en una parte que amortiza el capital y otra
que consiste en el interés por el capital que resta devolver. Esto genera dos flujos
(I1, I2, . . . , In) y (A1,A2, . . . ,An).

Ik = c(1− (1 + r)k−1−n) = 25, 39(1− 1, 015k−61)

35∑

k=0

500(302/300)−k =
71∑

k=36

x(302/300)−k

500(
1− (300/302)36

0,006666
) = x(300/302)36(

1− (300/302)36

0,006666
)
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Ejemplo 8.13Nos proponemos crear un fondo de ahorro depositando $ 500 por mes durante
36 meses para luego retirar mensualmente un monto x durante los siguientes
36 meses. ¿Qué monto podremos retirar si en el banco nos aseguran una tasa
de 8% anual durante los próximos seis años?

8.3. Usufructo y nuda propiedad
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Nos planteamos el siguiente problema: supongamos que al cabo de k meses, la tasa de
interés del mercado es ahora rm y el banco decide vender su derecho de cobranza. ¿A cuán-
to debería venderlo? Más aún, el banco desea vender por separado su derecho al cobro de
intereses y su derecho al cobro de las amortizaciones. ¿Cuánto debe cobrar por cada uno?

La respuesta es sencilla, hay que calcular el valor presente de los flujos (Ik+1, Ik+2, . . . , In) y
(Ak+1,Ak+2, . . . ,An) usando la nueva tasa de mercado rm. Tenemos entonces:

La fórmula

da el valor de la nuda propiedad Nk, con una tasa de mercado r, después de haber
pagado k cuotas de n.

Como c = Ik + Ak, 1  k  n tenemos:

Ahora podemos expresar Uk en términos de Nk y la actualización de un flujo de capital constante:

Aplicamos al ejemplo la fórmula (7) para la nuda propiedad:

Reemplazamos las tasas y la cuota por su valor y desarrollamos:

Uk =
n−k∑

j=1

Ik+j(1 + rm)−j

Nk =
n−k∑

j=1

Ak+j(1 + rm)−j

Nk =
n−k∑

j=1

c(1 + r)k+j−1−n(1 + rm)−j = c(1 + r)k−1−n
n−k∑

j=1

1 + r

1 + rm

)j

Uk +Nk =
n−k∑

j=1

Ik+j(1 + rm)−j +
n−k∑

j=1

Ak+j(1 + rm)−j =
n−k∑

j=1

c(1 + rm)−j

Uk = c
n−k∑

j=1

(1 + rm)−j −Nk

N12 = c(1 + r)−49
48∑

j=1

1 + r

1 + rm

)j

N12 = 25,39(1, 015)−49
48∑

j=1

1, 015

1,01

)j

=
25,39(1, 015)−49(1,015

1,01
)48 − 1)

(1,015
1,01
− 1)

= 661, 43

(5)

(6)

(7)

(8)

Definición 8.5 El valor actual Uk, del flujo de intereses (Ik+1, Ik+2, . . . , In) se conoce con el nombre
de usufructo. Al valor presente Nk, del flujo de amortizaciones (Ak+1,Ak+2, . . . ,An) se
lo llama nuda propiedad.

Ejemplo 8.14 En el ejemplo 8.12, suponemos que al cabo de un año la tasa de mercado es del 12% anual
y el banco decide vender la nuda propiedad del préstamo. ¿Qué precio tendrá esta?

Todo lo que usted quiere saber sobre matemática f inanciera pero no se anima a preguntar
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Para obtener el usufructo usamos la fórmula (8):

Una manera alternativa de calcular Uk y Nk para un préstamo de tipo francés es usar las
relaciones (ver Ejercicio 8.6):

Si calculamos primero y la deuda remanente ,
nos queda planteado un sistema de ecuaciones lineales con dos incógnitas Uk y Nk, que
tiene una única solución siempre que rm ≠ r , y se resuelve fácilmente.

U12 = 25, 39
48∑

j=1

(1 + rm)−j −N12

= 964, 16− 661,43

= 302, 73

Uk +Nk = c

n−k∑

j=1

(1 + rm)−j

rm

r
Uk +Nk = c

n−k∑

j=1

(1 + r)−j

Rk= c
∑n−k
j=1 (1 + r)−jc

∑n−k
j=1 (1 + rm)−j
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8.4. Ejercicios

Ejercicio 8.1Tenemos a la venta un auto y nos ofrecen pagar $ 10.000 al contado o un pago de
$ 5.000 y tres pagos semestrales de $ 2.500 

a) ¿Cuál de las ofertas nos conviene aceptar si la tasa de descuento es del
15% anual?

b) ¿Y si fuese del 24% anual?

Ejercicio 8.2Con las mismas hipótesis que en el ejercicio 8.1, 

a) ¿Cuál debería ser la tasa de descuento para que las ofertas fuesen equivalentes? 

b) ¿Cuál debería ser el pago inicial de la segunda oferta para que fuese
equivalente a la primera con tasa de descuento de 24%?

Ejercicio 8.4Calcular la tasa interna de retorno de un bono a 10 años de $ 10.000 que paga
semestralmente $ 500 durante 20 semestres y el último semestre amortiza el total
del capital, en cada una de las siguientes alternativas:

a) Si pagamos por él $ 10.000 (A la par).

b) Si lo conseguimos a $ 9.000. (Bajo la par).

c) Si lo compramos a $ 10.500. (Sobre la par).

Ejercicio 8.3¿Cuál es la tasa interna de retorno de un bono como el del ejemplo 8.9 si lo com-
pramos al 50% de su valor?
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Ejercicio 8.5 Tomamos un préstamo de $ 100.000 a pagar en 20 cuotas semestrales iguales con
una tasa anual del 10 %. 

a) ¿Cuál es la cuota semestral que debemos pagar? 

b) ¿Cuál es la deuda remanente después de realizar nuestro sexto pago? 

c) Si en ese momento la tasa de mercado es del 6% anual ¿Cuánto vale el
usufructo U6?

d) ¿Cuanto valdría U6, si la tasa de mercado fuera del 15% anual?

Ejercicio 8.6 Teniendo en cuenta que Rn = 0, mostrar que

Deducir que                                                                               y por lo tanto

NNkk ==RRkk++
rrmm

rr
UUkk

Ejercicio 8.7 Hemos tomado un préstamo con una tasa de interés r del 12% anual a pagar en 84
cuotas mensuales de $ 100 cada una. Cuando restan aún 60 cuotas, la tasa de mer-
cado es del 6% anual. Calcular el valor del usufructo U24 y la nuda propiedad N24.

Ayuda: usar                                         y el sistema de dos ecuaciones.

Ejercicio 8.8 Hemos tomado un préstamo con una tasa de interés r del 15% anual a pagar en
60 cuotas mensuales de $ 100 cada una. ¿Cuántas cuotas nos quedan de pagar si
la deuda remanente es de $ 3.252,13?

RR2424 ==
cc (1(1−−(1+(1+rr))2424−−8484))

rr

NNkk ==RRkk++
rrmm
rr

∑∑nn−−kk
jj=1=1 rrRRkk++jj−−11((11 ++ rrmm))

−−jj

nn−−kk∑∑

jj=1=1

((RRkk++jj−−11 −− −−RRkk++jj)()(11 ++ rrmm))
−−jj ==RRkk rrmm

nn−−kk∑∑

jj=1=1

RRkk++jj−−11((11 ++ rrmm))
−−jj
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En este capítulo analizaremos diversas formas de presentar planes de pago que los hacen
más atractivos a los consumidores aunque en realidad impliquen el pago de una tasa de
interés más alta que la publicitada.

Una forma común de esconder la tasa efectiva es anunciar una tasa anual, tomar
la tasa mensual proporcional y aplicar la actualización mediante esta. En el
siguiente ejemplo vemos que esto conduce a una tasa efectiva superior a la tasa
anual anunciada.

Una forma que suele ser usada a veces es la de calcular los intereses en una forma direc-
ta mediante la tasa publicada y luego dividir por el número de cuotas. Esto hace que la
tasa equivalente sea mucho mayor ya que no se toma en cuenta lo que se amortiza del
crédito mes a mes.

Una variante de la forma de aumentar la tasa efectiva vista en el ejemplo es el
cobro anticipado de los intereses. En este caso se calculan los intereses del présta-
mo de manera simple, se deducen del monto a prestar y luego se divide por el
número de cuotas.
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Capítulo 9
Las apariencias engañan

9.1. No todo lo que reluce es oro

Ejemplo 9.1Nos ofrecen un crédito de $ 1.000 pagadero en 24 cuotas iguales a una tasa anual
del 12 %, las cuotas se calculan con la ecuación 1.000 =  donde 24 es la
cantidad de períodos y m = 0,01 es la tasa proporcional que le corresponde a cada
período. De la fórmula = (1  (1 + )-n) obtenemos = 21,2434 y cada
cuota será de $ 47,07 = 1.000(21,2434)-1. La tasa equivalente anual del crédito se
obtiene de la fórmula: ra = (1 + m)12  1 de donde a = 0,1268% es decir el 12,68%
que es mayor a la anunciada.

A24 0,01

A24 0,01An r

Ejemplo 9.2Compramos un paquete de vacaciones que cuesta $ 3.000 y nos ofrecen pagarlo
en 12 cuotas a un interés del 6,62% anual calculado directamente y repartido en
las cuotas. El interés que debemos pagar es entonces de $ 198,6 y las cuotas serán
 = (3.000 + 198,6)12 = $ 266,55. Dado que = 11,255 y  = $ 266,55 = 3.00011,255
tenemos que la tasa equivalente anual pagada efectivamente es del 12% anual,
¡casi el doble que la anunciada!

A12 0,01
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Para obtener la tasa efectiva correspondiente e debemos resolver la ecuación:

Es decir . Como y , vemos que la tasa
efectiva es aproximadamente 1,8% mensual.

Otra forma de obtener por un préstamo una tasa equivalente superior a la anunciada consis-
te en cobrar anticipadamente la primera cuota. Esto tiene como consecuencia que el capital
efectivamente prestado sea inferior en una cuota y el número de cuotas disminuya en uno.

Consideremos que  es el capital prestado,  la tasa mensual y  la cantidad de meses en que
se pagará el préstamo con cuotas iguales vencidas de valor  que se pagan anticipadamente.

Entonces el valor efectivamente recibido es de    y debe ser igual al valor
actualizado de las n  1 cuotas restantes.

Para calcular la tasa equivalente e debemos resolver la siguiente ecuación:

Para obtener la solución suele ser conveniente utilizar una tabla.

Primero calculamos de donde obtenemos  = 4707. Ahora calcula-
mos el cociente y planteamos la ecuación:

Si usamos una tabla de valores de , ubicamos el valor de = 204558 y de
= 198820. Usando regla de tres simple aproximamos el valor de e por

De aquí resulta que e = 001+0004357�02109 = 00109188 es decir que la tasa
equivalente mensual esta apenas por debajo del 1,1 %.

Alternativamente, se puede pensar el problema del lado del prestamista que invierte
$ 952,93 (no $ 1.000, ya que al ser el préstamo a cuotas vencidas nos descuenta la prime-
ra cuota $ 47,07 al inicio). Esta inversión le produce un flujo de 23 pagos mensuales de

C − c = cAn−1 re ,donde c = C.A
−1
n r

A−1
24 0,01

= 0,04707
C−c
c = 952, 93/47, 07 = 20,245

A23 re = 20, 245

An r A23 0,01
A23 0,0125

re − 0,01

20,2449− 20,4558
=

0,0125− 0,01

19,8820− 20,4558
= −0,004357

940 = (1000/6)A6 re

A6 0,0179 = 5,6413A6 0,018 = 5, 6394A6 re = 5, 640

Todo lo que usted quiere saber sobre matemática f inanciera pero no se anima a preguntar

Ejemplo 9.3 Nos ofrecen un préstamo de $ 1.000 con un interés del 1% mensual y a pagar en 6
meses. El interés correspondiente del 6% es descontado al entregar el capital.
Entonces recibimos $ 940 = 1.000  60 y pagaremos seis cuotas de 1.000/6 cada una. 

Ejemplo 9.4 Nos ofrecen un préstamo de $ 1.000 en 24 cuotas iguales vencidas y a una tasa del
12% anual y queremos saber la tasa equivalente anual.
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$ 47,07. Ahora el problema de encontrar la tasa equivalente mensual se resuelve buscando
una tasa que anule el valor presente del flujo de caja correspondiente a una inversión de
$ 952,93 por la cual se obtienen 23 pagos mensuales de $ 47,07. Como sabemos esta tasa
nos es otra que la TIR del flujo. Con una calculadora financiera obtenemos que la TIR de
este flujo es 0,010907072. La diferencia con la encontrada anteriormente se debe a que en
el primer método usamos una aproximación mediante regla de tres simple. Aprovechamos
la mayor precisión de este segundo método para calcular la tasa efectiva anual:

(1 + 0,010907072)12 = 1,139029093 %

Es frecuente que en los préstamos hipotecarios se agreguen una serie de gastos al monto pres-
tado: gastos de evaluación, escribanía, otorgamiento. También se suelen añadir costos a la
cuota correspondientes al seguro contra incendio de la propiedad y cargo mensual de una
cuenta bancaria. Es por esto que la tasa anual efectiva suele ser muy superior a la anunciada,
muchas veces hasta un 50% mayor. El abuso llegó a tal grado que ahora se exige que en la
publicidad se deje claramente expresado el costo financiero total, abreviado CFT, que mues-
tra la tasa efectiva anual. Esto también es obligatorio en los préstamos que no son hipotecarios.

Tampoco se dice en la publicidad que debido al artículo 7 del Decreto 1548/01, que
reglamenta la devolución, esta sólo se aplica cuando el débito es menor o igual que
$ 1.000. Así, si compramos dos equipos de $ 500,10 cada uno y lo debitamos en un
pago no obtendremos reembolso, pero si lo hacemos en dos compras obtendremos
entre ambas una devolución total de $ 41,14.
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Ejemplo 9.5Un negocio ofrece a quienes utilicen cierta tarjeta de crédito para pagar sus com-
pras, la posibilidad de realizar los pagos en 12 cuotas “sin interés”. Sin embargo,
en letra chica aparece la expresión CFT 4% anual. Esto se debe a que la tarjeta
hace un cargo mensual por el costo del seguro sobre saldos adeudados, que es un
seguro que se contrata automáticamente para responder por nuestra deuda en
caso de muerte del titular de la tarjeta.

Ejemplo 9.6El gobierno decidió hacer una rebaja de cinco pun-
tos de IVA a quienes paguen con tarjeta de débito.
El mecanismo consiste en pagar con tarjeta de
débito el precio total que incluye un 21% de IVA y
luego el gobierno devuelve a la caja de ahorro de la
tarjeta lo que corresponde a cinco de los 21 puntos
de IVA. Muchas veces, esto es presentado en avi-
sos de publicidad como un 5% de descuento si se
compra con tarjeta de débito. Sin embargo si hace-
mos la cuenta vemos que si el artículo cuesta $ 100
sin impuesto el importe debitado de nuestra cuen-
ta será de $ 121 y lo que nos devolverán será $ 5. En
otras palabras el descuento obtenido será de
5121, esto es un 4,13 %.
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Cuando el estado necesita más dinero que el que recauda por impuestos suele hacer un
empréstito mediante títulos públicos. Esto se realiza mediante la emisión de una serie
de bonos que dan derecho a un flujo de pagos que hará el gobierno.

Cada pago corresponde a un cupón, el que puede ser de renta, si se pagan intereses por
el capital adeudado, o de amortización si se trata de una devolución del capital.

La tasa de interés pactada puede ser fija o variable y puede consistir en pagos mensua-
les, semestrales o anuales.

Con los datos de la emisión del bono se puede calcular el rendimiento del bono. ¿Cómo
se hace para que este coincida con el rendimiento que desean obtener los inversores? Para
esto el gobierno realiza una subasta de los bonos, otorgándoselos a quien los pague mejor.

Si la mejor oferta supera el valor nominal del bono se dice que la colocación es sobre la
par, en caso contrario será bajo la par. En el primer caso la TIR será menor que la
correspondiente a las condiciones originales de la emisión y en el segundo caso obten-
dremos una TIR mayor.

Solución: si llamamos  al precio de corte en dólares por un bono de U$S 1.000, el
flujo generado es el siguiente:

( 35 35 35 35 35 35 35 35 35 35 35 35 35 1.035)

Usamos ahora que el valor presente del flujo correspondiente a la tasa licitada del 4,2%
semestral, debe ser nulo. Esto quiere decir que si la tasa de descuento es del 4,2 %, debe
ser equivalente tener la cantidad  ahora o recibir los pagos de renta y amortización que
nos corresponden por haber comprado el bono.

Entonces, el precio que se pagó por estos títulos en la licitación tuvo un descuento de
aproximadamente 7,3 %.

x =
14∑

k=1

35(1 + 0, 042)−k + 1.000(1 + 0, 042)−14

= 35
1− 1, 042−14

0, 042
+ 1.000(1, 042)−14

= 364, 875 + 562, 150

= U$S 927,02

9.2. Deuda Pública

Ejemplo 9.7 El gobierno realizó una licitación por U$S 500 millones del Bonar VII, un título emitido a
siete años de plazo. La amortización de este instrumento se realiza íntegramente a su
vencimiento (esto se conoce como bono de tipo bullet), mientras que los pagos de renta
se abonan semestralmente. El cupón paga un interés del 7% nominal anual.

Si sabemos que la TIR resultante de la licitación fue del 8,4 %, ¿cuál fue el precio de corte?
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¿Qué TIR esperaba obtener quien ofertó comprar los bonos con un 10% de descuento?

En este caso tenemos que calcular la tasa que hace nulo el valor actual del flujo:

(900 35 35 35 35 35 35 35 35 35 35 35 35 35 1.035)

Podemos ver, con la ayuda de una tabla o computadora, que una solución aproximada
es 8,95 %. Comprobar que estamos cerca de la solución es más sencillo, basta ver que
si se usa esta tasa, el valor actual del flujo de pagos  es aproximadamente U$S 900:

El flujo generado por una inversión de $ 800 a valor nominal será

(-800, 24, 24, 24, 124, 21, 121, 18, 118, 15, 115, 12, 112, 9, 109, 6, 106, 3, 103) 

y le corresponde una TIR de 6% anual

Si obtenemos un 10% de descuento al suscribir tendremos el flujo:

(-720, 24, 24, 24, 124, 21, 121, 18, 118, 15, 115, 12, 112, 9, 109, 6, 106, 3, 103) 

que tiene una TIR del 8,4% anual.

Si pagamos un 5% al suscribir tendremos el flujo:

(-840, 24, 24, 24, 124, 21, 121, 18, 118, 15, 115, 12, 112, 9, 109, 6, 106, 3, 103) 

que da una TIR del 4,93 %.

En los ejemplos anteriores, el cálculo de la TIR asume que, al cobrar intereses o amortización par-
cial, ese dinero puede ser reinvertido a la misma tasa. Esto no siempre es posible y genera un riesgo
llamado riesgo de reinversión. Un tipo de bonos que no corren este riesgo son los bonos cupón
cero, que deben su nombre a que no poseen cupones de intereses o amortizaciones parciales. Un
bono cupón cero se amortiza totalmente a su vencimiento. Si el valor nominal del bono es de  y
al suscribirlo pagamos , la TIR * correspondiente resulta de la ecuación

 =  (1 + *)-n

donde  es el número de períodos hasta su vencimiento.

V = 35
1− 1, 04475−14

0, 04475
+ 1.000(1, 04475)−14

= 358, 38 + 541, 78

= U$S 900,16 

V AN(8, 954/200; 35; 35; 35; 35; 35; 35; 35; 35; 35; 35; 35; 35; 35; 1035) = 899, 97 ≈ 900
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Ejemplo 9.8El estado emite una serie de bonos a 10 años de plazo con una tasa de interés del 6%
anual pagaderos semestralmente y con amortizaciones anuales del 12,5% a partir
del tercer año. ¿Cuál es la TIR que le corresponde a esta inversión si los bonos son
colocados bajo la par con un descuento del 10% sobre el valor nominal? ¿Cuál es
la TIR si pagamos un 5% por encima del valor nominal?
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Si tomamos en cuenta que el flujo de caja generado es de la forma ( 0 0     0  )
podemos calcular la tasa como:

* = (; 0; 0;    ; 0;  )

Este tipo de bonos suele usarse para garantizar la devolución del capital. La República
Argentina no emite este tipo de bonos pero si ha usado los bonos cupón cero del gobier-
no de EEUU para garantizar el pago de la deuda externa refinanciada mediante el Plan
Brady a comienzos de la última década del siglo pasado. Mediante este mecanismo, el
gobierno suscribe bonos cupón cero a 20 ó 30 años por el total del capital adeudado y
los entrega como garantía de pago del capital adeudado. Con esto, el acreedor se asegu-
ra el cobro del capital prestado al cabo de 20 ó 30 años y sólo arriesga la desvalorización
de ese capital durante ese tiempo. Al disminuir el riesgo, esto hace que la tasa de inte-
rés pactada sea menor y se haga posible la financiación.

Este se define como la posibilidad que un estado se vea en dificultades para cumplir con
las obligaciones inherentes a su deuda externa. Los economistas tratan de medir el
Riesgo País mediante un índice de mercados emergentes (EMBI+) que combina la TIR
de los principales bonos que componen la deuda externa de un país y la comparan con
la tasa que ofrecen los bonos del tesoro de Norteamérica. Según esta forma de medir-
lo, el riesgo país de Estados Unidos es nulo por definición.

Si un país tiene un índice de 700 puntos significa que el estado de dicho país deberá
pagar para obtener dinero aproximadamente un 7% de interés anual más que lo que
paga el gobierno de EEUU. Cuando el índice pasa los 1.200 puntos, deja de tener sen-
tido y lo único que significa es que el estado no puede tomar préstamos y se teme que
declare una cesación de pagos (default) como pasó en Argentina a fines de 2001.

Muchos fondos de inversión extranjeros sólo pueden invertir en países con un índice
menor que 300. Por ejemplo Brasil llegó a esta situación en 2008.

A menudo se generan confusiones debido a la inflación. Así llamamos al fenómeno por el
cual los precios al final de un período son mayores que al comienzo. En símbolos, pode-
mos representar con 0 y 1 los precios al comienzo y al final del período. Entonces:

INFLACIÓN <= 1  0

La existencia de inflación puede causar que lo que parecía un buen rendimiento
no lo sea tanto, e incluso llegue a ser una pérdida. Por esto se suele hacer la dis-
tinción entre rendimiento financiero y rendimiento económico de una operación

9.3. ¿Qué es el Riesgo País?

9.4. Corrección por inflación
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financiera. Supongamos que tenemos un capital 0 al comienzo de un período y
realizamos una operación de tal forma que al final obtenemos 1  0. Tendremos
entonces que  = 1  0 es el rendimiento financiero de la operación.

Por otra parte, si al comienzo del período con $ 0 comprábamos 100 kg de carne y al final
con $ 1 compramos 90 kg tuvimos un rendimiento económico negativo. Si en cambio
con $ 1 compramos más de 100 kg el rendimiento económico habrá sido positivo.

En otras palabras, si sólo conocemos la tasa de interés que nos ofrece una inversión, no
podremos decidir si esta última nos dará un beneficio económico o una pérdida. Para
esto debemos relacionar la tasa de interés con la tasa de inflación en el período.
Lamentablemente, sólo se conocen las tasas de inflación una vez finalizado el período.
Por lo cual recién podremos decir si la inversión fue buena o mala una vez concluida.
Más aún, muchas veces se manejan distintos índices de inflación, por lo cual debere-
mos usar el más apropiado para nuestra situación.

Para calcular el rendimiento financiero del importador argentino determinamos primero
0 = 3,17 ∙ 100.000 que es el capital invertido. Por otra parte lo que obtiene es: 

1 = 360.000 y por lo tanto  = 360.000  317.000 = 43.000

Por lo tanto el rendimiento es de 13,56 %.

En el caso del brasileño tenemos una inversión de 180 ∙ 100 000 con la cual obtiene
a fin de año 210.000 reales, por lo tanto una diferencia de 30.000 reales. Esto da un
rendimiento financiero del 14,29 %.

Para ver sus rendimientos económicos, en ambos casos conviene relacionarlos con el
precio del dólar. Al comienzo del año ambos compraban con su capital U$S 100.000.
¿Cuántos dólares compran a fin de año con el resultado de su inversión? 

Esto es:

13,47 = 360.000347 = 103.746,40 en el caso argentino y 

210.0002,16 = 97.222,22 en el brasileño. 

Entonces, el rendimiento económico del argentino fue positivo, ya que puede com-
prar un 3,75% más de dólares que los que compraba a principio de año, pero el
brasileño tuvo un rendimiento económico negativo (-2,78 %) porque no recupera
los dólares que invirtió.
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Ejemplo 9.9Un importador invierte en la compra de productos U$S 100.000, que consigue el
2/1/08 a $ 3,17 cada uno. Con la venta de los productos obtiene a fin de año
$ 360.000 y el dólar se vende a $ 3,47. Un importador brasileño invierte en la com-
pra de productos U$S 100.000, que consigue el 2/1/08 a 1,80 reales por dólar. Con la
venta de los productos obtiene a fin de año 210.000 reales y el dólar se vende a 2,16
reales. ¿Qué rendimiento tuvo cada inversor?
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Vemos en el ejemplo que los rendimientos económicos fueron menores que el financiero.
Queremos tener una medida más precisa de lo ocurrido.

Recordemos que el concepto de valor actual nos permite relacionar cantidades que
corresponden a distinto tiempo. Entonces podemos actualizar el resultado de invertir
un peso según el índice de aumento más apropiado a nuestra situación, en el ejemplo,
el correspondiente al dólar.

Notemos que al multiplicar por 100.000 obtenemos la cantidad de dólares que el
importador argentino podía comprar a fin de año. El importador obtuvo una tasa de
rendimiento real del 3,75% anual.

Para el caso brasileño tenemos:

Por otro lado calculamos la tasa de aumento del dólar :

Finalmente tenemos la tasa real :

Así el importador brasileño tuvo una tasa real negativa de 2,78% anual.

De estos ejemplos, vemos que la tasa de descuento por inflación puede hacer que un
negocio aparentemente beneficioso se vuelva un mal negocio. Es por ello que hay que
prestar mucha atención al índice que usamos para aproximar la inflación. En el ejemplo

i =
210.000− 180.000

180.000
= 0,166667

α =
2, 16− 1, 80

1, 80
= 0,20

r =
1 + 0, 1666667

1 + 0, 200000
− 1 = 0, 97222225− 1 = −0, 02777775

Definición 9.1 Llamaremos  a la tasa de rendimiento real asociada al índice de inflación . Esta
tasa surge de actualizar el resultado que se obtiene de invertir un peso a una tasa
de interés nominal , usando  como tasa de descuento. En símbolos:

1 + r =
1 + i

1 + α

Ejemplo 9.10 En el ejemplo 9.9 tenemos para el caso argentino: 

Por su parte  es la tasa de aumento del dólar:

Así podemos calcular :

i =
C1 − C0
C0

=
43.000

317.000
= 0, 13564669

α =
3, 47− 3, 17

3, 17
= 0,09463722

1 + r =
1 + 0, 13564669

1 + 0, 09463722
= 1, 037464
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usamos el aumento del dólar, pero suelen usarse el índice de precios al consumidor
(IPC), índice de precios mayoristas, índice salarial, etc. En Argentina, todos estos índi-
ces son elaborados por el Instituto Nacional de Estadísticas y Censos (INDEC). Este
organismo hace encuestas en hogares mediante las cuales elabora una lista de los bien-
es y servicios que más representan el consumo de cada familia. A partir de esto, se
calcula para cada bien, la proporción en que incide cada variedad de producto en el
total consumido. Por ejemplo, el pan fresco tiene una incidencia del 2,0% y esto quie-
re decir que representa un 2,0% del total gastado en un período. El conjunto de estos
productos se conoce como canasta. Cada mes se relevan en distintos puntos de venta,
los precios de los productos que componen la canasta. La variación mes a mes del pre-
cio de esta canasta se refleja en el Índice de precios al consumidor (IPC).

La canasta del mes  se puede representar por una suma donde k es la
cantidad consumida del -ésimo bien y k,l es su precio correspondiente al mes .
Podemos suponer que el índice  = 1 corresponde al pan fresco. La hipótesis de que el
IPC de enero es 100 quiere decir que haremos 1 equivalente a 100. Para calcular 2
usamos que 1,2 = 21,1 y k,2 = k,1   1. Así tenemos:

Más aún, sabemos que la participación del pan fresco en el gasto de enero era del 2 %, esto es:

Entonces 2 = 1(2100 + 1) = 1021100. El IPC de febrero es por lo tanto:
2 = (21)100 = 102. La variación es entonces del 2 %.

Alternativamente, hacemos el siguiente razonamiento: como 1 = 100 podemos supo-
ner que el gasto total al principio de enero era de $ 100 y en pan era de $ 2. Durante
el mes el gasto en pan aumentó a $ 4 y los demás productos se mantuvieron estables
por lo cual el total del gasto a principios de febrero, será de $ 102. Tenemos así que el
IPC de febrero será de 102 como habíamos calculado.

El IPC mensual es la base para el cálculo de los valores diarios del Coeficiente de
Estabilización de Referencia (CER), que es usado en la indexación de varios títulos
públicos emitidos en pesos. Esencialmente el CER distribuye a lo largo del corriente

Cl =
∑n
k=1 ckpk,l

C2 = c1p1,2 +
n∑

k=2

ckpk,2

= c12p1,1 +
n∑

k=2

ckpk,1

= c1p1,1 +
n∑

k=1

ckpk,1

= c1p1,1 + C1

c1p1,1

C1
=

2

100
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Ejemplo 9.11¿Cuánto es el IPC de febrero si en enero valía 100 y todos los bienes mantuvieron
el mismo precio salvo el pan fresco que se duplicó (suponemos que este ítem tenía
una participación del 2% en enero)? 
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mes la inflación registrada el mes anterior. Esto permite hacer actualizaciones diarias de
tal forma que si se ajusta un monto mediante el CER desde el día 7 de un mes, cuan-
do el INDEC da a conocer el IPC, hasta el día 6 del mes siguiente, se obtiene el monto
actualizado por dicho IPC, que corresponde a la evolución de precios del mes anterior.
La idea es que al actualizar el valor del bono mediante el CER, este no pierda el poder
adquisitivo dentro del país. También es posible hacer plazos fijos indexados por CER.

En caso que suscribamos títulos indexados por CER, recibiremos pagos por intereses,
amortización y actualización del capital.

Ejemplo 9.12 Realizamos un plazo fijo de $ 10.000 a un año con una tasa anual de 2% más el CER.
Si la variación anual del IPC fue del 10%, a fin de año recibiremos $ 11.200.

9.5. Ejercicios

Ejercicio 9.1 Nos ofrecen un crédito de $ 2.000 pagadero en 20 cuotas iguales a una tasa anual
del 20%. ¿Cuál es la tasa equivalente anual?

Ejercicio 9.2 ¿Cuál es la tasa equivalente anual de un crédito a 30 cuotas al 15% anual,
donde la cuota se calcula con la proporción correspondiente de la tasa anual
anunciada?

Ejercicio 9.3 Compramos un electrodoméstico que cuesta $ 2.000 y nos ofrecen pagarlo en 12
cuotas a un interés del 12% anual calculado directamente y repartido en las cuo-
tas. Calcular el interés total que pagaremos, el importe de cada cuota y la tasa
equivalente anual efectivamente pagada.

Ejercicio 9.4 Queremos comprar un equipo que cuesta $ 1.000 y nos ofrecen pagarlo en 10 cuo-
tas a un interés del 10% anual calculado directamente y repartido en las cuotas.
¿Cuánto costará cada cuota? ¿Cuál es la tasa equivalente anual que nos cobran?

Ejercicio 9.5 Una lotería nos ofrece como premio $ 1.000.000 a pagar en 200 cuotas mensuales
de $ 5.000 cada una. Si la tasa de depósitos a plazo fijo es de 12% anual, ¿me con-
viene aceptar una oferta de $ 500.000 al contado?

Ejercicio 9.6 Nos ofrecen un préstamo de $ 2.000 con un interés del 1% mensual y a pagar en 10
meses. El interés correspondiente del 10% es descontado al entregar el capital. Y
debemos pagar los $ 2.000 en 10 cuotas de $ 200 cada una. Calcular la tasa equi-
valente anual que nos cobran efectivamente.
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Ejercicio 9.7Nos ofrecen un préstamo de $ 1.000 con un interés del 1% mensual y a pagar en 12
meses. El interés total es descontado al entregar el capital. Si pagamos los $ 1.000 en
12 cuotas de $ 1.000/12 cada una, ¿cuál es la tasa equivalente anual que nos cobran?.

Ejercicio 9.8Nos ofrecen un préstamo de $ 1.000 a una tasa del 12% anual a pagar en 12 cuo-
tas iguales vencidas donde la primera es descontada al recibir el préstamo. ¿Cuál
es la tasa equivalente anual?

Ejercicio 9.11En la novela Crimen y Castigo de F. Dostoievski, el estudiante Raskolnikof pide un
préstamo de un rublo y medio, por el cual le cobran de interés diez kopeks por
rublo al mes (1rublo=100 kopeks). Si el pago de los intereses se hace por antici-
pado y el capital se devuelve al mes ¿cuál es la tasa real de interés mensual?

Ejercicio 9.9Calcular la tasa equivalente anual de un préstamo de $ 3.000 a una tasa del 10%
anual a pagar en 24 cuotas iguales vencidas donde la primera es descontada al
recibir el préstamo.

Ejercicio 9.13En el ejemplo 9.11, supongamos que el gasto en leche fluida en enero fue el 1%
del gasto total. ¿Cuánto hubiera sido el IPC de febrero si además del pan fresco
hubiera subido el 50% la leche fluida?

Ejercicio 9.10Si la tasa interna de retorno de un bono cupón cero a 20 años de plazo es del 10%
anual, ¿cuánto debemos pagar por un bono de un millón de dólares?

Ejercicio 9.12¿Cuánto nos acreditarán por devolución de IVA si pagamos con tarjeta de débito
una compra de $ 300 en el supermercado?

Cap 09:LCs 2009 Interior Cuerpo 11.qxd  23/09/2010  11:49 p.m.  Página 115



116 Todo lo que usted quiere saber sobre matemática f inanciera pero no se anima a preguntar

Cap 09:LCs 2009 Interior Cuerpo 11.qxd  23/09/2010  11:49 p.m.  Página 116


	Matemática Financiera 1.pdf
	Matemática Financiera 2.pdf
	Matemática Financiera 3.pdf
	Matemática Financiera 4.pdf
	Matemática Financiera 5.pdf
	Matemática Financiera 6.pdf
	Matemática Financiera 7.pdf
	Matemática Financiera 8.pdf

