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Prefacio

Esta publicacién estd dirigida a estudiantes y docentes del nivel medio. El objetivo ha
sido introducir las principales nociones de matemdtica financiera, desde las mds bésicas
hasta las mds avanzadas que se puedan lograr en funcién de los conocimientos alcanza-
dos por un alumno de secundaria.

El desarrollo de los temas se ha hecho a través de ejemplos, en los cuales se introducen
gradualmente los conceptos y métodos de resolucién de problemas. Al final de cada
capitulo se ha incluido una lista de ejercicios de aplicacién y sus resoluciones. Consta
de once capitulos y tres apéndices.

En el Capitulo 1 se hace un breve repaso de los principales hitos que influyeron en el
desarrollo histérico de la Matemadtica Financiera. De lo visto alli, podemos separar en
dos partes el resto del libro. Una de las partes estd formada por los capitulos 2, 3, 4, 5,
6, 7'y 9 que sélo requieren de la matemadtica disponible hasta el siglo XIII, en pleno
medioevo. Los restantes capitulos hacen uso de métodos y técnicas que fueron dispo-

nibles recién a partir del siglo XVII.

En el capitulo 2, se introduce el tema de sucesiones aritméticas y geométricas y se mues-
tra una gran variedad de sus aplicaciones.

En los capitulos 3 y 4, se introducen las nociones bésicas de tasas de interés y de des-
cuento, junto a una variedad de férmulas que los involucran.

En el capitulo 5 se describen las operaciones financieras y formas de pago usadas
mids frecuentemente.

El capitulo 6 trata sobre ciertas sucesiones de pagos de duracién finita o indetermina-
da para los cuales se pueden encontrar férmulas que expresen el valor actual y el valor
final de las mismas.

En el capitulo 7 se desarrollan los sistemas mds comunes de pagos de deudas en cuotas:
sistema francés, alemdn y americano.

En el capitulo 8 se introduce la nocién de flujo de caja, que permite ver con nuevos
ojos los conceptos desarrollados en los capitulos anteriores.

El capitulo 9 estd dedicado a clarificar el abuso que se observa muchas veces en las
publicidades que se refieren a tasas de interés. En particular, se muestra cémo se puede
anunciar una tasa mds pequena que la real.



En el capitulo 10 se intenta mostrar el comienzo del camino que siguié la matemadtica
financiera en el siglo XX. Esto hace que se necesiten algunos conocimientos muy bdsi-
cos de probabilidades, los cuales han sido desarrollados en el texto. Con esto se logra
hacer un modelo que permite dar un valor aproximado al derecho de comprar una
accién a un precio prefijado y en un tiempo determinado.

En el capitulo 11 se desarrollan los conceptos matemdticos que permiten dar sentido a
la capitalizacién continua.

Se han incluido tres apéndices que complementan los conjuntos de ejercicios. Estos se
refieren al uso de la planilla de cdlculo, la calculadora financiera y tablas de valores tti-
les. Se recomienda al lector recurrir a ellos cuando la resolucién de los ejercicios vaya
mis alld del cdlculo con ldpiz y papel. Se espera que una lectura temprana de estos apén-
dices le permita al lector realizar los ejercicios con el menor niimero de inconvenientes.
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Capitulo 1

Introduccién:
Un poco de historia

Cada vez que tomamos una decisién econémica estamos usando herramientas de la
matemdtica aunque, muchas veces, nos cueste darnos cuenta. Muchas personas toman
buenas decisiones, basadas en una gran experiencia, que incluye éxitos y fracasos. La
matemdtica pone a nuestra disposicion técnicas y métodos para resolver todo tipo de
problemas, y en particular los econédmicos. Su estudio nos provee un camino mds corto
para aprender a tomar las mejores decisiones y saber justificarlas.

En este libro trataremos diversos aspectos de la matemadtica relacionados con la resolu-
cién de problemas financieros.

El origen de la matemdtica financiera se debe rastrear hasta los albores de la civilizacién.
Podemos notar que, a lo largo del tiempo, el desarrollo de nuevas herramientas mate-
méticas ha guardado una estrecha relacién con el surgimiento de operaciones
financieras cada vez mds sofisticadas.

En el capitulo 3 estudiaremos la nocién de interés. Desde un punto de vista histérico, obser-
vamos que este concepto ha estado presente en toda sociedad que haya desarrollado, aunque
sea minimamente, su comercio. Por ejemplo, si nos remontamos a la civilizacién sumeria
asentada en la parte sur de la antigua Mesopotamia, considerada la primer y mds antigua civi-
lizacién del mundo, vemos que, ya en el tercer milenio AC, tuvo una importante actividad
comercial. Esto ocurrié a la par que desarrollaban un avanzado sistema de numeracién: el
posicional de base 60. Este sistema, que también se conoce como sexagesimal, perdura hoy
en la medicién de dngulos o de tiempo como tributo a los avances sumerios en astronomia.

Dicho sistema, permitié a los sumerios realizar con agilidad las operaciones aritméticas nece-
sarias para el comercio, como por ejemplo, el cambio de monedas, que estaba basado en los
porcentajes de las aleaciones de oro y plata que cada una posefa.

En Babilonia hace cuatro mil anos, ya era usual prestar a interés. Por ejemplo: en el Cédigo
de Hammurabi (alrededor de 1850 AC) se encuentra tallada en piedra la siguiente ley:

“Si un mercader ha hecho un préstamo de grano o plata, por el grano tomard un
panu 'y cuatro sutu por cada kur. Si hizo un préstamo de plata tomard un sexto

de shekel y seis granos por cada shekel”

Aunque para nosotros estos términos sean tan lejanos como el tiempo en que fueron
escritos, se puede desentranar su significado. Segtin el historiador Roth, esto correspon-
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de a una tasa del 33% en el primer caso y 20% en el segundo. Notemos que la nocién
de tiempo no estaba explicitada en la ley. Esta falencia era aprovechada, a veces, para
hacer usura, ya que podian cobrar un interés bajo y luego reclamar la devolucién del
préstamo en un lapso corto. En el capitulo 8 veremos formas actuales de producir una
tasa de interés efectiva mayor que la tasa publicitada.

De la lectura de la Biblia, sabemos que los israelitas tenfan prohibido prestarse entre si
a interés. Mds adelante, el cristianismo retoma esta prohibicién. Santo Tomds de
Aquino argumenta contra el interés porque dice que: “sélo Dios dispone del tiempo”.
A partir de dicho argumento, podemos notar que se introduce la nocién de tiempo en
el célculo de intereses.

En la civilizacién griega, la mayoria de los grandes pensadores consideraban indignas
las aplicaciones de las matemadticas a los problemas cotidianos (comerciales). Aristételes
en su obra “Politika” toma una posicién contraria al comercio, porque lo considera una
actividad para ganar a costa de los demds. También estd en contra del interés, porque el
hecho de que el dinero se reproduzca por si sola, le parece una aberracién. En concor-
dancia con esto, hebreos, romanos y griegos desarrollaron un sistema numérico en el
cual era muy dificil efectuar la multiplicacién, con lo cual se volvia muy engorroso
hacer, por ejemplo, una conversién de monedas o un célculo de interés.

En el capitulo 3 veremos cémo los economistas ingleses, desde hace ya dos siglos, jus-
tifican el cobro de interés.

En el dltimo capitulo veremos que el mecanismo usado por Tales (ver recuadro), es el prin-
cipio de los derivados. Estos instrumentos permiten a unos, asegurarse de no tener grandes
pérdidas, y a otros tener la posibilidad de obtener grandes ganancias con un pequeno capital.

El comercio se desarrolla muy
lentamente durante la edad
media, hasta que hace 800 anos
Leonardo de Pisa, mas conocido
como Fibonacci, introduce en
Italia la numeracién decimal
que aprendié de los drabes que,
a su vez, la obtuvieron de los
hindues. Esta es posicional y, a
diferencia de la babilénica, es en
base diez y posee una notacién
especial para el cero. Es la que
usamos actualmente.

En su obra “Liber Abaci” (1202) Fibonacci resume toda la matemdtica conocida por los
drabes e hindues, muestra el uso de la nueva notacién, que es adoptada paulatinamen-
te debido a sus ventajas de cdlculo.

Paralelamente, comienzan a funcionar los antepasados de los bancos europeos. En Italia
era comdn que alguien con capital para prestar se ubicara en un banco de plaza (banca)



y alli hiciera sus negocios. De alli deriva el nombre que damos actualmente a las insti-
tuciones bancarias. Asi, en el siglo XIII se retoma el desarrollo de la matemdtica
financiera, estancado durante mds de mil anos desde los tiempos del imperio romano.
En este periodo se crean las tablas para el cilculo del interés compuesto.

El gran avance siguiente es el desarrollo de las tablas de logaritmos, que permitieron rea-
lizar cdlculos mds precisos y rdpidos para obtener una raiz enésima o una dividir entre
numeros con muchas cifras decimales. Esto tltimo fue de suma utilidad para el desa-
rrollo de la astronomia de esa época, y luego se extiende a todas las ramas de la
matemdtica que necesitaban resolver ecuaciones con precisién. En particular, en mate-
matica financiera permitird resolver las ecuaciones planteadas para encontrar las tasas
de interés reales de un negocio, en tiempos que no se disponia ni siquiera la idea de lo
que serfa una calculadora.

Con el advenimiento del cdlculo infinitesimal en el Siglo XVII se hace posible la capi-
talizacién continua. Es entonces que Bernoulli descubre el niimero e que es la cantidad
que deberfamos recibir al cabo de un afio si depositdramos un peso a una tasa del 100%
anual, y ésta se capitalizara continuamente (ver capitulo 11).

También en el Siglo XVII, nace la estadistica. Con ella, aparecen las tasas de mortali-
dad y se posibilita el desarrollo de las companias aseguradoras. La idea es sencilla: si
sabemos que la tasa de mortalidad es un 2%, y se destina un 2% de los ingresos a un
fondo de compensacién a los deudos de quien fallezca, ninguna familia deberfa perder
el sustento de un dia para otro. De igual manera, si se transporta mercaderia y se sabe
que alrededor de un 5% no llega a destino, se puede formar un fondo comdn donde
cada comerciante aporta el equivalente al 5% de la mercancia enviada, y con éste se pro-
tege a quienes sufran la pérdida.

El célculo de probabilidades estd en la base de la matemitica financiera moderna. Se con-
sidera su fecha de nacimiento el 1900, cuando el matemdtico francés Louis Bachelier
presenta su tesis doctoral: Sobre la especulacion financiera, en la que muestra un modelo
matemdtico para la cotizacién de acciones en bolsa. En dicha tesis, observa la similaridad
entre los movimentos de la cotizacién de las acciones y de una particula de polen flotan-
do en el aire, u otro medio, fenémeno que habia sido observado por el botdnico Robert
Brown. Este se llamé movimiento browniano en su honor, y fue llevado a la fama en
1905 por Albert Einstein en su tesis de doctorado para la Universidad de Zurich.

En 1945, el matemitico japonés Kiyoshi Ito desarrolla un andlogo del cdlculo diferencial
aplicable a funciones de las cuales sélo se conoce la probabilidad de que tomen distintos
valores. Esta drea se llama célculo estocistico, y en 2006 gané el premio Gauss por su
desarrollo. Esta es una herramienta imprescindible para la toma de decisiones en un con-
texto de incertidumbre donde sélo se tiene como dato la probabilidad de que algo suceda.

El siguiente gran paso se produce durante los afios setenta cuando Fisher Black, Myron
Scholes y Robert Merton desarrollan técnicas para decidir el valor justo que le corres-
ponde a ciertos instrumentos financieros llamados derivados. Por esta labor, los dos
ultimos recibieron el Premio Nobel de economia en 1997 cuando E Black ya habia
muerto. Sus desarrollos posibilitaron la multiplicacién de las operaciones realizadas.
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Esto causé una explosién en los mercados de valores. Un caso particular de estos deri-
vados son las opciones de compra o venta, que serdn tratadas en el dltimo capitulo.

El costado negativo de estos avances es la propension a generar nuevos mecanismos de
inversién que, en caso de fallar la regulacién o el control de los gobiernos, pueden pro-
ducir una crisis de magnitud nunca vista como la de 2008 que comenzé con el
otorgamiento masivo de créditos hipotecarios con escasa garantia en un momento en
que las tasas de interés estaban en su minimo histérico. Al subir éstas bruscamente, se
desatd la crisis.
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Capitulo 2

Progresmnes aritmeticas
y geometricas

Muchas veces escuchamos hablar de un crecimiento aritmético o geométrico y lo asocia-
mos con un crecimiento lento o rdpido, respectivamente. ;Qué significan estos términos?

Se dice que algo crece (o decrece) aritméticamente, si en cada etapa se le va sumando
(o restando) una cantidad constante.

Por ejemplo, si durante la semana pasada la temperatura crecié un grado por dia, pode-
mos decir que crecié aritméticamente.

Si las reservas del BCRA (Banco Central de la Reptblica Argentina) suben 200 millo-

nes de ddlares por semana, se habla de un crecimiento aritmético.

Si el peso de una persona que realiza una dieta, reduce un kilogramo por mes, decimos
que decrece en progresién aritmética.

Se dice que algo crece (o decrece) geométricamente si en cada etapa se multiplica por
una cantidad constante mayor que 1 (o menor que 1).

Algunos ejemplos de crecimiento geométrico son:
e Una poblacién de bacterias con suficiente alimento que se multiplica 8 veces por hora.

e Una cantidad de carbono-14, donde el radioisétopo del carbono se multiplica por 0,5
cada 5.730 afos.

Otro ejemplo cldsico de crecimiento geométrico es el siguiente:

Cuenta la historia que un rey quedé tan contento con el juego del ajedrez que habia
sido disenado para él, que ofrecié a su creador regalarle lo que quisiera. Este le contes-
t6 que “sélo” querfa obtener como recompensa un grano de trigo por el primer
casillero, 2 por el segundo, 4 por el tercero, 8 por el cuarto y asi sucesivamente hasta
llegar al casillero 64. El rey quedé sorprendido por tan modesto pedido y mandé a su
visir que trajera una bolsa con los granos reclamados. Mayor fue su sorpresa cuando el
visir hizo los cdlculos y vio que no habia tal cantidad de granos en toda la tierra.

15
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Un crecimiento geométrico similar ocurre en los primeros dias después de la concep-
cién, cuando de una célula original se producen dos y de cada una de las obtenidas se
vuelven a obtener dos, y asi sucesivamente, aunque sélo por unos dias.

1. Progresiones aritméticas

En otras palabras, si se cumple que a,,,—2,= RV n € N entonces {a), @5, . . ., @, . . . } es
una progresion aritmética.

1.1. El enésimo término de una progresion aritmética

Luego de considerar los ejemplos anteriores, la primera pregunta que nos planteamos
es la siguiente:

sCémo se calcula el enésimo término de una progresién aritmética {ay, @, . . ., @, . . .}
de razén R?

Vemos que: 2, =a, + R, a3 =a, + R=a, + R+ R=a, + 2R, razonando de la misma

forma a4 = a4, + 3R, en general intuimos que @, = 4, + (n— 1)R. Esto se puede expresar
con el concepto de suma telescdpica, esto es, una suma que colapsa. Observemos que

R+R+-+R = (an—an-1)+ (@1 —an2)+...+ (a2 —a1)

an + (—Gp-1+ p1) + (—@n2 + an2)+ - +a2) — 1y

ap — a7
de donde 2, = 2, + (n— 1)R

Si bien el razonamiento es muy convincente, no llega a ser una demostracién (el punto
débil son los puntos suspensivos que se usaron). En el ejemplo 2.6 se demostrard que
la férmula es verdadera cualquiera sea el 7.

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



En un pais sdlo ingresan 1.000 inmigrantes por afio. Si llamamos con 7 la canti-
dad de inmigrantes que hay actualmente, y con 7,,, la que habra dentro de »
afos, se ve que {/} es una progresion aritmética.

iEs posible tener triangulos rectangulos cuyos lados sean enteros y estén en pro-
gresion aritmética? Supongamos que los lados son de longitud 2, 2 + Ry a + 2R,
entonces debe cumplirse el teorema de Pitagoras:

(a+2R)?* = (a+R)?*+d° de donde
a®+4aR+4R* = a®>+2aR + R?>+a®> por lo tanto obtenemos
3R®+2aR—a’> = 0

Si despejamos R tenemos R ==2£va"53¢ gsto nos da las posibilidades R = —a y
R =% .Laprimera nos da un lado de longitud 0, por lo tanto no sirve. En la segun-
da como « y R deben ser enteros 2 es miltiplo de 3y se tiene entonces las ternas
{37, 4n, 51}, que corresponden a todos los tridngulos que tienen lados enteros y son
equivalentes al clasico triangulo de lados 3, 4y 5.

2. Induccién completa y el efecto dominé

Existe un método muy ingenioso para probar que
una férmula es vilida para todos los niimeros
naturales. Para ilustrarlo visualmente, podemos
pensar que cada natural corresponde a una ficha
de domino y que éstas se colocan en fila de tal
manera que al caer la primera, ésta hace caer la
segunda y asi sucesivamente. (Ver figura 2.1). Se
llama método de induccién completa y consiste
en lo siguiente:

Supongamos que tenemos dos funciones
F:N—RyG:N — R yqueremos pro-
bar que F(n) = G(n) ¥V n € N entonces:

Primero, se prueba que la férmula es valida para 7 = 1, es decir se verifica que /(1) = G(1).

Segundo, se hace una hipdtesis inductiva, es decir, se asume que la férmula es vilida para
un natural 7 = £y, a partir de alli, se prueba que eso implica que serd vélida para el
siguiente natural 7 = £ + 1.

De esto, se concluye que la férmula vale para todo niimero natural, porque si se verifi-
ca que vale para 7 = 1, entonces se podrd aplicar la segunda parte del método con 4 =1
y asi concluir que vale para & = 2. Si repetimos el procedimiento pero con % = 2, sabre-
mos que vale para # = 3. De esta manera, armamos una maquinaria que permite
verificar que la férmula serd vdlida para todos los naturales.

Ejemplo 2.4

Ejemplo 2.5
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En general, el método sirve para probar que una familia de propiedades 7, son verdaderas.

Paso uno: probar que P; es verdadera.
Paso dos: probar que si P, es verdadera, entonces P,; es verdadera.

Del ejemplo se sigue que toda progresion aritmética queda determinada por sus dos pri-
meros términos.

Una progresién {a,}, puede pensarse como una funcién 2 : N — R que asigna a cada
natural 7 el ndmero 4,,.

Si graficamos una progresién aritmética, observaremos é D

que los valores que va tomando estdn alineados. Ellos
se encuentran sobre el grifico de la recta y = &, + Rx.

Una famosa anécdota sobre el gran matemdtico Karl E
Gauss cuenta que, un dia su profesor de primaria (apa-
rentemente con el objetivo de descansar un rato) pidié a
sus alumnos que sumaran todos los niimeros del 1 al 100.
El pequeno Gauss entregé la respuesta velozmente, sor- 1,2.3.4..

prendiendo al profesor. ;Cémo hizo tan rdpidamente el
cdlculo? Segtin le explic al maestro, observé que si suma-

ba el primero y el tltimo obtenia 101, el segundo y el antetiltimo también 101, y asi hasta llegar
a50+51=101. En total obtuvo 50 veces 101 es decir 5.050, que es la respuesta exacta.

Una variante de esta idea se puede usar para dar una férmula para la suma de los pri-
meros 7 7Umeros:

S = 14+243+---+(n—1)+n

S = n+m—-1)+---+3+2+1 sumandom.am.
28
25 n(n+1)
S = n(n+1)/2

m+l)+nm+1)+---+(n+1)

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



Una notacién muy util para trabajar con sumas es la siguiente:
n
Zai=a1+a2+---+an_1+an
i=1
Tiene la propiedad que:
n n n
ani—i—bi ZCZCLH‘Zbi
i=1 i=1 i=1
Por ejemplo, con esta notacién escribimos la suma S, de los primeros 7 nimeros como:
n
Sa=) i
i=1
Supongamos que deseamos calcular la suma S, de los primeros 7 términos de una progre-

sién aritmética {2} de razén R, esto es S, = >, a; . Si recordamos que 2, =4, + (i— 1) R
usando la propiedad, se tiene:

Zai = Zal—i—(z—l)R
i=1 i=1
= > a+RY (i-1)
i=1 i=1

nay + Rn(n —1)/2

2=1+3+5+7

Grafico 2.2
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Definicion 2.2

Ejemplo 2.10

Teorema 2.1

Demostracion

Ejemplo 2.10
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que no sea paralela a ninguna de las anteriores, esta contendra » puntos distintos
provenientes de las intersecciones con las » rectas. Estos » puntos determinan
n + 1 segmentos (dos de ellos infinitos). Cada uno de estos segmentos, parte en dos
a una de las z, regiones agregando asi una region por cada segmento. Tenemos
que a,,; = 2, + (n + 1). Entonces:

Zai = Zal + (l — 1)R
=1 =1

> a+RY (i-1)
i=1 i=1

= na; + Rn(n —1)/2
De donde obtenemos que @, =7 (= +1)2 + 1

Dada una sucesion de nameros {z,} podemos formar la sucesion derivada {4}
que esta definida por: 4, = 4,,, — a,

Si {a,} es una progresion aritmética de razon R, la sucesion derivada {«,} es la
progresion constante R, ya que 4,,, —a, = R Vn € N.

Reciprocamente, si {,} tiene sucesion derivada constante «, = R, entonces {z,}
es una progresion aritmética de razén R. Si R = 0 entonces z, es constante.

Si las sucesiones derivadas de {z,} y {4,} son iguales, entonces la diferencia
{a,—b,} tiene derivada 0y por lo tanto «, = 4, + RV» € N. Geométricamente, vemos
que z, Y b, estan sobre rectas paralelas.

Teorema fundamental del calculo discreto

n

R
E a; = Gpy1 — A1

=1

Basta observar que la suma de las derivadas es una suma telescépica que colap-
sa en el miembro de la derecha.

Si la sucesion derivada de {z,} es una progresion aritmética de razon R, jqué
puede decirse de z,?

Sabemos que 4, = ay+ nR
Usando el TFCD tenemos a,,+1 — a; = ., (ap + iR) = nag + Rn(n + 1)/2-
Por lo tanto, a1 = a1 +nag + Rn(n+1)/2 = Zn? + (£ 4+ a)n + a;

Quiere decir que la sucesion es un polinomio de segundo grado en 7.



3. Progresiones geométricas

Para definir una progresién geométrica s6lo tenemos que cambiar diferencia por divi-
sién en la definicién de progresion aritmética, mds precisamente tenemos:

Unt1

En otras palabras, si se cumple que =¢q VnéeN, entonces{a, ap, ..., a, ...}

es una progresién aritmética.

De los ejemplos, se observa que hay una manera muy sencilla de obtener una progre-
sién geométrica de una progresién aritmética de nimeros enteros {z,}. Se puede hacer
tomando cualquler ndmero positivo, por ejemplo el 2, y formando {2%"}. Esta es geo-

métrica, ya que —;— = 2%+ = 28 — ¢ constante. Usamos la propledad“ = G=°

que viene de 4’4 = a”*‘ Esta propledad vale también para &y ¢ racionales (e inclu-
so para by ¢ reales) si definimos # av ="\/a.

El matemadtico escocés John Napier en 1914, independientemente el suizo Joost Biirgi
seis anos después, inventaron los logaritmos, tratando de relacionar las progresiones
geométricas con las aritméticas. Si tenemos una progresién geométrica a, y fijamos un
nimero positivo como el 10, queremos hacerle corresponder una progresmn aritméti-
ca b, de tal manera que a,, = 10°. En otras palabras, se busca una operacién inversa
a la potenciacién.

Progresiones aritméticas y geométricas
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El problema que trataban de resolver Napier y Biirgi a principios del siglo XVII, era
agilizar los cdlculos que realizaban los astrénomos de la época, que necesitaban multi-
plicar y dividir cantidades con muchas cifras decimales.

Dado que es mucho mds ficil sumar que multiplicar y restar que dividir, la idea bdsica
detrds del desarrollo de los logaritmos fue encontrar una conexién que permitiera pasar
de multiplicaciones a sumas y de divisiones a restas. El logaritmo es la respuesta, gra-
cias a su propiedad caracteristica:

log, xy = log, x + log, y

Su aplicacién requirié publicar tablas con gran cantidad de valores de logaritmos. Por
ejemplo, para multiplicar x por y se buscan en la tabla los valores de log;, x y logy, , se
suman y se busca un niimero ¢ cuyo logaritmo sea log;, x + log;, 7, entonces ¢ = xy.

El uso de los logaritmos permiti6 hacer cdlculos mucho mds precisos en astronomia, y
se difundié hacia todas las dreas que requirieran de cdlculos efectuados con rapidez y
precision. Durante tres siglos fue una herramienta fundamental para el cilculo.

En el siglo pasado, luego de la aparicién de las calculadoras y las computadoras, se per-
dié completamente su uso en la prictica; pero en la matemdtica perdura como una
funcién fundamental porque permite modelar crecimientos no explosivos y transfor-
mar una operacién de multiplicacién en una de suma.

¢Cémo calcular el enésimo término de una progresién geométrica {2, @, . . ., @, . . . }
de razén R?

n—1 _ _apn 9n-1 a2 _ apnb _ a g _ 7—1
Sabemos que g" ! = [ttt @2 — gmb — @a de donde concluimos que 4, = 2,

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



Recordemos que en 2.2 definimos 4, la derivada de la sucesién {a,}. ;Qué ocurre
cuando tomamos la derivada de una sucesién geométrica de razén ¢?

a! = apy1 — an = ap(ani1/an — 1) = a,(q — 1). Por lo tanto se tiene que a)/a,
es una constante igual a ¢ — 1.

Cuando la progresion no es geométrica, la tasa z, = 4, = a, no es constante, pero se sigue
cumpliendo a,,; = (1 + 2,)a,.

Progresiones aritméticas y geométricas




Ejemplo 2.23

Ejemplo 2.24
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La sucesion de Fibonacci
En1202, Fibonacci plantea en su libro Liber Abaci el siguiente problema:

Un granjero tiene un corral y quiere dedicarse a la cria de conejos. Una pare-
ja de conejos llega a su estado reproductivo en un mes y tarda un mes en
engendrar una pareja de conejitos. ;Cuantas parejas de conejos tendra el
granjero al cabo de 12 meses si comienza con una pareja de conejos recién
nacidos? Vemos que el primer mes tiene una, el sequndo mes sigue teniendo
una pero ya en estado reproductor, al tercer mes tiene la pareja original y una
recién nacida, al cuarto mes tendra la original, una en estado reproductor y
una recién nacida, en general en el mes » + 1 tendra las del mes » mas las
recién nacidas, de las cuales hay una por cada pareja existente en el mes » — 1.
Esto da la ecuacion

Upy1 = Ap + Gp_y a; =az =1

de la que se puede obtener 4.

Formula para la sucesion de Fibonacci

Se desea obtener una formula para los términos de la sucesion: 1, 1,2, 3,5, 8,. . .,
donde cada término es la suma de los dos anteriores, es decir, ,,; = 2, + a,.1.

Si calculamos la sucesion derivada, vemos que cumple: @, = 4, pero como a, 7 qa, 1,
con ¢ constante, observamos que no es geométrica.

Sin embargo, z, se puede escribir como la diferencia de dos sucesiones geométricas:
a, = b, — ¢, {Cudles son 4, y ¢,? Supongamos que son de la forma b, = C\" y
¢, = CA\™. Queremos encontrar las razones A, y A.

Para esto consideramos b, —c,,= (A4 —1)b,— (A_—1)c, =C( A=) N} = C(A_—1) A"

Entonces si A, y A_satisfacen las ecuaciones (A, — 1)\, =1=(A_ - 1)\ tendremos
queb, —c, =CAT ' —CA\"'=b, ; —c, 1

Por ser las dos raices de (x — 1)x = 1, sabemos entonces que \. = £Y5. La cons-
tante C debe cumplir: 1 =a; = C(\, — A\_) = CV/5.

- g 2— 2 - -
Verificamos que se cumple que 1 = ay; = % . Finalmente, concluimos que

como b, — ¢y = b, — ¢, + b,y — c,; y tiene los dos primeros términos iguales a
a1 Y ap, debe coincidir con la sucesion de Fibonacci.

Si observamos que A™ < 4/10 vemos que 4, es siempre el nimero entero mds cercano a b,.

Para calcular 4;, tomamos L\/l*; ~ 1,6182/2,236 ~ 321,91574/2,236 ~ 143,96947. Se
tiene que el entero mds cercano es 144 y este no es otro que el duodécimo tér-

mino de la sucesién de Fibonacci.

Este niimero A, = 1,618 . . . se conoce con el nombre de razén durea o niumero
de oro, y se lo denota con la letra griega ¢. El cociente de dos términos conse-



cutivos de la sucesién de Fibonacci ,,,/4,, se acerca cada vez mds a ¢ a medida
que aumenta 7. Estas relaciones pueden verse en la naturaleza, por ejemplo, en
una flor de girasol los granos van formando una espiral con an granos en la ené-
sima vuelta. Algo similar ocurre en los caracoles de mar y en la distribucién de
hojas alrededor de un tallo. Aparece también en la construccién de un pentdgo-
no o un dodecaedro.

Se quiere construir un tridngulo rectangulo que tenga sus lados en progresion geo-
métrica, jsera esto posible? Si lo fuese, denotemos por 4, aq y a4* las longitudes
de los lados de dicho triangulo. Por el teorema de Pitagoras, cuando 4 > 1, deberia
cumplirse la ecuacion 2* + (aq)* = (ag?). Si desarrollamos los cuadrados y dividimos
por 4% vemos que la razén ¢ deberd ser solucion de 4 — 4> —1=0y 4 > 1. 0 sea
que 4 no es otro que el nimero de oro ¢ del ejemplo anterior. Los tridngulos asi
construidos reciben el nombre de tridngulos de Kepler, quien demostrd por prime-
ra vez esta caracterizacion.

Las torres de Hanoi

Cuenta la leyenda!, que en un lejano pais del sudeste asiatico hay tres postes y un
conjunto de 64 discos de distinto radio. Originalmente, estaban encastrados en uno
de los postes, en orden de mayor a menor contando desde la base.
Un grupo de monjes tiene, como tarea, que trasladarlos hacia otro de
los postes. La regla basica que deben cumplir es nunca superponer
un disco de mayor radio sobre uno menor. Para esto, pueden usar al
tercer poste como auxiliar. Cuando acaben de trasladarlos la vida se
extinguira. ;Cuantos traslados deben realizar? En la figura 2.2 se
puede ver una version con 8 discos.

Si tuviéramos un disco, el niGmero de traslados seria 1. Si hubiera dos, deben tras-
ladar el mas pequefio al poste auxiliar luego el mayor y finalmente el menor, es
decir, 3 traslados. En general, si llamamos 7, al namero de traslados necesarios
para cambiar de poste # discos, tendremos:

Tw=1,+1+T,

El primer 7, corresponde a trasladar, de acuerdo a las reglas, los » discos superiores al
poste auxiliar, para esto usamos el poste final como si fuera auxiliar. El 1 corresponde a
trasladar el disco mayor que quedoé en la base al poste de llegada que esta vacio. Por
(ltimo, tenemos 7, traslados para pasar al poste final los 7 discos que estan bien orde-
nados en el poste auxiliar. Asi tenemos la sucesion 1= 7; 27; + 1, 227; + 1) + 1, . ..

! Se I acredita haber creado el juego de las Torres de Hanoi al matemético francés Edouuard Lucas en 1883

La sucesion del ejemplo anterior se puede escribir como: 1, 1+2, 1+2+ 22 142422 +2°, . . ..
Cada término 7, es la suma de la progresion geométrica {2}” . Vemos que

n+1 n

Tn:2Tn—Tn:ZQ"—ZZi:2”“—1
=1 1=0

Ejemplo 2.25

Ejemplo 2.26
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Ejemplo 2.27
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4. Ejercicios

Ejercicio 2.1 Si sabemos que el tercer término de una progresion aritmética es 7 y el séptimo
término es 27, jcuanto vale el décimo término?

Ejercicio 2.2 I Si 13, x, y, =, 25 forman una progresion aritmética, ;cual es su razon?

26 Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar




Calcule el promedio de los niimeros de una progresion aritmética que tiene 4 términos, Ejercicio 2.3
comienza en 7 y termina en 28.

Calcule el promedio de los nameros de una progresion aritmética que tiene » Ejercicio 2.4
términos, comienza en p y termina en f.

Calcule la suma de los miiltiplos de 13 comprendidos entre 20 y 400. Ejercicio 2.5

Muestre que la suma de los nimeros de 7 digitos (= > 2) es igual a 495x 10>"-3-45x 102 | Ejercicio 2.6

¢Puedes descomponer 1.000.000 como producto de dos nameros que no tengan Ejercicio 2.7
ningun digito 07

Los aiios bisiestos son aquellos divisibles por 4 pero no por 100 y los divisibles Ejercicio 2.8
por 400.

a) ;Cuantos aiios bisiestos habra entre el 2009 y el 2999?

b) Si el 9 de julio de 2008 fue miércoles, ;qué dia de la semana sera el 9 de
julio de 28167

Encuentra dos sucesiones distintas «, y &, cuyas derivadas cumplan 4, =2 = 5. Ejercicio 2.9

Encuentra una sucesion «, cuya derivada cumpla 4, = 4, Ejercicio 2.10

Calcule las sucesiones P, y H, de nimeros pentagonales y hexagonales. Ejercicio 2.11

Si los monjes de las torres de Hanoi tardan 10 segundos para cada traslado, Ejercicio 2.12
¢ Cuantos minutos tardaran en trasladar los 64 discos?

Si un supermercado hace un descuento del 15% y pagando con una tarjeta de Ejercicio 2.13
débito, el banco nos devuelve un 10% del monto pagado al supermercado, ;cual
es el porcentaje total de descuento que recibo?

Si cada articulo que compramos tiene incluido 21% de IVA (impuesto al valor agre- Ejercicio 2.14
gado), pero pagando con tarjeta de débito, el estado nos devuelve 5 puntos de IVA,
icual es el porcentaje de lo pagado por el articulo que recibo?
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Ejercicio 2.15 |

Ejercicio 2.16 |

Ejercicio 2.17

Ejercicio 2.18

Ejercicio 2.19 |
Ejercicio 2.20 |

Ejercicio 2.21

28

Si los sueldos docentes aumentan 10% en marzo y 9% en setiembre ;cual es el
porcentaje total de aumento que recibo?

Usando induccion completa como en 2.1 probar que una progresion geomeétrica
{a,} cumple 2, = 4 (Z_f)(n- 1)

Decida si las siguientes ternas pertenecen a alguna progresion geomeétrica de
nameros enteros.

a) {2, 12, 20}
b) {3, 12, 24}

a) Calcule los 15 primeros términos de la sucesion de Fibonacci.

b) Muestre la aproximacion del undécimo mediante 4,,, el correspondiente térmi-
no de la progresion geométrica dada por la razon aurea.

¢Cuanto miden los lados de un triangulo de Kepler si uno de ellos mide un deci-
metro? Analizar todas las posibilidades.

¢ Cuanto tardaria Aquiles en alcanzar a la tortuga si fuera 20 veces mas rapido que
ella y corriese a una velocidad de un metro por segundo?

¢(Cuantos aiios tardara un capital en duplicarse si esta depositado y crece a una
tasa del 12% anual?

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



Capitulo 3
El Interés

3.1. El fundamento del préstamo con interés

Podemos decir que toda operacién financiera es un préstamo, en el que un prestamista
entrega a un prestatario una cierta cantidad de dinero, a cambio de que este ultimo lo
devuelva al cabo de un cierto tiempo con un recargo o interés.

Por ejemplo, si se pide dinero prestado a una entidad financiera, éste deberd ser devuel-
to en un cierto plazo con un interés acordado previamente. Del mismo modo, si se
deposita dinero en una cuenta bancaria, este capital se ird incrementando con el correr
del tiempo. En este tltimo caso, el prestamista es quien deposita el dinero y el presta-
tario es la entidad financiera.

A lo largo de la historia, siempre que el hombre ha prestado algo a otro, ya sea dinero
u otros bienes, ha exigido que se le devuelva una cantidad superior a la prestada. Por
otro lado, quien recibe el préstamo acepta devolverlo bajo esas condiciones. ;Significa
esto que la transaccién es siempre beneficiosa para el prestamista? ;Por qué entonces el
prestatario acepta estas condiciones?

Ya en el siglo XVIII, Jeremy Bentham (1748-1832) formulé la doctrina wtilitarista
segdn la cual todo acto debe ser juzgado y valorado segin la utilidad que brinda. Util
era aquello que aumentaba el placer y disminuia el dolor. Por lo tanto, el individuo que
prestaba un bien también sacrificaba la utilidad que el mismo le podria dar si lo hubie-
ra conservado. Por ello era razonable que, finalizado el préstamo, exigiera el valor del
bien mds el valor de la utilidad perdida.

La légica de este comportamiento fue retomada por los economistas neocldsicos a
comienzos del siglo XX, y en particular por Irving Fisher (1867-1947). Fisher expuso
en su obra “Teorfa del Interés” (1930) la razén de la exigencia de intereses en la devo-
lucién de cualquier préstamo, fundamentando que no sélo el interés se basa en la
utilidad del bien en préstamo sino también en el tiempo que el mismo es prestado. Es
decir, no sélo influyen aspectos cuantitativos del bien, sino también temporales. Fisher
introduce en su obra la nocién de tasa nominal y la tasa real de interés, relacionando a
ambas con la tasa de inflacién.

Las contribuciones de Irving Fisher a la teoria econémica fueron muy importan-
tes, y es considerado como uno de los economistas cientificos mds importantes de
la historia.
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3.2. Interés

Como ya se ha visto hasta ahora, el hombre no es indiferente al tiempo en el cual puede dispo-
ner de una cierta cantidad de dinero. Si se le ofrece disponer de $ 1.000 ahora o $ 1.300 quién
sabe cudndo, no sabrd qué elegir. Si los $ 1.300 son para dentro de 1 mes, seguramente acepta-
r4 esta opcidn. Si son para dentro de 10 afnos preferird recibir los $ 1.000 ahora, si es que existe
alguna forma de invertirlos de modo de producir mds de $ 1.300 durante 10 anos. Por esto, no
sélo importa cudnto dinero mds se devolverd a cambio, sino también cudndo serd la devolucién.

En una operacién financiera intervienen distintos elementos:

® C; : capital inicial, o capital prestado, h
e Cp: capital final, o capital devuelto,
e [ interés,
e UM: unidad monetaria, por ejemplo, pesos, ddlares, euros, libras, etc.

\. UT: unidad de tiempo, por ¢jemplo, dias, meses, anos, semestres, etc. y

La relacién existente entre el capital inicial, el capital final y el interés se expresa de la
siguiente manera:

I=Cr—

Si bien es claro que en el Ejemplo 3.2 se ha cobrado un interés mayor en cuanto al
monto de dinero que representa, también es importante notar que el monto del présta-
mo y el tiempo transcurrido también son mayores. En realidad, el interés es un concepto
relativo al dinero o capital en préstamo y también al tiempo que dura dicho préstamo.

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



Entonces, es mds preciso comparar cudl es el interés que se cobra por una unidad de
capital prestada en cada caso, considerando una misma unidad de tiempo. Esto nos
conduce al concepto de tasa de interés.

Ahora bien, el interés es directamente proporcional al capital en préstamo. Es decir, si por

$ 1 se pagan $ 0,10 de interés por mes, entonces por $ 50 se pagardn $ 5, y por una can-

tidad $ X el interés serd de $ X - 0,10. Luego la tasa de interés se puede calcular como:
L_L0-1 5550 (X + X -0,10)— X

1 ! 50 r X

En todos los casos el resultado es 0,10. La tasa de interés se puede calcular como el
cociente entre el interés y el capital inicial en la unidad de tiempo considerada.

Cr—Cr

rur = C
T

En el Ejemplo 3.1, la tasa de interés por 30 dias es

497

= 30,000 0,16566

304

En el Ejemplo 3.2, la tasa de interés por 5 afios es

100.000

tsa=———-=05

200.000
Atn no es posible comparar estas dos tasas de interés puesto que una de ellas estd expre-
sada en 30 dias y la otra en 5 afos. Para determinar cudl es la tasa mayor es necesario
expresar ambas en una misma unidad de tiempo.

Es importante notar que las tasas de interés son independientes de la unidad moneta-
ria utilizada. Es decir, si la operacién financiera se expresa en otra unidad monetaria, la
tasa de interés sigue siendo la misma.
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Es asi que la tasa de interés es una magnitud adimensional, es independiente de la uni-
dad monetaria elegida.

Tanto por uno y tanto por ciento. Es frecuente emplear la notacién de porcentajes
cuando se trata de tasas de interés, indicando que “la tasa es del tanto por ciento”. En
este caso, una tasa de interés 7 se expresa en porcentajes como una tasa del 1007 %. A
modo de ejemplos:

e una tasa de interés del 3% anual es lo mismo que una tasa de interés anual de
0,03; puesto que 3 = 100 - 0,03%.

e una tasa de interés del 0,125% mensual es una tasa del 12,5 mensual, ya que
0,125 - 100 = 12,5%.

e cnel Ejemplo 3.1 la tasa de interés es del 16,566% cada 30 dias, mientras que
en el Ejemplo 3.2 la tasa de interés por 5 afos es del 50 %.

3.3. El interés simple y el interés compuesto

Al realizar una compra en cuotas, al depositar dinero en el banco, al pedir un crédito,
y en cualquier operacién financiera que involucre el cobro de intereses, siempre se
enuncia una tasa de interés de la operacién. Esta tasa permite calcular el interés que se
cobrard en la operacién, si la duracién de la misma es una unidad de tiempo.

Ahora bien, si se quiere calcular el interés cobrado en un intervalo de tiempo arbi-
trario, no es suficiente con conocer la tasa. Es necesario conocer ademis la
férmula o tipo de interés que se aplica. Existen dos férmulas diferentes de calcu-
lar el interés en base a la tasa, que dan lugar a dos #ipos de interés: el interés simple
y el interés compuesto.

Cada una de estas férmulas indica cémo debe calcularse el interés sobre un capital ini-
cial C; después de un cierto tiempo 7. Por ejemplo, si se hace un depésito de $1.000 a
plazo fijo por 3 meses a interés compuesto, con una tasa de interés del 2% mensual, se
obtendrd un interés diferente a si se aplica un interés simple, atin con la misma tasa de
interés y por el mismo periodo.

Para cualquiera de las férmulas, es necesario conocer el capital inicial C;, el tiempo en
que se aplicard la tasa de interés y por supuesto, la tasa de interés 7.

3.3.1. Interés simple

En el caso del interés simple, se asume que en cada unidad de tiempo transcurrida se suma
una cantidad proporcional al capital inicial, siendo la constante de proporcionalidad la
misma tasa de interés. Asi, el interés simple luego de 7 unidades de tiempo estd dado por:



I=C;-nr

y el capital final obtenido es

CF=C[+]=C['(1+717)

En una operacién en la que se aplica el interés simple, el capital inicial se incrementa a
lo largo del tiempo de acuerdo a una progresion aritmética. Es decir, si el capital inicial

es C; y la tasa de interés por unidad de tiempo es 7, entonces en las sucesivas unidades
de tiempo el capital serd:

C],C]+7'C1,C1+27’C1,C]+37C[,C[+47'C],....

En la Figura 3.1 se ilustra el incremento del capitalen [~

. . 1150 1
los sucesivos meses. Se puede apreciar en la figura que
el crecimiento del capital sujeto a un tipo de interés
simple es lineal, es decir, que es posible unir con una 11207 {
linea o recta los puntos correspondientes a los sucesi-
vos capitales. _ 10%0 1 ?
g
o
g
1060 1
1030 1
1000 ¢
I meses 1I 2I 3 4 5
Interés simple

Figura 3.1

3.3.2. Interés compuesto

En el caso del interés compuesto, el interés obtenido en cada unidad de tiempo se
capitaliza, es decir, pasa a formar parte del capital; de manera que en el periodo

El interés
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Ejemplo 3.6
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siguiente el interés se calcula sobre el monto formado por el capital inicial y el inte-
rés obtenido hasta ese momento.

En el caso del Ejemplo 3.5, los intereses se capitalizan una vez al mes. Asi, para obte-
ner el monto al final del primer mes se debe calcular

1.000 + 1.000 - 0,03 = 1.000 - (1 + 0,03) = 1.030
al finalizar el segundo
1.030 - (1 + 0,03) = 1.000 - (1 + 0,03)> = 1.060,90
al finalizar el tercero
1.060,90 - (1 + 0,03) = 1.000 - (1 + 0,03)° = 1.092,727
y asi, sucesivamente. De este modo, los sucesivos montos mensuales son:
$1.000 $1.030 $1.060,90 §$1.092,727 $1.125,5088 $ 1.159,2741.

Como se puede observar, el monto obtenido al cabo de dos 0 mds unidades de tiempo,
calculado segtin el interés compuesto, es mayor que el obtenido segtin el interés simple.
En la Figura 3.2 se ha ilustrado esta situacién superponiendo los puntos correspondien-
tes al monto obtenido segin se aplique el
interés simple o el interés compuesto. Los
puntos superiores son los que corresponden al

1150
interes compuesto.

. , , 1120
Para el interés compuesto, la férmula general

para obtener el capital final, con una tasa de )

interés 7, luego de 7 unidades de tiempo (7 un g
ntimero natural) es ¢
1060 °
CF=C]'(1+7’)” °
de donde deducimos que el interés producido oo b '
estd dado por

meses 1 2 3 4 5
Interés simple y compuesto

[=Co—C=C-(1+9" —1)

En el caso del interés compuesto con una tasa de interés 7, los sucesivos montos obte-
nidos al final de cada periodo constituyen una progresién geométrica, siendo la razén
igual a (1 + 7).

Un capital de $4.000 es depositado a una tasa de interés compuesto del 5% mensual
durante dos meses. Esto significa que al cabo de dos meses, el capital final sera de
Cr=4.000 - (1,05 =4.000 - 1,1025 = $ 4.410 pesos y el interés ganado sera $ 410.



Importante: En la prictica es muy poco frecuente hablar de interés simple o de tasas
de interés simple. La razén es que el interés compuesto, a partir de la segunda unidad
de tiempo, produce un interés mayor. Por lo tanto, a lo largo de este texto asumiremos

que se aplica la férmula del interés compuesto, a menos que indiquemos lo contrario.

El grifico de la Figura 3.3 muestra el incremento de un
capital de $100 sometido a una tasa de interés mensual
del 20% para cada uno de los tipos de interés, simple y
compuesto. Puede apreciarse que la diferencia entre los
sucesivos capitales es cada vez mayor. Precisamente, el
crecimiento de un capital sometido a un tipo de interés
simple es /ineal, mientras que el interés compuesto pro-
duce un crecimiento de tipo exponencial.

(

3500 4

2000 4

500 4

100 4

int. compuesto

°
int. simple

o090 0°?°

0

Figura 3.3

3.3.3. Tasas de interés proporcionales y equivalentes

Las tasas de interés pueden expresarse en diferentes unidades de tiempo: mensuales, o
anuales, o cada 30 dias, etc. A la hora de efectuar una operacion financiera en la que es
posible optar por diferentes tasas, es importante saber distinguir cudl es la tasa mds con-
veniente. Si un individuo debe cobrar un interés, le interesard conocer cual es la tasa
que da mayor rendimiento, es decir, aquella que una misma unidad de tiempo produ-
ce un mayor interés. En cambio, si debe pagar un interés, optard por la tasa de menor
rendimiento. Sea cual fuera el caso, es importante saber comparar dos tasas de interés.

Dos tasas de interés expresadas en una misma unidad de tiempo pueden comparar-
se fdcilmente: una tasa de interés mensual del 20% es mayor que una tasa mensual

de 15%, y menor que una del 30 %.

El interés

Gréafico comparativo de interés simple y compuesto
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En cambio, si se tienen dos tasas de interés expresadas en diferentes unidades de
tiempo, la comparacién no es tan sencilla. Por ejemplo, no es del todo claro si una
tasa del 1% mensual produce menor, mayor o el mismo interés que una tasa del
12,5% anual, o si una tasa del 20% cada 30 dias es /o mismo que una tasa men-

sual del 20 %.

Ahora bien, ;cémo medir un mismo periodo de tiempo con dos unidades de tiempo
distintas? Por ejemplo, un periodo de un mes, ;cudntos dias tiene? Si bien en la vida
real hay meses de 30, 31, 28 y 29 dias, y también afios de 365 y de 366 dias, en mate-
mitica financiera se convienen otras relaciones y equivalencias entre las unidades de
tiempo afio, mes y dia. Asi, el @70 financiero es de 360 dias, y el mes financiero de 30
dias. Por lo tanto, a lo largo de este texto se asumirdn las siguientes relaciones, que por
otro lado son las mas frecuentes:

1 afo = 12 meses
360 dias
1 mes = 30 dfas

También se emplean, quizds con menor frecuencia, las unidades de tiempo derivadas
del mes: bimestre, trimestre, semestre y cuatrimestre. Las relaciones son:

1 afio = 6 bimestres = 4 trimestres = 3 cuatrimestres = 2 semestres

De acuerdo a esta convencién, cada ano tiene 12 meses, cada mes tiene 30 dias y los
afos son de 360 dias. En particular, esto dice que una tasa mensual » produce el mismo
interés en un mes que en 30 dias. En otras palabras, que una tasa mensual 7 es equiva-
lente a una tasa » cada 30 dfas.

Otro concepto que se utiliza frecuentemente es el de tasas proporcionales.

El siguiente ejemplo aclara esta definicién:

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



(Un afio de 365 dias). En ciertas ocasiones se utiliza la relacion
1 afio = 12 meses = 365 dias

Esto implica que cada mes tiene mas de 30 dias, mas precisamente, un mes equi-
vale a 365/12 = 30.41 dias, aproximadamente.

Por lo tanto una tasa mensual » no es proporcional a una tasa » cada 30 dias, ni
tampoco son equivalentes. Por ejemplo, una tasa del 5% cada 30 dias produce un
interés de $ 5 sobre un capital de $ 100 en 30 dias, y en consecuencia producira un
interés un poco mayor en 1 mes = 30,41 dias.

Si las tasas son proporcionales, entonces producen el mismo interés simple en un
mismo periodo de tiempo.

Una tasa del 20% mensual aplicado a un capital de $ 1.000, produce un interés sim-
ple de $ 600 al cabo de tres meses: 1.000 - 0,2 - 3 = 600.

A su vez, la tasa del 60% trimestral también produce $ 600 de interés al cabo de 3
meses, como lo muestra el calculo 1.000 - 0,6 - 1 = 600.

Sin embargo, si consideramos la formula de interés compuesto, el capital producido por
estas dos tasas no es el mismo a lo largo de tres meses. Sivolvemos al Ejemplo 3.7, vemos
que una tasa trimestral del 60% (proporcional a la tasa mensual del 20 %) producira un
capital final de $ 1.600, mientras que la tasa del 20% mensual produce un capital final de
$1.728. Esto significa que la tasa del 20% mensual produce un interés del 72,8% trimes-
tral. Por lo tanto, una tasa del 20% mensual es equivalente a una tasa del 72.8% trimestral.

Si se considera un capital de $ 1.000 sujeto a una tasa de interés del 2% mensual,
al cabo de un afio se tendra un capital igual a

$1.000 - (1,02)
por lo que el interés producido es
$1.000 - ((1,02)2- 1)
La tasa de interés anual es entonces
r=1(1,02)'2 — 1=0,2682%

Por lo tanto una tasa del 2% mensual es proporcional a una tasa del 24% anual, y
equivalente a una tasa del 26,82% anual.

El Ejemplo 3.11 es util para remarcar que, si bien un afio tiene 12 meses, la tasa equivalente anual
no se obtiene multiplicando por 12 a la tasa mensual cuando se trata de un interés compuesto.

Una tasa del 3% mensual es proporcional a una tasa del 36% anual. Para determi-
nar la tasa equivalente anual calculamos el interés producido por una unidad de
capital en un periodo de un afio. Esto es 7= (1,03)'> —1 = 0,42576, es decir que es
equivalente a una tasa del 42,576% anual.

Ejemplo 3.9

Ejemplo 3.10

Ejemplo 3.11

Ejemplo 3.12
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Existe una notacién usual para referirse a las tasas proporcionales y equivalentes de una
tasa de interés 7 determinada. La notacién es la siguiente:

Notacién: Si 7 es una tasa de interés asociada a una unidad de tiempo #, denotaremos
con 7™ a la tasa de interés proporcional asociada a 7 unidades de tiempo y 7, a la tasa
equivalente a 7 asociada a 7 unidades de tiempo. Las férmulas correspondientes son:

" =mer,rpm=0+r"-1

Si m = 1, entonces tenemos que # = 7y = 7.

3.3.4. Relacién entre 7 y 7,

En el Ejemplo 3.11 se puede observar que si 7 = 1 es la tasa mensual, entonces la tasa
proporcional anual 7#'? es menor que la tasa equivalente anual 7. Esto no es un hecho
casual. Puede demostrarse que la tasa equivalente a 7 periodos de tiempo (con 7 > 1)
es mayor que la tasa proporcional correspondiente.

La aclaracién 7 > 1 es importante, pues de lo contrario se da la relacién inversa.

Proposicion 3.1 Dada una tasa de interés , un entero s, siendo 7 > 1, y las correspondientes tasas
proporcional y equivalente #” e r,,, se verifica que

7(m) < V(m)
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3.3.5. Tasas de interés nominal, periédica o real y equivalente

Es frecuente que en las operaciones financieras se enuncia una tasa de interés, pero la
capitalizacién de intereses, o los pagos, se efectiian en periodos menores. Por ejemplo,
para un plazo fijo a tres meses se enuncia una tasa de interés del 6% anual. Esto signi-
fica que en realidad se aplica una tasa del 1,5% (es decir 6/4 %) trimestral, pero se
enuncia la tasa proporcional anual: 6 %. Esta tasa del 6% se denomina zasa nominal
anual, y se simboliza como T.N.A.

La tasa de interés equivalente anual se llama tasa equivalente anual'y se simboliza T.E.A.

Resumiendo, si se considera como unidad de tiempo la 72-ésima parte de un ano, y para
este periodo se aplica una tasa de interés 4, se llama tasa nominal anual a la tasa propor-
cional anual y tasa equivalente anual a la tasa equivalente anual:

TN.A. = i, TEA. = i,

Observemos que la T.N.A. sélo es una tasa enunciada, pero no indica nada sobre el ren-
dimiento a lo largo del ano.

3.4. El interés aplicado en fracciones de tiempo

Si se aplica una tasa de interés mensual 7 en un depésito de $ 1.000, entonces el
capital formado al cabo de 7 meses es $1.000 (1 + 7)”. Ahora bien, ;cudl es el capi-
tal al cabo de 1 mes y medio?, ;o al cabo de 20 dfas? La pregunta general es: ;cémo
se calcula el interés cuando el tiempo transcurrido no es un mualtiplo de la unidad
de tiempo considerado?

El interés
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Existen distintas opciones que se describen a continuacién.

Opcién 1 Capitalizacién mixta. Una posibilidad es aplicar el interés compuesto sobre las
primeras unidades de tiempo, y en la dltima fraccién de tiempo emplear un tipo de interés
simple. Por ejemplo, si un individuo deposita a una tasa del 3% mensual un capital de $ 500
durante 45 dias, entonces la forma de calcular el capital final es aplicar interés compuesto el
primer mes, e interés simple el medio mes restante. De este modo el capital final es:

0,3
Cr = $500(1,03) (1 + 2 ) =$ 522,725

Opcién 2 Interés compuesto. Una posibilidad es expresar el tiempo en la unidad de tiem-
po considerada, y aplicar la férmula de interés compuesto. En el caso del ejemplo anterior, dado
que 45 dias equivale a 1,5 meses (un mes y medio), entonces se calcula el capital final como:

Cr = $500(1,03)"° = $ 522,6679
Opcién 3 Una tercera opcién es considerar s6lo las primeras unidades de tiempo y no capi-
talizar en la dltima fraccién de tiempo. En el ejemplo equivale a capitalizar los intereses sélo
el primer mes y no aplicar la tasa de interés en el medio mes restante. Asi el capital final serd:

Cp =$500(1,03) = $ 515

La representacion grafica de estos casos es la

que se observa en la Figura 3.4. °
Opc.1 0 o
. . , °5°
De estas tres opciones, la que se utiliza mds 030
frecuentemente es la primera. Observemos © Opc2
000O0O0OO0OOO
que el monto es menor que en el segundo °

caso, lo cual favorece a quien debe pagar inte-
reses (en general, al banco).

capital

500 4

Ter mes medio mes

meses

3.5. Si la incégnita es el tiempo

Puede ocurrir que un individuo desee depositar una cierta cantidad de dinero C; en una
cuenta, a una determinada tasa de interés 7, y quiera saber cudnto tiempo debe deposi-
tarla para que su capital ascienda a Cy .



Para resolver esta situacién se debe despejar la incégnita 7 de la férmula del interés com-
puesto: Cr = C; (1 + 7). Dividiendo en primer lugar ambos miembros por C; :

i CF
Cr

la forma de despejar # es aplicando logaritmo en ambos miembros, cualquiera sea la
base del logaritmo:

(1+7)

log((l + 'r)t) = log(g—j)

Hemos utilizado las propiedades conocidas de la funcién logaritmo:

log(a - ) = log(a) +log(b), log(a/b) = log(a) —log(b), log(a") = rlog(a),
la f6rmula para obtener 7 es

. log(Cr) — log(Cr)
log(1+7)

En el caso del Ejemplo 3.16, se tiene que el tiempo en meses es

_ log(55.833)— 1og(38.000)
- log(1,0075)

= 51,4960076

es decir 51 meses y medio.

A continuacién, se presentan una serie de ejercicios en orden de dificultad creciente.

3.6. Ejercicios

Dada una tasa nominal de interés del 0,60 = 60% anual, calcular la T.E.A. si la capitalizacion es ‘ Ejercicio 3.1

a) mensual, b) bimestral.

Calcular la tasa nominal anual con capitalizacion trimestral, sabiendo que la tasa Ejercicio 3.2
de interés equivalente anual es del 15%. Calcular ademas la tasa periddica que
rige la capitalizacion.

Un capital de $1.000 es depositado en una cuenta, a una TN.A. del 1% con capitalizacion tri- Ejercicio 3.3
mestral. Calcular el capital que sera posible retirar al cabo de 225 dias (2 trimestres y medio).

El interés
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Ejercicio 3.4

Ejercicio 3.5

Ejercicio 3.6

Ejercicio 3.7

Ejercicio 3.8

Ejercicio 3.9

42

De una caja de ahorro en la que se aplica el interés simple, se sabe que hoy, 5
meses después de haberla abierto con un depdsito de $ 2.500 pueden retirarse
$2.550. ; Cuanto podria retirarse si se espera hasta el octavo mes? ;Cual es la tasa
de interés mensual simple que aplica dicha cuenta?

i Cual es el capital final correspondiente a un capital inicial de $ 20.000, coloca-
do a un interés del 15% anual, durante 2 aiios, si se capitaliza anualmente?

Calcular el interés obtenido sobre un depdsito de $ 59.500 colocados a una T.N.A.
del 10 %, durante 3 aios, con capitalizacion semestral.

Calcular el capital que debe depositarse a una T.N.A. del 10% con capitalizacion
trimestral, para que al cabo de 6 afios y medio el capital sea de $ 105.600.

Calcular el tanto por ciento mensual al que se debe colocar un capital de $ 5.000,
para que al cabo de 60 dias el monto sea de $ 5.304,50.

Calcular el tiempo que debe depositarse un capital de $ 1.000, colocado a interés
del 5% mensual, para transformarse en $ 3.386,46.

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



Capitulo 4
El Descuento

4.1. Introduccién

Existen documentos comerciales que implican promesas de pago futuro. Es decir,
manifiestan el compromiso de una persona a pagarle a otra una determinada cantidad
de dinero en un cierto plazo. Tal es el caso de los pagarés y las letras de cambio o giros
bancarios, de las cuales se hard referencia explicita en el Capitulo 5.

La cantidad de dinero que expresa el documento se denomina valor nominal, y el plazo
de pago es el vencimiento del documento. Si un individuo tiene en su poder un docu-
mento de un determinado valor nominal /V cuyo vencimiento se operard en un futuro,
y si lo quisiera transferir, vender o negociar antes de su vencimiento, seguramente no
podra hacerlo por el valor nominal /V, sino por uno inferior, simplemente porque NV
representa un valor futuro.

Por ejemplo, una persona posee un pagaré por $ 1.000 con vencimiento a 30 dias, pero
necesita efectivo para afrontar ciertos gastos. Quien acepte este pagaré a cambio de una can-
tidad £ de dinero, asume que estd prestando este efectivo a cambio de recibir $ 1.000 en 30
dias. Por lo tanto el efectivo £ serd seguramente menor que $ 1.000, dado que cualquier
préstamo supone interés. Asf, los $ 1.000 corresponderdn al préstamo E mds el interés.

La forma de calcular £ es a través de una actualizacién del capital de $ 1.000, asumien-
do una determinada tasa de interés. Se dice que se ha realizado un descuento sobre el
valor del documento.

4.2. Operacién de descuento

En una operacién financiera de descuento, existe un proceso de actualizacién de un
capital disponible en un futuro. Por lo general, se trata de documentos con vencimien-
to: cheques diferidos, bonos, certificados de deuda, pagarés, etc., que poseen un
determinado valor al momento de su vencimiento, pero que mientras tanto sélo son
promesas de pago futuro.

El descuento puede verse como una operacién financiera en la cual se presta una can-
tidad E, y al cabo de cierto tiempo # se devuelve el valor /V. La cantidad N — E es el
interés cobrado en la operacién y, por lo tanto, se tiene que el descuento y el interés,
como cantidades de dinero, son las mismas.
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Considérense las siguientes situaciones:
a) A le presta a B la suma de $ 80, a cambio de que B le devuelva al mes $ 100.

b) B posee un pagaré por $ 100 con vencimiento en un mes. 4 le canjea este
documento a B por $ 80.

El caso a) se considera una operacién en la que se cobra un interés por un préstamo, y el
caso b) se dice que es una operacién en la que se realiza un descuento. Sin embargo, en
ambos casos la operacién financiera, desde el punto de vista del flujo de dinero, es la
misma: A le entrega $ 80 a By recibe $ 100 al mes, es decir que ha cobrado $ 20 de inte-
rés. Por ello, no debe perderse de vista que toda operacién de descuento puede verse como
una operacién financiera en la que hay un capital inicial, un capital final y un interés.

La caracteristica de una operacién de descuento es que ésta se realiza sobre un documento que es
promesa de pago futuro. Debe notarse que, si bien el documento estd disponible al momento de
hacer la operacién, su valor nominal estard disponible mas adelante. Asimismo, aparentemente
el descuento se realiza al comienzo de la operacién, pero la realidad es que el valor que se des-
cuenta estard disponible al final de la operacién, en el momento en que el documento puede ser
cobrado. Asi, en el Ejemplo 4.1 b), hay un descuento de $ 20, sin embargo, estardn disponibles
para A al momento del vencimiento del pagaré y no al momento de hacer el descuento.

Algunos de los elementos intervinientes en una operacién de descuento son:

1. NV: Valor Nominal del documento sobre el cual se producird un descuento, es decir,
lo que valdré el documento al momento de su vencimiento. Este capital estard dis-
ponible en un tiempo 7 que es el tiempo de duracién de la operacién financiera.

2. E: Valor efectivo, o valor actual, o valor presente de dicho documento.

3. r: Tasa de interés que rige la operacién, bajo la cual se calcula el valor presen-
te del documento.

4. D: Descuento, cantidad descontada sobre este documento.

5. . Tiempo de duracién de la operacién.

La relacién entre estos elementos es

_
(1+7)

Dado que /V es un valor disponible en un futuro, se dice que E es el valor presente o
valor actual de N. Asimismo, el factor (1+T)t se dice factor de actualizacion, y (1 + r)" es
el factor de capitalizacion.

D=N-F N=E-(1+r) E=N.

1
Se utilizard también la notacién simplificada u = (1 +7) y v = =

1
1+r u



4.2.1. Tasa de descuento

Si bien en una operacién de descuento, el interés y el descuento se refieren a una misma
cantidad, no ocurre esto con la tasa de interés y la tasa de descuento.

La tasa de interés se calcula con respecto al capital inicial, es decir, con respecto al valor
efectivo del documento. En cambio, la tasa de descuento es con respecto al capital final
o valor nominal del documento.

Es decir, dado un documento con valor nominal 2V, la tasa de descuento es el descuen-
to que se realiza sobre dicho documento por unidad de capital en una unidad de
tiempo. Asi, si el vencimiento de /V es en una unidad de tiempo (¢ = 1), las férmulas
para el cdlculo de d y de la tasa de interés 7 son:

,_N-B_D _N-E D
Y A A " E

A su vez, usando que V= Eu 'y que E = N _, se obtienen las siguientes relaciones entre
ry d:

d_D_D_Dl_r_
_N_Eu_Eu_u_yr
N — Nv
= =l=pw

Asi, d es en términos de 7:

En particular, como u > 1, se deduce que la -

Capital
tasa de descuento es menor que la tasa de
interés: d < 7.

N=E (1+r)
2 . 0 N @ @

El gréfico 4.1 ilustra la operacién de descuen-
to tomando como unidad de tiempo la Capitalizacion D=N-E
duracién de la misma. Actualizacion

0
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4.3. El descuento compuesto

Dada una tasa de descuento, el valor efectivo obtenido por un documento depende del
tipo de descuento aplicado. El més frecuente es el tipo de descuento compuesto, que de
manera andloga al interés compuesto, se aplica sucesivamente en cada periodo de tiem-
po. Asi, dada una tasa de descuento d, un documento con valor nominal N y
vencimiento en 7 periodos de tiempo, los sucesivos valores descontados serdn:

N, N(1-d), N1-d? ... Nd1-d"

siendo V(1 — d)" el valor efectivo obtenido por el documento.

4.3.1. Tasa nominal de descuento

De manera andloga a la definicién de Tasa Nominal Anual de Interés, se define tam-
bién la Tasa Nominal Anual de Descuento (TNAD). Dada una tasa de descuento d, se
define la tasa nominal anual a la tasa proporcional anual:

Tasa Nominal Anual de Descuento = d™ = md

donde 2 es el nimero de veces en que la unidad de tiempo, a la cual se refiere d, estd
contenida en el afno.

Lo usual es que se enuncie la tasa nominal de descuento, y se calcule la tasa real de des-
cuento mediante la férmula:

(m)
g
m

Dada la tasa real de descuento, el valor efectivo obtenido por un documento de valor
nominal Ny vencimiento # se calcula como:

E=N(1-d)

y en consecuencia el descuento es D = N (1 — (1 — d)").
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En este caso, tenemos que la unidad de tiempo de la operacién de descuento es de 60 dias,
y el periodo de la operac10n es de 45 dfas. Asi, m = 6, TNAD= d© = 0,24, y la tasa real
de descuento es d =" = 0,04. El plazo de la operacién expresado en esta unidad de tiempo
es t = 45/60 = 0,75. Por lo tanto, el valor efectivo obtenido por el descuento al cheque es:

E = 90.000 (1 —0,24)""

)0,75

= 90.000 (0,76)*" = 73.257,6029

El descuento efectuado sobre el cheque es de $ 16.742,3971

Una institucion enuncia una tasa nominal de descuento del 60% anual con capitaliza-
cion semestral. Si se descuenta en dicha institucion un pagaré de $ 1.000, 6 meses
antes de su vencimiento, ;Cual es el valor efectivo obtenido en dicha operacion?

Solucién. Dado que el plazo de la operacién es de 6 meses, la tasa de descuento a apli-
caresd = 0,6 /2 = 0,3 semestral. El descuento es:

D =$ 1.000 x 0,30 = $ 300
y por lo tanto el valor efectivo es £= N — D = $ 700

La tasa de interés de la operacién se calcula en relacién al valor efectivo, es decir:

300
= 700 0,4286 semestral
que también se puede calcular a partir de d por la férmula 7 = -4

Asi, se cumple que £= $ 1.000 (1 + 0,4286)" = 700.

4.3.2. Tasas de descuento equivalentes

Dos tasas de descuento se dicen equivalentes si producen un mismo descuento sobre un
mismo capital en una misma unidad de tiempo.

El simbolo d,, denotard la tasa de descuento equivalente a d, asociada a 72 unidades de
tiempo a las que corresponde d. Por ejemplo, si d es una tasa de descuento mensual,
entonces d;,) es la tasa de descuento equivalente anual.

La relacién entre la tasa de descuento d y su equivalente d,, estd dada por:

dmy=1—(1—-d)™

En un banco se ha efectuado el descuento de un documento de $4.000, 30 dias antes de
su vencimiento, siendo la tasa nominal anual de descuento de 1,8% con capitalizacion
mensual. Calcular: el valor efectivo, la tasa de descuento, la tasa de interés de la opera-
cion, la tasa de interés equivalente anual y la tasa de descuento equivalente anual.

Ejemplo 4.4

Ejemplo 4.5

47



Ejemplo 4.6

48

Solucién: Puesto que el mes financiero es de 30 dias, se tiene que 72 = 12 y la tasa
nominal es d'? = 1,8% anual. El valor nominal del documento es V= $ 4.000. La tasa
de descuento aplicada es:

L 1%

= 0,15% para 30 dfas.

12 12
La tasa de interés de la operacién es:
d  0,0015

T

=14 0,985 = 0,001502 = 0,1502% para 30 dfas.

El valor efectivo es £= N (1 — d) = $ 4.000 x 0,9985 = $ 3.994

La tasa de interés equivalente anual y la tasa de descuento equivalente anual estin dadas por:

raz = (14+7)? —1=(1,001502)"* — 1 =1,81%

daz =1—(1—d)"* =1,78%.
T(lg) . 0,0181

= =0,0178 = 1,78
14 T'(12) 1,0181 ’ ’ %

También puede aplicarse la férmula d12) =

4.4. Otros tipos de descuento

Existen otros métodos para calcular el descuento sobre un documento. En particular,
analizaremos los siguientes:

e ¢l descuento simple comercial, y

e ¢l descuento racional o matemaitico.

4.4.1. El descuento simple comercial

Consiste en descontar del documento una cantidad proporcional al tiempo que falta
para su vencimiento. La constante de proporcionalidad es la tasa de descuento corres-
pondiente. Asi, dada una tasa de descuento d, el valor efectivo de un documento con
valor nominal NV se calcula como

E=N((1-dt)
donde 7 es el tiempo que falta para el vencimiento del documento.

El valor efectivo de una letra de cambio de $ 1.000 de valor nominal, descontado por una
entidad financiera que aplica un descuento simple del 10% anual esta dado por:

E=1.000(1—0,1t)



La desventaja de este tipo de descuento es que para valores de # mayores que d—' el des-
cuento es mayor que el valor nominal /V. En otras palabras, al negociar el documento
no se obtendria dinero a cambio sino que habria que pagar por él.

En el Ejemplo 4.6, si el documento se descuenta 10 afos antes (# = 10) se obtiene un
valor efectivo nulo, £ = 0, y por mds de 10 anos el valor efectivo es negativo.

Solucién. Lo que recibe el titular es el valor efectivo del documento luego de aplicarse
el descuento. La unidad de tiempo es el ano, por lo que el plazo de la operacién es
¢ =180/360 =0,5. Dado que se aplica un tipo de descuento simple comercial, este valor es

E =100.000- (1 —0,15-0,5) = $ 92. 500

por lo que el descuento efectuado sobre el valor nominal es de $ 7.500.

4.4.2. Descuento simple racional

Este tipo de descuento evita la situacién de tener un valor efectivo negativo. El valor efectivo
E sobre un valor nominal /V con vencimiento # para una tasa de descuento d estd dada por:

N
E_1+ﬁ

De esta manera se tiene que N = E /(1 + di), es decir que el valor de £ se calcula como
el capital que debe depositarse durante un tiempo 7 a una tasa de interés simple d para
que su valor final sea V.

El valor efectivo E se obtiene del cociente entre el valor nominal del documento y una
expresién positiva: 1 + dz. Por lo tanto, £ no puede ser nulo ni negativo.

Ademis, de la férmula de diferencias de cuadrados:

El descuento 49



Ejercicio 4.1

Ejercicio 4.2

50

(1+dt) (1 —dt) =1 — (dt)?

. Por lo tanto,

1
Y, observando que 1 — (d5)* < 1y 1 +dt> 0, se sigue que 1 — dt < T d
N
>N-(1-dt
1+dt — ( )

Esto implica que el valor efectivo que se obtiene segtin el descuento racional es siempre
mayor que en el descuento simple.

Asimismo, se puede calcular que el valor efectivo que se obtiene al tiempo 7 = 1/d antes
del vencimiento es

Esto es, el valor efectivo es la mitad del
valor nominal, mientras que para el des-
cuento simple comercial el descuento es
por todo el documento.

El grafico 4.2 ilustra la comparacién, para soha
una misma tasa de descuento d, entre el desc. racional

valor efectivo que se obtiene segtn el des-

cuento simple comercial y el descuento desc. compuesto
racional o matemidtico. desc. simple

Walor Nominal

uuuuuuuuuuuuuuuuuuu

m
0 4 8 12 tiempo

Grafico 4.2

4.5. Ejercicios

Una letra de cambio esta firmada por $ 2.730 con vencimiento para el 22 de octubre.
El tenedor de la misma desea hacerla efectiva el 4 de septiembre del mismo afio y
acude a un banco que le cobra una tasa mensual de descuento del 2 %. Determinar
el valor descontado que recibira por la letra de cambio y el descuento que le hace
el banco suponiendo: a) Descuento racional b) Descuento comercial.

Se realiza el descuento de un documento cuyo valor nominal es de $ 10.752,16.
Sabiendo que el documento vence dentro de 90 dias y la tasa nominal anual de
descuento es del 27%, calcular:

1. el valor efectivo a cobrar,
2. la tasa de interés equivalente anual y la tasa de descuento anual.

3. ;Cual deberia haber sido el valor nominal de descuento, para obtener el
mismo valor efectivo con una tasa nominal anual del 23%?

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



Un documento tiene un valor efectivo de $ 890 si se lo descuenta 78 dias antes de Ejercicio 4.3
su vencimiento a una tasa del 8,1% trimestral simple. Calcular cual es el valor
nominal para ambos tipos de descuento: comercial y racional.

Si se aplica descuento racional a un cheque diferido 8 meses antes del venci- Ejercicio 4.4
miento, se debera descontar una sexta parte del valor nominal del mismo.
Determinar la tasa anual de descuento.
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Capitulo 5
Operaciones financieras

5.1. Introduccién

En este capitulo describiremos ciertas operaciones financieras bdsicas, algunas de las
cuales ya hemos mencionado en los ejemplos y ejercicios anteriores.
Fundamentalmente, consideraremos aquellas operaciones financieras en las cuales la
tasa de interés estd preestablecida, y por lo tanto se puede conocer su rendimiento
financiero. Este tipo de operaciones se denomina sin riesgo.

Las operaciones con riesgo son aquellas cuyo rendimiento tiene una componente
de azar o aleatoriedad. Un ejemplo, es la inversion en acciones de una determina-
da empresa. Como veremos mds adelante, una accién es la posesién de una
pequena parte de la empresa: si la empresa prospera, la accién aumenta su valor,
pero si la empresa quiebra, la accién pierde todo su valor. Otros ejemplos de ope-
raciones con riesgo son la inversién en contratos forwards, futuros, opciones, etc.,
todas estas derivadas de la inversién en acciones.

Ahora bien, si existe la posibilidad de perder dinero, ;por qué alguien preferi-
ria invertir en una operacién riesgosa? Principalmente, porque en general estas
opciones otorgan mayores beneficios o ganancias que un simple depédsito ban-
cario, por supuesto, siempre que el inversor sea hdbil y buen conocedor del
mercado bursdtil.

5.2. Formas de pago

Siempre que se realiza una operacién financiera hay dinero involucrado. Ahora bien, no
siempre este dinero se paga con billetes 0 monedas. Existen otras formas de pagar: con
cheque, con tarjeta de crédito, con tarjeta de débito, con tarjetas de compra, etc. En
esta seccién definiremos algunas de estas formas de pago.

5.2.1. El cheque

Un cheque es un documento comercial. Consiste en una orden de pago librada contra
un Banco en el cual el librador tiene fondos depositados a su orden en cuenta corrien-
te 0 autorizacion para girar en descubierto (ver Depésito en cuenta corriente). En este
documento deben constar diferentes datos y leyendas:

53



54

1. la denominacién cheque inserta en su texto;

2. el niimero de orden impreso en el cuerpo del cheque y talén;

3. ¢l lugary fecha de emision;

4. nombre y domicilio del banco;

5. expresion de si es a la orden, al portador o a favor de determinada persona;

6. la cantidad librada escrita en niimeros y letras, especificando el tipo de moneda;

7. la firma del librador.

Ahora bien, ;quién puede cobrar un cheque en el banco? Esto depende del tipo de che-
que, y segin esto se clasifican de la siguiente manera:

Cheque al portador: significa que el banco pagard el importe del mismo a cualquier
persona que lo presente al cobro. Asi es que si alguien pierde o le roban un cheque al
portador, debe realizar de inmediato la denuncia para que el banco retenga el cheque y
no lo pague a cualquier persona.

Cheque a favor de determinada persona o “a la orden”: en este caso, el librador con-
signa el nombre del beneficiario seguido o no de “a su orden”. Esto significa que s6lo
éste beneficiario podrd cobrar el cheque, o bien puede transmitirlo a un tercero por
medio de un endoso. El banco lo pagard verificando previamente la autenticidad de la
firma del librador y la del dltimo endosante.

Cheque a favor de determinada persona, “no a la orden”: aqui el banco paga a la per-
sona cuyo nombre figure en el documento o cheque, o también puede ser depositado en
la cuenta bancaria del beneficiario, pero no son transmisibles de persona a persona.

Cheque cruzado en general: son los cheques que llevan trazadas dos lineas paralelas
transversales a su texto, entre las lineas puede consignarse “no negociable”. Puede ser
transferido de una persona a otra por via del endoso, pero no puede cobrarse en la ven-
tanilla de un banco, sino que tiene que ser depositado en cuenta. Si desea cobrarlo
deberd endosarlo y depositarlo en su cuenta bancaria, luego librar un cheque de su pro-
pia firma pudiendo cobrar el efectivo transcurridas 24, 48 6 72 horas.

Cheque cruzado en especial: tiene las mismas caracteristicas del anterior, pero
entrelineas transversales el nombre de un determinado banco, sélo puede ser
cobrado en ese banco.

Cheque conformado: el banco contra el cual se ha girado deja una constancia en el
mismo cheque, asegurando que el librador posee fondos en su cuenta. Se emplean
cuando se hacen determinadas transacciones, tienen por objeto garantizar la existencia
de fondos ante quien ha de recibirlos.



Cheque del viajero: son los cheques que expiden los bancos a su propio cargo, siendo
pagaderos en el mismo Banco, en sus sucursales o en otros que actiian como sucursa-
les. Son utilizados por las personas que viajan y no desean llevar consigo grandes
cantidades de dinero.

Cheque diferido: son 6rdenes de pago libradas a una fecha determinada, posterior a la
fecha de su libramiento. A la fecha de vencimiento, el librador debe tener fondos suficien-
tes depositados a su orden en cuenta corriente o autorizacién para girar en descubierto. El
plazo médximo admitido para la emisién de un cheque de esta naturaleza es de 360 dias.

Estos cheques son importantes para los que inician un pequefio o mediano emprendi-
miento y requieren de dinero anticipado. De esta manera, pueden adquirir el
equipamiento necesario para poner en marcha la empresa, y pagar més adelante cuan-
do haya comenzado la produccién.

Por otra parte, los cheques diferidos son negociables. Esto significa que cotizan en el
mercado, por lo cual se constituyen en documentos que pueden venderse y comprarse,
de manera similar que los bonos de deuda, las acciones, y otros valores de riesgo.

5.2.2. Pagarés, giros y letras de cambio

Asi como el cheque diferido es una orden de pago para una fecha posterior a la emisién del
documento, existen otras formas de pago diferido: el pagaré y el giro o letra de cambio.

Pagaré: es un documento que registra la promesa incondicional de pago por parte del
emisor o suscriptor, respecto a una determinada suma, con o sin intereses y en un plazo
estipulado en el documento a favor del beneficiario o tenedor.

Letra de cambio: es un documento que expresa una promesa de pago de una suma

determinada a un tercero, al vencimiento y en el lugar estipulado en el documento. Las
partes que intervienen en una letra de cambio son:

e librador: es quien ordena el pago.
e librado o fiado: es quien debe pagar. Usualmente es una entidad bancaria.

o beneficiario o tenedor: es quien recibird el pago de la suma.

5.2.3. Dinero electrénico

Llamamos dinero electrénico a la forma de pago mediante tarjetas. Principalmente se utili-
zan tres formas de pago con tarjeta: tarjeta de débito, tarjeta de crédito y tarjeta de compra.

Tarjeta de crédito: Este tipo de tarjeta posibilita diferir el pago de las compras efectua-
das; comprar en cuotas con base en un plan de pagos predeterminado, o realizar un
pago minimo sobre consumos efectuados y financiar el saldo restante. De esta manera,
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es posible efectuar una compra sin tener al momento los fondos para pagarlos, pero
teniendo la certeza que se los tendrd en un futuro para poder saldar la deuda contraida
a través de la tarjeta.

Generalmente, la tarjeta de crédito estd asociada a una cuenta bancaria, pero también
existen otras entidades que ofrecen tarjetas de crédito.

Tarjeta de débito: : las tarjetas de débito sélo pueden utilizarse si el titular tiene fondos
disponibles en su cuenta bancaria. Es importante porque el usuario no necesita de llevar
consigo du dinero. Actualmente, la mayorfa de las empresas privadas y estatales pagan los
sueldos a sus empleados a través de acreditaciones en cuentas sueldo, que tienen asociadas
una tarjeta de débito. Estas tarjetas, que son intransferibles, pueden utilizarse también para
extraer dinero a través de los cajeros automdticos, siempre que no supere el tope diario para
el monto a extraer o a pagar que impone la entidad bancaria. El usuario, para poder utili-
zarla, posee una clave numérica secreta. Ante la pérdida de la tarjeta, el titular debe efectuar
su denuncia para que la misma sea bloqueada y no pueda ser usada por terceros.

Tarjetas de compra: es habitual que grandes negocios (tiendas o supermercados) emi-
tan tarjetas de compras para que las utilicen sus clientes habituales para realizar sus
compras. Son similares a una tarjeta de crédito, sélo que inicamente pueden utilizarse
en el local que las emite.

Otra diferencia es que todos los consumos realizados sobre la tarjeta se pagan al vencimien-
to de la misma, y no hay financiamiento. Es frecuente que estos locales comerciales
beneficien al usuario de la tarjeta con determinados descuentos por el uso de la misma.

5.3. Operaciones de depésito

Un tipo de operacién financiera es el depdsito de dinero en un banco u otra entidad
financiera. Todo depésito es un préstamo a la entidad que resguardard el dinero, y
esta entidad utilizard este depésito para realizar otras inversiones: préstamos, inver-
siones en bolsa, entre otras. Si el depositante requiere tener disponibilidad
inmediata de dinero, el banco podrd hacer menores inversiones y en consecuencia
ofrecerd una menor tasa de interés. Si, en cambio, permite que el banco disponga
del dinero por mayor tiempo, éste tendrd un abanico mayor de posibilidades de
inversién y en consecuencia otorgard mayor interés.

Por lo tanto, por regla general: a mayor tasa de interés, menor posibilidad de disponer
del dinero en forma inmediata.

5.3.1. Depésito en caja de ahorro

Este tipo de depésito puede estar constituido en pesos, ddlares estadounidenses o, si
existiera autorizacién del Banco Central, otras monedas extranjeras. La idea de este tipo
de depésito es que el banco custodie y resguarde el dinero, y que ademis la entidad
reconozca alguna retribucién por confiar este dinero en concepto de interés.



Es asi que la primera y principal obligacién del banco es la de asumir la custodia de los
fondos depositados por el cliente, en una cuenta a su nombre, con el compromiso de
mantener ese dinero a disposicién del depositante para que realice las extracciones gra-
duales o totales que considere necesarias. Finalmente, el banco abonard un interés que
debe ser acordado con el cliente.

5.3.2. Depésito en cuenta corriente

Bésicamente una cuenta corriente funciona como una cuenta de depdsito, es decir, se
alimenta del dinero que ingresa en la misma. La caracteristica que lo distingue es que
presta un servicio de caja, es decir, se utiliza para el titular pueda, a través de ella, reali-
zar pagos a terceros. Los depdsitos en cuenta corriente generan menor interés que una
caja de ahorro, o en algunos casos pueden no pagar interés.

La cuenta corriente estd asociada al uso de cheques. Un cheque es una orden de
pago emitida contra el banco en el cual el librador tiene una cuenta corriente. Asf,
el titular de la cuenta emite o libra un cheque contra el banco, a favor de un ter-
cero, y el banco paga contra el dinero depositado. Esto implica que el
cuentacorrentista debe proveer la cantidad de fondos necesarios para cubrir los
pagos a cheques.

Ahora bien, puede ocurrir que no existan fondos en la cuenta suficientes para hacer
frente al pago de los cheques. En ese caso se presentan dos alternativas:

e que el banco rechace los cheques por no existir fondos suficientes en cuenta,
lo que suele decirse un cheque sin fondos, o;

e que el banco celebre con su cliente un contrato de crédito, denominado habi-
tualmente giro en descubierto, pues el cuentacorrentista giza o emite cheques sin
tener el dinero depositado en la cuenta. En este caso el banco afronta el pago
de los cheques emitidos por el titular, produciéndose al mismo tiempo una
deuda que generard intereses a favor de la entidad.

5.3.3. Depésito a plazo fijo

En este tipo de depésito, el cliente entrega o deposita en la entidad bancaria una
determinada suma financiera por un término de tiempo o plazo preestablecido. Al
igual que en las cajas de ahorro, el banco asume la guarda de los fondos pero ade-
mds, el banco usa esos fondos y los presta a terceros por el cual percibe un interés,
o bien realiza otro tipo de inversiones. Es por esto que la entidad reconoce al depo-
sitante una remuneracién o un precio por el uso de su dinero; esto es el interés,
técnicamente conocido como fasa pasiva porque es el que el banco paga. La diferen-
cia esencial con los depésitos en caja de ahorro, es que el depositante podrd disponer
libremente de los fondos sélo al producirse el vencimiento del lapso acordado. Una
vez vencido el plazo, el cliente puede retirar totalmente los fondos, o bien renovar
el depésito parcialmente o en su totalidad.
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Ejercicio 5.1

Ejercicio 5.2

5.4. Préstamos

Un préstamo bancario es una operacién por la cual el banco otorga dinero a un clien-
te, y cuya devolucién se pacta para un determinado plazo, tasa de interés, y
frecuentemente con una financiacién en cuotas.

Si el préstamo de dinero es importante, la entidad bancaria solicita una garantia de
pago: un inmueble, un auto, una maquinaria para el agro, titulos de propiedad, etc.
Segtin este tipo de garantia, los préstamos se denominan hipotecarios o prendarios.

Si el préstamo de dinero no es por un monto importante, se suele hacer un prészamo
personal, también llamado crédito a sola firma. Esto no significa que no se exija ningu-
na garantia, ya que el crédito siempre se respalda sobre el patrimonio del deudor o de
algin aval o garante.

5.4.1. Leasing

El Leasing es un contrato por el cual una persona entrega a otra un determinado bien,
a cambio de un pago periddico y por un cierto plazo, al cabo del cual el beneficiario
puede restituir el bien o adquirirlo.

De esta manera, el locatario puede adquirir este bien pagando una renta periédica a
modo de alquiler, y al final del contrato puede optar por:

e adquirir el bien, (opcién de compra);
e suscribir un nuevo contrato de Leasing sobre el mismo bien, o;

e restituir el bien al dador.

El contrato de Leasing es muy importante para las empresas pequefias o medianas, que
no cuenten con suficientes recursos para autofinanciarse en su actividad, o que quieran
renovar su equipamiento tecnoldgico.

5.5. Ejercicios

La figura 5.1 muestra un modelo de cheque con pago diferido, frente y dorso.
Identificar los distintos elementos del mismo.

Un empresario posee una cuenta corriente en el Banco CORDO BANK, y emite un
cheque para pagarle $2.500,58 a Venancio Enriquez en concepto de honorarios. El
cheque tiene fecha del 2 de junio de 2009. ;Como deberia completar un cheque
como el de la figura 5.2?

Todo lo que usted quiere saber sobre matematica financiera, pero no se anima a preguntar



CHEQUE DE PAGO DIFERIDO - CPD §

s“Banco LATECHADE PRSI 3 PLAE SLPERAR 8 PLATO B DAL $ 1.256,7/

SuBanco
SHURETS D pacO: e oo Lo 12340000 Capan P
00000000 ol
S 00000000 JVVTGRTG
Buenos hires 3/ de _smae  ge 2007
£1_26 4 __roviemive do 2007 cunimses: Marie Susare del Velle

1a cantidad de pesos: _un ewl dloscrertos cinanerte y sers con 7l ioo.

Cuenta Coriente 000-0000-0000-00/00 »
JUAN CARLOS GONZALEZ 20000000005
THAMES 0000 - 1234 ACASSUSS0 (%4

7

[[:[alafa}alal:

AN oelle
Maria Susana del Valle
DNI 00 000 D00
Medrane 1200 Cap. Fed.

CHEQUE SERIE A: N 01234567

DATOS DE LA SUCURSAL BANCARIA
CORDOBA __DE
PAGUESE A

LA CANTIDAD DE PESOS

DATOS DEL TITULAR DE LA CUENTA

La figura 5.3 ilustra un comprobante de pago con una tarjeta de débito. ; Qué datos
puede identificar en el mismo?

02/05/09 10:12:42
MAESTRO

TIENDA S.A

CALLEA 1234
CORDOBA

30-0000000-9

datos de la transaccion

IMP. TOTAL $156.86
CA.S
FACTURA: 0000-00000000

Operaciones financieras

Figura 5.1

Frente y dorso
de un cheque
de pago diferido

Figura 5.2

Ejercicio 5.3

Figura 5.3

Comprobante
de tarjeta de
débito
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Ejercicio 5.4 La figura 5.4 ilustra el frente y dorso de una tarjeta de débito. ;Qué datos puede
identificar en el mismo?

Figura 5.4

Vilida desa

Tarjeta de

débito

60 Todo lo que usted quiere saber sobre matematica financiera, pero no se anima a preguntar



Capitulo 6

Capitalizacion y
actualizacidon

6.1. Introduccién

En una operacién financiera con capital inicial y final C;y Cy respectivamente, se llama
capitalizacidn al proceso para obtener el capital final a partir del inicial, y actualizacion
al proceso de obtener el capital inicial a partir del capital final.

En una operacién financiera simple existe un capital inicial C;y un capital final Cj relaciona-
dos por una tasa de interés ¢ y un tiempo de duracién de la operacién ¢. Dado que asumiremos
un tipo de interés compuesto, tenemos la siguiente relacion entre estos elementos:

t
1
Cr=Cr(1+4 Z)t o equivalentemente C; = CF (1 i
i
Estas ecuaciones permiten obtener el valor del capital interviniente, al final y al princi-
pio de la operacién; es decir que cada una de estas férmulas muestra el proceso de
capitalizacién y de actualizacién, respectivamente para una operacion financiera simple.

Fijada una tasa de interés r, los simbolos u y r denotardn u = (1 + 7) y v = 117 . Si
el plazo de la operacién es por un periodo ¢, se llama factor de capitalizacién al
factor u' y factor de actualizacién a v’. Las relaciones anteriores se pueden descri-
bir entonces como

CF:C]Ut y C]: CFVt.

El Sr. Antonio Sanchez realizé un depdsito en caja de ahorro, a una tasa de interés
mensual del 4 %. Al cabo de medio afio habia en su cuenta $ 27.800,00 ;Cuénto
dinero habia depositado el Sr. Sanchez?

En este caso se desconoce el capital inicial C;. La tasa de interés mensual es 0,04
y la duracién de la operacién en meses es ¢t = 6. El factor de actualizacién es

<11)4>6 =0,9615° =0,7901, y por lo tanto el capital inicial es:

)

C;=$27.800,00 x 0,7901 = $ 21.964,78

En general, las operaciones financieras suelen ser mds complejas e involucran diferen-
tes tasas de interés en distintas unidades de tiempo, o bien no se cuenta sélo con un
capital inicial sino que el capital final se forma a partir de una sucesién de pagos o depé-

Ejemplo 6.1
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sitos efectuados en distintos momentos. Ejemplos de esta situacion son los pagos de
hipotecas, pagos de intereses sobre bonos de deuda, las primas de seguros, etc.

Una sucesion de pagos realizados a intervalos preestablecidos de tiempo, se denomina
una renta o anualidad. Si el periodo de tiempo durante el cual se realizan estos pagos
estd preestablecido, se dice que es una renta cierta, y si es indeterminado, por ejemplo,
durante la vida de una persona, la renta se dice perpetua. Cada uno de los pagos se deno-
mina cuota, y el tiempo de duracién de la operacién es el término o plazo de la misma.

Asi como en una operacién financiera simple interesa conocer tanto el capital final
como el capital inicial, lo mismo ocurre con el caso de las anualidades ciertas. En cier-
tos casos, estas rentas tienen como objetivo acumular un monto de dinero determinado
al cabo de cierto tiempo vy, por lo tanto, se necesitan herramientas matemadticas para cal-
cular el valor final de una renta en términos de una tasa de interés, del niimero de
cuotas y del monto de las mismas. En otras ocasiones una renta se utiliza para saldar
una deuda en cuotas y, por lo tanto, es necesario saber calcular el valor actual de la renta
en términos de los elementos que la conforman.

Para el caso particular de las rentas perpetuas, su objetivo suele ser el de amortizar el
gasto en una determinada inversidon, como es el caso de las empresas de peaje de rutas
o puentes. Asi es que estas empresas imponen un costo de peaje de modo de obtener
un ingreso periédico de dinero, y que la renta asi conformada salde, como minimo, el
gasto inicial de la inversién.

En la prictica no existen rentas que se extiendan indefinidamente en el tiempo, pero al
desconocerse el término de las mismas se asumen de duracién infinita. Es claro enton-
ces que, para el caso de las rentas perpetuas, no es un objetivo conocer el valor
acumulado de la misma. Mds atin, matemdticamente serfa imposible calcularlo a prio-
ri debido a que se desconoce el momento final de las mismas.

6.2. Rentas o anualidades

Toda renta es un conjunto de cuotas que se

r-0,05 r=0,12

o suceden unas a otras en el tiempo. Se convie-

$500  $500 $200  $100 ne denotar con ¢ = 0 al momento inicial de la

I I I I I renta. Este instante puede coincidir con el

0 2 3 5 6 meses pago de la primera cuota o puede ser anterior.
RENTA CIERTA

12003 Para representar graficamente una renta, se

suele trazar una recta que representa la
/\ linea de tiempo, se marca el origen de la

renta, los momentos de las cuotas y el

$200  $200  $200  $200 $200
I I I mEREEEEEEEEE —+—t monto de las mismas. Si la renta es perpe-
n . .. 7
0 ! 2 > wimewes | tua o se desea omitir un periodo de
RENTA PERPETUA

tiempo, se interrumpe con una linea dis-
continua. La Figura 6.1 representa dos
casos particulares de rentas: una renta cier-

Renta cierta y renta perpetua



ta de cuatro cuotas pagaderas en los meses 2, 3, 5 y 6, cuyos montos son respec-
tivamente $ 500, $ 500, $ 200 y $ 100, y una renta perpetua con cuotas
trimestrales de $ 200. En el caso de la renta cierta, se asume una tasa de interés
del 5% hasta el tercer mes de iniciada la operacién y luego la tasa cambia al 12 %,
mientras que la renta perpetua estd sujeta a una tasa del 3 %.

En esta definicién se menciona la suma de valores actuales de cuotas de una renta per-
petua, esto es, de infinitas cuotas. Si bien pareciera no tener sentido, es posible darle
una explicacién matemdtica a esta situacion y se hard referencia a esto mds adelante.

Segtin esta suposicion, las anualidades pueden clasificarse de acuerdo a distintas carac-
teristicas. Algunas de ellas son:

N :

e segun los intereses que devengan: rentas sujetas a interés . Los conceptos de cuota anti-
simple o a interés compuesto, aunque usualmente se aplica el 152080 GLEE] TR 2 EOL, ST 60
L ’ quiere, un tanto subjetivos y estan
Interes compuesto; asociados a los momentos que se
consideren inicio y final de la opera-

e segiin los momentos de pago: cuotas anticipadas si se cion financiera. Por ejemplo, si un
pagan al comienzo de cada periodo, o cuotas vencidas si se individuo paga 3 cuotas los dias 15
pagan al final: de fehrgro, 15 de marzo y 15 de abril

> respectivamente, no puede saberse

a priori si son cuotas vencidas o

e segun el importe de la cuota: constantes, si todas las cuo- anticipadas. Ahora bien, si estas
tas son iguales, o variables en caso contrario. cuotas pertenecen a un plan de

\ @  pagos por una compra realizada el
7 15 de enero, puede interpretarse

como una renta de cuotas vencidas,
pues los pagos son “a fin de mes”.
Pero, si el individuo ha realizado
estos aportes con el objetivo de acu-
mular un determinado capital al 15
de mayo se considera una renta de
cuotas anticipadas. Ver Figura 6.2.
Para cualquier dia del afio, el valor
de la renta sera unico, independien-

temente de que las rentas se
Cuotas anticipadas y cuotas vencidas para una misma renta consideren vencidas o anticipadas.

\ Figura 6.2
I —

A continuacién se estudiard cémo calcular el valor obtenido por la capitalizacién y la
actualizacién de anualidades ciertas. En un principio, y para que la introduccién al
tema no resulte complicada, se asumird que las cuotas se pagan equiespaciadamente en
el tiempo y se tomard como unidad de tiempo al lapso entre dos cuotas. Por ejemplo,
si las cuotas son mensuales, la unidad de tiempo serd el mes. Ademds se considerard que
la tasa de interés actuante es constante en toda la renta.
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Para este tipo de rentas se pueden obtener férmulas cerradas que permiten calcular
explicitamente el valor final y el valor actual de las mismas. En todos los casos se ubi-
card el origen del tiempo ¢ = 0 en el momento que comienza la operacién financiera.
Se denotard n al nimero total de cuotas, por lo cual ¢ = n es el término y final de la
operacién. Si las cuotas son anticipadas, la primera cuota se paga en t = 0 y la dltima
ent=mn — 1. Sison vencidas, la primera cuota se pagaen ¢ = 1y la dltimaen ¢ = n.

6.3. Capitalizacién de una renta

En la Figura 6.3 se ha representado el caso de una renta de cuatro cuotas vencidas, y el calcu-
lo del capital al momento del pago de la tltima cuota. Para ello, se debe capitalizar tres
periodos a la primera cuota de $ 100, dos periodos a la segunda de $ 200, y un periodo a la
de $ 300. En este ejemplo, la tltima cuota no

o010 se capitaliza pues coincide con el momento

/\ final de la operacion. El capital final de la renta
$100 $200 $300 $400

es Vp=133,10 + 242 + 330 + 400 = $ 1.105,10.

=400 Aquellas rentas en las cuales interesa el valor
300 1,1 = 330 del capital final, suelen llamarse también

200- 1,12 = 242 imposiciones. Cabe aclarar que el término
0.1, =133,10 | imposicién no hace referencia a un tipo de
Renta cierta con cuotas vencidas renta, sino al objetivo de la misma que es el de

acumular una cierta cantidad de dinero final.

Los siguientes pdrrafos se refieren a anualidades sujetas a interés simple. Este tipo de
rentas no es de uso frecuente, sin embargo, es ttil entender el procedimiento para el
cdlculo del valor final de una anualidad.

6.3.1. Valor final de una anualidad a interés simple,
con cuotas constantes y anticipadas

Asumamos que se realizardn n pagos o cuotas iguales de valor ¢, sobre los cuales se apli-
card un interés simple de tasa periédica r. Sabiendo que los pagos comienzan en ¢ = 0
y que se realizan siempre a comienzo de cada periodo, se desea saber cudl es el capital
que se ha formado al finalizar el n-ésimo periodo a partir de las 7 cuotas.

Para esto se debe calcular el monto o capital final producido por cada una de estas cuo-
tas en ¢ = n. Asi, el monto producido por la primera cuota c en t = 0 al cabo del n-ésimo
periodo es ¢ (1 + r n), puesto que transcurren 7 unidades de tiempo. El producido por
la segunda cuotaent =1esc (1 +r (n — 1)); y asi sucesivamente, el monto produci-
do por la i-ésima cuota en ¢ = ¢ al cabo del n-ésimo periodo es:

c(l+r(n—1)

La dltima cuota se pagaent =n — 1, que es el comienzo del dltimo periodo, y el capi-
tal final producido por la misma es ¢ (1 + r).



Por lo tanto, el capital formado por la suma de estas cuotas en ¢ = n se obtiene sumando:

cl+m)+cl+rn—-1)+---+c(l+rn—-19)+---+c(l+r).

Invirtiendo el orden de la suma y escrita ésta en términos de sumatoria se obtiene:

VF:ZC(1+Tt)=C7’L+CT

t=1

2

2

. . ( =0,02
Solucién: La Figura 6.4 representa la /\
capitalizacion de las cuotas 1, 2 y 10
$100 $100 $100 $100
de esta renta. i i i . +—t
0 1 2 3 10 meses
| L e i00-040.02
100-(1+0.02-9)
Segin la férmula anterior, el valor final 100-(1+0.02-10)
4lti Renta a interés simple, con cuotas anticipadas
e esta renta momento del dltimo
pago es: . Figura 6.4
n(n+1 10-11
szc(n—i-?“%) =300 (10—|—0,OQT = 3. 330,

es decir, de $ 3.330.

6.3.2. Valor final de una anualidad a interés simple,
con pagos constantes y vencidos

Este caso es andlogo al anterior, a excepcién que no se paga una cuota en ¢t = 0 y sf se

& q & y
paga una cuota en ¢ = n. De este modo, y siguiendo un andlisis similar al anterior, el
capital final formado por la suma de las cuotas en ¢ = n es:

§C(1+rt)=cn+crwzc(n+TW)

Notemos que las férmulas obtenidas en los dos casos son muy similares, difiriendo en
el factorn + lon — 1.

+=0

Solucién: Este ejemplo es similar al Ejemplo 6.2, sélo que las cuotas se consideran
anticipadas. La Figura 6.5 representa la capitalizacién de las cuotas 1y 2 de esta renta.

Capitalizacion y actualizacidn 65



Ejemplo 6.4

Obsérvese que al ser las r=0,02

cuotas vencidas, la prime- /—\

ra se capitaliza nueve

periodos, la segunda ocho $100  $100  $100 $100
. LS ' ' ' b s —+—t

periodos, y asi siguiendo ) ! ; ! 1o
~ meses

hasta que la tltima no se

capitaliza. Segiin la fér- |

mula anterior, el valor

final de esta renta al . 100+ (140.02-9)
21l Renta a interés simple, con cuotas vencidas

momento del dltimo

pago es:

100+ (1+0.02-8)

—1 9-10
Ve=c (n+r("2)”) = 300 (10+0,02 2) = 3.270

es decir, $ 3.270.

Si cada cuota se capitaliza un mes mds, por cada una de ellas se agregan 300 - 0,02 = 6 pesos.
Dado que son 6 cuotas, se suman $ 60 pesos en total. En efecto, 3.270 + 60 = $ 3.330.

De aqui en adelante, se considerardn rentas sujetas a interés compuesto, y dentro de ellas
se estudiardn los casos de cuotas constantes y de cuotas variables en progresion aritmética.

6.3.3. Valor final de una anualidad a interés compuesto,
con pagos constantes y vencidos

Asumiendo una tasa de interés 7 y un tipo de interés compuesto, y cuotas constantes
de valor ¢, se tiene que cada cuota capitaliza un cierto nimero de periodos, y arroja un
determinado valor final en t = n.

Una renta esta conformada por 4 cuotas de $ 100, sujetas a una tasa del 3 %, y se
desea conocer el capital final obtenido al momento de pagar la cuarta cuota.

Solucién. El Cuadro 6.1 representa un ejemplo de una renta de 4 cuotas de $ 100,
sujetas a una tasa del 3 %, y el capital final obtenido al momento de pagar la cuarta
cuota. Esto es, el valor final de la renta es de $ 418,3627.

Valor final Ahora bien, si la renta tiene

muchas cuotas puede resultar

100 - (1,03)° = 109,2727 . o M8 92
tedioso calcular la capitalizacién

100 - (1,03)? = 106,09 de cada una de las cuotas, y luego

100 - (1,03) = 103 sumar todas ellas. Siempre es

ninguno 100

conveniente contar con una f6r-

Valor final
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mula cerrada, que en términos
100 - (1 + (1,03) + (1,03) + (1,03)° = 418,3627) del valor de la cuota, la tasa de
interés y el ntimero de cuotas,
Cuadro 6.1 Sy
permita obtener el valor final.




Si se considera una renta de n cuotas constantes de valor ¢, sujetas a una tasa de inte-
rés periddica 7, ésta podria representarse como lo muestra el Cuadro 6.2.

La expresién para el valor final es una suma geométrica, con razén (1 + 7) y cuyo pri-
mer término es c. Por lo visto en el Capitulo 2, esta suma es igual a:

. 147 —1 14+ —1
c+c(1+r)—|—c(1—|—7")2+---+c(1+7“)"1:c'( ) :c-( )
(1+7r)-1 r
De esta manera, se tiene que el valor —— R
final de la renta de cuotas vencidas es criocos Fornd -
igual a ¢ por una expresién que sélo m=L e (L+m)"
depende del ndmero de cuotas y de la n—2 e (L+r)"?
tasa de interés. Esta expresién se la n—3 c-(L+r)3
denota entonces sz, :
(1+r)"—1
Smpp = ——————.
i r 2 c-(1+7)?
El simbolo sz, es propio de la matema- 1 c-(1+7)
tica financiera, e indica el valor final (s) de [ ninguno c
una renta de n cuotas periddicas vencidas il Valor final cte(l+r)+e(l+r)?+---+c(l+r)"

iguales a 1, sujetas a una tasa de interés 7.
La Figura 6.6 ilustra esta situacion:

Si la renta es de cuotas iguales de valor c, ,

entonces su valor final se obtiene multi- //_\
$1 51 51 51

plicando sz, por el valor de la cuota. De

______ |
esta manera, el valor final de la renta es i

igual a ¢ por una expresién que sdlo

1
depende del niimero de cuotas y de la tasa \—, (s r

de interés constante que rige la operacién.

Significado de Sz,

Calcular el valor final de una renta de $ 2.000 anuales durante 5 afios, asumiendo
una tasa de interés anual del 9% y con cuotas vencidas.

Solucién. En este caso se tiene que ¢ = $ 2.000, n = 5, r = 0,09 y las cuotas son ven-
cidas. Por lo tanto el capital final serd, en pesos, igual a:

09°

1,09 —1
Capital final = ¢ sz, = 2.000 - 55]9,99 = 2.000 - ’OT = §11.969,42

es decir que el capital acumulado es de $ 11.969,42.

1+ r)?

1+ 7)1t

—

Ejemplo 6.5
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Ejemplo 6.6

6.3.4. Valor final de una anualidad a interés compuesto,
con pagos constantes y anticipados

En el caso de una renta con cuotas anticipadas, cada cuota se capitaliza un periodo mds
que en el caso de las rentas de cuotas vencidas. El Cuadro 6.3 ilustra el caso general.

La suma que representa el valor final es también una suma geométrica, de razén
(1 + 7) cuyo primer término es ¢ (1 + 7). Luego es igual a

(1+r)"—1

cl+r)+e(l+r)+---+el+r)"=c-(1+7)- =c-(L4+7r)- s
Una persona deposita al comienzo de cada afio la suma de $ 2.000 en una cuenta
que paga una tasa de interés anual del 9 %. ;Cuél es el capital que habré acumu-
lado al comienzo del sexto afio, antes de depositar la sexta cuota?

Solucion. Esta renta puede interpretarse como una anualidad de cinco cuotas anticipa-
das, cada una de $ 2.000. La tasa de interés es del 9%, y el niimero de cuotas es 1 = 5.
El valor de esta renta al comienzo del sexto ano es

Vi = 2.000 - 1,09 - 550,00 = 13.046,66913

es decir, $ 13.046,67 aproximadamente.

Periodos

Valor final

n—1
n—2
n—3

2
1

ninguno

c-(L+r)"
c- (147t
c-(1+7)"2

c-(1+7)3
c'(lJrr)2
c-(1+7r)

Valor final

ctce(l+r)+ec(l+7r)2+ - +c(l+7)"

La Figura 6.7 ilustra esta relacién:

n cuotas

n cuotas adelantadas

Este valor podria haberse obtenido también
a partir del resultado del Ejemplo 6.6, capi-
talizando el capital final durante un periodo
mas. En efecto, 1.169 - 1,09 = $ 13.046,67.

Una propiedad de sz, es la siguiente.
Noétese que (1 +7) Sz, es el valor final de
una renta de cuotas anticipadas iguales a
1. Si a esta renta se le agrega una ultima
cuota ¢ = 1 en t = n, se convierte en una
renta de n + 1 cuotas vencidas. Por lo
tanto, se tiene la siguiente relacién:

(r+1) smr = spgmr — 1

Valor final de n cuotas anticipadas+ ¢

Valor final de n+1 cuotas vencidas
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6.3.5. Valor final de una anualidad con cuotas variables
en progresion aritmética

En esta seccién se estudiard el caso de aquellas imposiciones donde las cuotas son varia-
bles, en progresion aritmética, sujetas a interés compuesto con una tasa de interés 7.

Puesto que las cuotas varfan en progresion aritmética, pueden denotarse de la forma
cec+hc+2-h...,c+(n—1)h

donde c es el valor de la primera cuota, y 4 es el término de la progresién aritmética.

Esta sucesién de pagos puede verse como una superposicién o simultaneidad de impo-

siciones con cuotas constantes. Por ejemplo. dada una imposicién de cuatro cuotas

mensuales, con ¢ = 100 y » = 15, las sucesivas cuotas serdn 100, 115, 130 y 145.

Esta imposicién es equivalente a tener 4 imposiciones simultdneas, cada una de ellas de
cuotas constantes, a saber:

e cuatro cuotas de $ 100 a partir del primer mes, ) Mes1 Mes2 M

es3 Mes 4

100 100 1
e tres cuotas de $ 15 a partir del segundo mes,

e dos cuotas de $ 15 a partir del tercer mes, y

00 100

15 15 15

15 15
15

e una ultima cuota de $ 15 el ltimo mes.
\ M

La Figura 6.8 ilustra la situacién en una linea de tiempo.

Por lo tanto, para calcular el capital final

130 145

de esta imposicién es suficiente con cal- 15 15

cular el capital final de cada una de las 100 00 o0 X (}3
imposiciones de cuotas constantes. Si se 100 115 130 145

supone una tasa r a interés compuesto | | | | |

del 10% y cuotas vencidas, entonces se 0 1 2 3 4 t
puede calcular el capital final como: Renta en progresion aritmética

Capital ﬁnal = 100 Sao’l + 15 3@0,1 + 15 Sjo’]_ -+ 15 SﬂO,l

Los sucesivos valores de s9; son

n 1 2 3 4
Smoa |1 2,1 3,31 4,641

y el capital final es 100 - 4,641 + 15 - 3,31 + 15-2,1 + 15 = $ 560,25.
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Para un caso general, se tiene una sucesién de cuotas ¢, c + h,c+2 - h, ..., c+(n — 1)h.

Asumiendo que 4 es positivo, esto puede pensarse como en el ejemplo precedente,
como una superposiciéon de imposiciones de:

® 1 pagos o cuotas iguales a ¢, a partir del primer periodo,

e n — 1 pagos iguales a » comenzando en el segundo periodo,

e n — 2 pagos iguales a # comenzando en el tercer periodo, y asi siguiendo hasta

e 1 pago igual a / en el tltimo periodo.
Si las cuotas son anticipadas, cada pago se realiza al comienzo del periodo y si son vencidas
se realizan al final. Las férmulas obtenidas en cada caso se analizan en los siguientes parrafos:
Cuotas vencidas. Cada una de las n imposiciones de cuotas constantes produce un
valor final, acorde al nimero de cuotas y al valor de las mismas. Estos valores finales

pueden verse en el Cuadro 6.4.

La suma que representa el valor final puede reescribirse, y para ello se reemplaza s,
por la expresién que lo representa, para k=1, 2, ..., n — 1. Asi se obtiene:

n—1

Ve = C'SmT+Zh'SﬂT
k=1

n—1
1 k1
— C.Smr+zh.%

r
k=1

= c-smr+%- <n§:1(1—|—7‘)k—(n—1)—1>

k=0

En el pendltimo paso, la suma
Valor | Nigmero comienza desde 4 = 0 y aparece el
de la cuota | de cuotas Valor final término (—1). Esto mantiene el
c Smy valor de la expresién, pues se
suma y se resta 1, pero ademds
permite encontrar una férmula
que sélo implica el cdlculo de s,.
b g Reemplazando los valores por los
h - s3, del ejemplo, se obtiene el mismo
h-sn, =h B resultado que antes:
Valor final Wiz RSt ot WSaln ot s - Stn Wi Sn=ie ot ClSman

m= 1 h - sg=q,

Cuadro 6.4: Valor final: renta en progresién aritmética con cuotas vencidas




4,641 — 4
100 - 4,641 + 15 - 7071 = 560,25

)

Si 4 = 0 se obtiene la férmula correspondiente a cuotas constantes, como es esperable.

Si / es negativo la misma férmula sigue siendo viélida. El sistema de amortizacién ale-
mdn, que se verd en el Capitulo 7, es un ejemplo de imposicién con cuotas variables,
en progresién aritmética, donde el término 4 es negativo.

Cuotas anticipadas. En el caso que las cuotas sean anticipadas la férmula es muy similar. Sélo
se debe tener en cuenta que cada cuota se capitaliza un periodo mds, por lo que toda la f6r-
mula debe ser multiplicada por el factor de capitalizacién (1 + 7). Una cuota anticipada igual
a ¢ es equivalente a una vencida de valor ¢ - (1 + 7), por lo que el monto final es igual a:

Smir — N

c-(14+7)-Smr+h-(1+r)-

El Sr. Gonzélez abri6 en el banco una caja de ahorro y realiz los siguientes pagos men-
suales: $ 150, $ 250, $ 350, $ 450, $ 550. La T.N.A. fue del 18% con capitalizacion mensual.
Un mes después del deposito de la Gltima cuota retird todo su dinero y necesitd $ 215,23
para pagar el valor exacto de una computadora. ;Cual fue el precio de la computadora?

Solucion. Este es el caso de una renta de cuotas anticipadas en progresién aritmética.
El primer término de la progresién es 150, y el paso es 100. Por lo tanto, el valor final
de la renta un mes después de la dltima cuota es

. 55)0,015 — O .
Ve =150 - 1,015 - 50,015 + 100 - 1,015 - “o00ls 1.814,77222
es decir, aproximadamente $ 1.814,77. Puesto que tuvo que agregar $ 215,23 para
pagar la computadora, el valor de la misma fue de 1.814, 77 + 215,23 = $ 2. 030 pesos.

6.4. Actualizacién de una renta

Si un individuo solicita un préstamo de mucho valor, supongamos equivalente a vein-
te sueldos de los que cobra mensualmente, es muy probable que no pueda devolver este
dinero de una sola vez, menos atin teniendo en cuenta el interés. Por ello es frecuente
implementar la devolucién de un préstamo mediante un plan de pago en cuotas. El
valor de estas cuotas debe ser calculado de tal manera que la suma de sus valores actua-
les sea equivalente al préstamo. Para esto se asume una determinada tasa de interés. Este
es un claro ejemplo de la necesidad de saber calcular el valor actual de una renta.

La Figura 6.9 ilustra el cdlculo del valor actual de una renta igual a la considerada en la
Figura 6.3. El valor actual de esta renta es

1 1 1 1
200 —— 4 = 754 1
11 + 200 (L1 + 300 L1y + 400 AL 754,7981695

es decir, $ 754,80, aproximadamente.

V4 =100

Ejemplo 6.7
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100

200 -
300 - —+%

400 -

0,10 En esta seccién veremos
cémo calcular el valor
actual o valor presente de
una sucesién de pagos

=0 . constantes, sujetos a una
ks <—| ‘ tasa de interés periddica 7.

Es decir, sabiendo que se
realizard una sucesién de

pagos periddicos, quere-

mos averiguar la suma del
valor actual de cada una

Renta cierta con cuotas vencidas de dichas cuotas.

Naturalmente, si sabemos
cémo calcular el valor final de la renta, entonces el valor actual se obtiene actualizando
este valor final tantos periodos como tenga la renta. De todos modos, analizaremos
algunos casos a fin de introducir cierta notacién muy frecuente en la literatura de la
matemdtica financiera.

6.4.1. Valor actual de una renta con cuotas constantes vencidas

Considérese el caso en que se realizan n pagos constantes y vencidos durante n perio-
dos, sujetos a una tasa de interés periddica r. Se indicard con ¢ = 0 el comienzo de la

operacidn, por lo que los pagos se realizan en los momentost = 1, 2, . . ., n. Asimismo,

se denotard v al factor de actualizacién en un periodo, esto es,

1
UV =
1+7r
. Asi, sicesla cuota pagadaent =,
3 $c $c $c entonces ¢ - v/ es su valor presente
| | | L ent = 0. La Figura 6.10 ilustra la
! ! - ! : situacién.

Luego, el valor actual V, de una
renta de n cuotas constantes venci-

das e iguales a c es:
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Actualizacion de una renta con cuotas vencidas

Vi=cv+ec 2+ 4c- "

Asi, V; es la suma de los primeros n
términos de una progresion geométrica, cuyo primer término es ¢ - vy su razon es V.
Por lo visto en el Capitulo 2, se tiene que:
n
VA:C~I/-V 1:0- v -1—v
il e v—1 1—-v
Obsérvese que 3, —1 ~ 7, . De esta manera, el numerador y el denominador de la
fraccién resultan positivos, puesto que v < 1.
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v 1
Usando que 7_,, ~ /-, se obtiene la siguiente expresién para V:

1—v"

r

Vi=c

El valor actual de la renta es igual al producto de ¢ por una expresién que sélo
depende del nimero de cuotas n y de la tasa de interés r. Esta expresién se
denotard amy.

1—v"
CLmT:i
r

Asi, dada una renta de n cuotas constantes e iguales a ¢, pagaderasent =1,2,...,n,
se tiene que ¢ - 4z, es el valor actual de la renta calculado en ¢ = 0,y ¢ - s, es el valor
final de la renta en ¢ = n. Por lo tanto, se tienen las siguientes relaciones:

amr = V" S, y amr (L4 7)" = Smp

Otra relacién entre la capitalizacién y el valor presente se da en la siguiente férmula:

1 r—ru’t—r ru" r 1
S u™ —1 u'—1 1—-v* am,
Calcular el valor actual de una anualidad que consiste en cuotas mensuales ven- Ejemplo 6.8

cidas de $ 285 durante 4 afios, siendo la T.N.A. del 15% con capitalizacion mensual.

Solucién. La tasa mensual aplicada es r = %5 - 0,0125, y el nimero de cuotas es

n =4 .12 = 48. El valor actual V, de la renta es

Vy = 285 - azgo o125 = 285 - 35,9314809 = 10. 240,47206,

es decir de $ 10.240,47 aproximadamente.

6.4.2. Valor actual de una renta con cuotas anticipadas

Una cuota de valor ¢ pagada en el momento ¢ = j tendrd un valor ¢ (1 + 7) un periodo
mis tarde, es decir, en t = j + 1. Por lo tanto, el valor actual de una anualidad de cuo-
tas anticipadas iguales a ¢ es igual al valor actual de una anualidad de cuotas vencidas
iguales a ¢ (1 + r) (Ver Figura 6.11). Asi, el valor actual V, de una renta de cuotas cons-
tantes anticipadas, iguales a ¢, estd dado por:

$c(1+1) $c(1+1) $c(1+r) $c(1+r) $c(1+r)

$c $c $c $c $c
| | | | | |

I I _ I I I
t=0 t=n—1 t=n t

Cuotas anticipadas de valor ¢ o cuotas vencidas de valor ¢ - (1 + )
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Ejemplo 6.9

Ejemplo 6.10
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Vi=c-(1+7) am,

iCuél es el valor actual de 15 pagos anuales y anticipados de $ 2.000 cada uno,
considerando una tasa del 5% anual?

Solucién: Simplemente aplicando las férmulas, el valor actual es igual, en pesos, a:
V4 =2.000 - (1,05) - aggjo05 = $ 21.797,28188

es decir, aproximadamente $ 21.797,28.

6.5. Célculo del numero de cuotas y
de la tasa de interés de una anualidad

6.5.1. Numero de cuotas

En algunas entidades financieras, el pago de una deuda en cuotas se establece de acuer-
do a los ingresos mensuales o periddicos del deudor. Por ejemplo, en base al sueldo que
éste cobra. Esto es asi porque la entidad necesita garantizar minimamente que el deu-
dor podra afrontar el pago de la deuda. Surge entonces el problema de calcular cudntas
cuotas de determinado valor deberfan pagarse para que el valor actual, o el valor final,
de la anualidad sea un cierto monto.

¢Cuéntas cuotas mensuales iguales y vencidas de $ 3.000 habra que abonar para que el
valor actual de la renta resulte de $ 100.000 considerando una tasa del 2% anual?

En este problema se pide establecer el nimero de cuotas a pagar, sabiendo el
monto de cada una y el valor actual de la renta. Analicemos este problema en un
caso general, siendo la renta de n cuotas constantes y vencidas iguales a ¢, sujetas
a una tasa de interés periddica 7.

1—v" .
Sea V), el valor actual de la renta, entonces V;, = ¢ - . Despejando 1" resulta
c—=V.r
Y= —
c

Para obtener el valor de n serd necesario aplicar la funcién logaritmo en ambos miem-
bros de la ecuacién, y asi se concluye que

_— log(c) —log(c =V - 1)

log(1+7)

Asi, esta férmula permite calcular de manera aproximada, el nimero de cuotas iguales
a ¢ que deberdn pagarse para que su valor actual sea V', asumiendo una tasa de interés
compuesto 7. Este nimero es aproximado, ya que al calcular el logaritmo es muy posi-
ble que el resultado no sea un nimero entero.



Solucién del ejemplo 6.10. Volviendo a los datos del ejemplo, tenemos que
log(3.000) — log(3.000 — 2.000) log(3)

a log(1,02) ~ log(1,02)

Este resultado no es un niimero entero, y se encuentra entre los enteros 55 y 56.

Si se pagan 55 cuotas, no se alcanza el valor actual deseado, y si se pagan 56 se
superard el mismo.

~ 55, 48.

Supongamos que se decide cumplir con una anuahdad de 55 cuotas iguales.
Entonces el valor de la cuota deberia ser ¢ = = 3.014,54, un valor un poco
mayor a $ 3. 000.

aﬂo 02

Si en cambio la anualidad es de 56 cuotas iguales, entonces la cuota constante deberd

ser de 100%8%2 2.984,66, un poco menos de $ 3.000.

Mario compra un coche usado, y paga $ 1.500 de contado al momento de la com-
pra mas $ 182,50 mensuales durante 3 afios. ;Cual es el precio de contado del
automovil, si la tasa de interés sobre el préstamo es del 18% nominal anual?

Solucion. El precio de contado del automévil se calcula como el monto pagado al
momento de la compra mds el valor actual de la renta por la cual se amortiza el présta-
mo. La tasa de interés mensual es 7 = 0,18/12 = 1,5%. Por lo tanto, el precio contado
del automévil se calcula como:

1,015736

1—
1.500 + 182,50 azgg),015 = 1.500 + 0’0715 = $1.500 + $ 5.048,07 = $ 6.048,07

6.5.2. Tasa de interés

Si una persona deposita mensualmente $ 300 en una cuenta, y al cabo de 4 anos tiene
un capital de $ 15.000, ;qué rendimiento tuvo su inversion? Es decir, ;cudl fue la tasa
de interés sobre dichos depésitos?

Esta es una situacién en la que la incdgnita es la tasa de interés, y se tienen como dato
el valor final de la anualidad, el nimero de cuotas y el valor de las mismas. En princi-
pio, puede ocurrir que la tasa de interés haya variado a lo largo del tiempo, pero al
menos se intenta conocer el valor promedio de la misma.

Si se considera el caso general de una renta de cuotas vencidas, constantes, siendo n el
ndimero de cuotas y ¢ el valor de las mismas, se tiene la ecuacién:

1 t—
VF:c~smr:c-%
r
que con los datos del ejemplo es:
(1+7)%® -1

15.000 = 300 -

Ejemplo 6.11
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S

Este tipo de ecuaciones tiene el inconveniente de que no es posible despejar explicita-
mente el valor de r, a menos que n = 2 en cuyo caso se trata de una ecuacién de segundo
grado. ;Cémo obtener el valor de r ? Existen varias posibilidades: una de ellas es aproxi-
mar calculando qué valor final se obtiene eligiendo algunos valores de 7. Por ejemplo:

e parar = 5%, arroja un valor final de $ 56.407,62, lo que

indica que la tasa debe ser mucho menor;

e parar = 0,5% el valor final resulta ser $ 16.229,35, lo que
se aproxima bastante mds al resultado;

e parar = 0,17% se obtiene $ 14.990,67 y

e parar = 0,18% el valor final es de $ 15.026,28.

Asi que puede estimarse una tasa de interés entre el 0,17% y el 0,18% mensual.

Otra posibilidad es la utilizacién de tablas que contienen los valores de sz, y de am;,,
segun si el dato es el valor final Vi o el valor actual V, respectivamente, de una renta
de cuotas vencidas. Usando que

Vr
Smiy = —
nir e

J Qe

Va

Cc

y conociendo el valor de n, esto permite hallar un valor aproximado de r. El Cuadro 6.5
muestra algunos valores de sz, tabulados, y se ha resaltado con color los valores cerca-

nos a 50 =
correspondiente a 1 = 48.

0,001

15.000

500> que corresponden a los datos del problema y se ubican en la fila

0,0015

0,002

0,0025

1

1

1

1

2,001

2,0015 2,002

2,0025 2,003

2,0035

3,003001

3,00450225

3,006004

3,00750625

3,009009

3,01051225

4,006004001

4,009009003

4,012016008

4,015025016

4,018036027

4,021049043 |

5,010010005

5,015022517

5,02004004

5,025062578

5,030090135

5,035122715 |

6,015020015

6,022545051

6,03008012

6,037625235

6,045180405

6,052745644

7,021035035

7,031578868

7,04214028

7,052719298

7,063315947

7,073930254 |

1
[ 2
[ 3
[ 4
B
[ 6
[ 7
[ 8

8,02805607

8,042126237

8,056224561

8,070351096

8,084505895

8,09868901 |

(o}

49,1454923

49,73158147

50,32676843

50,93120842

51,54505939

52,16848215 |

Cuadro 6.5: Tabla de Sy,




En los Apéndices de este libro se ha explicado cémo obtener estas tablas usando una
planilla de célculo.

6.6. Valor actual de rentas con cuotas
en progresion aritmética

Ya se ha analizado como obtener el valor final de una renta en progresién aritmética. Si
las cuotas son de la forma

ccec+hc+2-h---,cv(n—1)-h

se puede interpretar a la anualidad como la suma de n anualidades: una de n cuotas igua-
lesac, yn — 1 rentas de cuotas iguales a 4 cuyo nimero de cuotas varfade 1 an — 1.

La Figura 6.12 ilustra el h
caso de una renta en pro- h h
gresion aritmética, con . }Cl ? lcl
cuotas vencidas. . oth es2h e+3h
| | | | |
Ahora bien, las n — 1 ren- ! ' ' ! !
0 1 2 3 4

tas con cuotas iguales a 4
comienzan en t = 2 y no
ent =1, es decir, en el pri-
mer periodo no se aporta ninguna cuota. Lo mismo ocurre con todas las demds
rentas de cuotas constantes iguales a 4, que dejan 2, 3 y hasta n — 1 periodos, al
comienzo sin aporte, para mds adelante. Este tipo de rentas o anualidades se lla-
man diferidas.

En particular se tiene que 4 - a;—, es el valor actual de la renta con n — 1 cuo-
tas calculado en ¢ = 1, y por lo tanto debe actualizarse un periodo si se desea
obtener el valor actual en ¢ = 0. Las demds rentas que estdn diferidas 2, 3, y hasta
n — 1 periodos con respecto a la de cuotas de valor ¢, deberdn actualizarse esa can-
tidad de periodos. El Cuadro 6.6 muestra la situacién para una renta de cuatro
cuotas vencidas, en progresion aritmética.

Valor actualen ¢t =0 Rentas diferidas

c-a@r

c
v-h-agz, h
h

v?-h-ag,

V2 h-ag, h

Renta en progresi6n aritmética

c-ag,+v-h-ag, +v* h-ag, +v* h-ag, |[c c+h c+2h c+3h

Cuadro 6.6. Valor actual de una renta en progresion aritmética
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Ejemplo 6.12
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Para calcular el valor actual de una renta de n cuotas vencidas, en progresién aritméti-
ca, con término inicial n y paso /, debe obtenerse la suma de n términos:

Va=c-am + (h-v) g, + (h-v*)az=g, + -+ (h-v"7?) - ag,

1—pk

Utilizando que ag;, = =%, sacando factor comin 4 y denominar comun 7 en los dlti-
mos términos, se obtiene:

(A =" D+ 21— )+ (1 =) + 1 - )

Va=c-amr+h-

Operando algebraicamente:

v+ 4+ = (n—1p"
T

v-(I+v+--v" ) —nom
r

VA = C'amr+h

= ciamy+h

Ay — MV
= C - amr + hT

Si las cuotas son anticipadas, entonces cada cuota anticipada de valor ¢ es
equivalente a una cuota vencida de valor ¢ - (1 + r). El valor actual de la renta
se obtiene de la férmula anterior teniendo en cuenta que la primera cuota es
¢ - (1 +7)yel paso en la progresién aritmética es 4 - (1 + r) en lugar de 4. El
valor actual es entonces

Valor actual = C'(1+T)‘amr+h-(1+’r’)-w
r

Una persona debe pagar un crédito en un plan de pagos de 12 cuotas cada 30
dias, con una T.N.A. del 12% con capitalizacion mensual. La primera cuota es
de $ 1.000, y cada una de las siguientes es de $ 50 menos que la anterior. Si
comienza a pagarlas el 30 mayo, ;cual es el valor actual de esta anualidad al
(a) 30 de abril, (b) 30 de mayo?

Solucion. Se trata de calcular el valor actual de una renta en progresion aritmética,
siendo 1.000 el primer término de la progresién y (-50) el paso de un término al
siguiente. Esto es, ¢ = 1. 000 y # = —50. La tasa de interés mensual es r = 0,01 y el
ndimero de cuotas es n = 12.

Para resolver (a), se debe calcular el valor actual de la renta considerando cuotas vencidas:

aﬁ‘o’(n — 12V12
0,01

es decir que el valor actual al 30 de abril es de $ 8.226,64.

Vi = 1.000 - @01 — 50 — 8.226,64366

Para (b), las cuotas se consideran anticipadas, por lo que el valor anterior se multiplica
por 1,01, es decir que se capitaliza 30 dias:



V, = 8226,64366 - 1,1 = 8.308,910097

por lo que el valor presente al 30 de mayo es de $ 8.308,91.

6.7. Rentas perpetuas

Una renta o anualidad perpetua es una renta cuyos pagos comienzan en una determi-
nada fecha, pero nunca culminan. En la prictica no existen este tipo de rentas, pero si
hay anualidades que se desconoce hasta cuando se extenderdn.

La Fundacion B.E.C.A. hara una inversion de capitales a una tasa del 12% anual, con
el objetivo de utilizar estos fondos para pagar becas que cubran hasta $ 20.000 anua-
les durante los afios siguientes. ;Cual debera ser el capital invertido inicialmente?

El Ejemplo 6.13 muestra una situacién en la que interesa calcular el valor actual de una anualidad
perpetua: aunque en la prictica no se pagardn becas eternamente, en principio esa es la intencién.

Si se tratara de una renta cierta de n cuotas vencidas, el valor actual se calcularfa como:

1
1 112"

0,12

Ahora bien, el nimero 137 es cada vez mas préximo a 0 cuanto més grande sea el
numero 7. Esto se debe a que 1,12 es un niimero mayor que 1, y por lo tanto sus suce-
sivas potencias son cada vez més grandes. En matemdtica se dice que el limite de Tz
cuando n tiende a infinito es 0 y se escribe:

V4 = 20.000 -

Esto también es cierto si se calcula iy , ya que al ser 7 una tasa de interés (positiva),
se cumple que 1 + 7 es mayor que 1. Por lo tanto, la expresién 1 — 113w como asf tam-
bién cualquiera de la forma 1 — W , n > 1, puede considerarse igual a 1 si n es
suficientemente grande. En particular, para las rentas perpetuas.

Asi es que para una renta perpetua de cuotas vencidas y constantes e iguales a ¢, el valor
actual estd dado por la férmula

Va=~
;

Para el Ejemplo 6.13, el depésito que deberd hacer la Empresa B.E.C.A. es de
1 = $ 166.666,67 inciales.

6.8. Otras anualidades

En esta seccién se resolverdn algunos ejemplos de anualidades que no estdn repre-
sentadas en las secciones anteriores. Si bien esto no abarcard la totalidad de los

Ejemplo 6.13
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casos, si se puede decir que cubre los mds frecuentes. Las situaciones que se anali-
zardn son las siguientes:

1. rentas con tasa de interés variable,

2. rentas con cuotas no equiespaciadas en el tiempo.

6.8.1. Rentas con tasas de interés variables

Esto significa que no hay una misma tasa de interés que gobierna la operacién finan-
ciera. Por ello, al calcular el valor actual y el valor final debe tenerse cuidado al
considerar cudl es la tasa de interés actuante.

Se tiene una renta de 12 cuotas bimestrales vencidas de $ 200. El primer afio se
aplica una tasa de interés del 2% mensual, y el segundo afio del 2,5% bimestral.
Calcular el valor actual y el valor final de la misma.

Solucién: En este ejemplo se tiene una anualidad de 12 cuotas bimestrales. La tasa
bimestral correspondiente al primer afo es la equivalente al 2% mensual, es decir

r; = 1,02> — 1 = 0,0404

La Figura 6.12 ilustra la situacién. Para calcular el valor final V7 al momento de pagar
la cuota 12 conviene seguir los siguientes pasos:

e calcular el valor final de las primeras 6 cuotas al momento de pagar la cuota 6,
considerando la tasa ry:

Vi = 200 - sg)9.0404 = $ 1.327,93
o capitalizar V; al momento de la cuota 12, es decir seis periodos, con la tasa r;, = 0,025:
Vi - 1.025° = $ 1.540
e calcular el valor final de las tltimas 6 cuotas, con la tasa 7
Vo =200 - 550,025 = $ 1.277, 55

e sumar ambos valores finales para obtener el valor final de la renta total:

Vi+1.025% + V, = 1.540 + 1.277,55 = $ 2.817,54

Como puede verse en este ejemplo, no hay dificultades matemdticas para calcular el
valor final, ni tampoco para el valor presente, si la tasa de interés es variable. Sélo debe
tenerse en cuenta cudl es la tasa de interés que gobierna cada periodo.
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Figura 6.13

6.8.2. Rentas con cuotas no equiespaciadas

Este caso tampoco ofrece mayores dificultades, sélo que hay que adaptar cada periodo a
la tasa de interés actuante. Por ejemplo, supdngase que un individuo deposita $ 100 en
una cuenta los dias 15 de cada mes del afo, y la tasa de interés es del 2% mensual. Dado
que se ha convenido que un mes financiero equivale a 30 dias, pero no todos los meses
del afo son de 30 dias, se tiene un caso de cuotas no equiespaciadas. En la Figura 6.14 se
representa una parte de la situacién. Puede verse que algunos periodos son de 28 dias,
otros de 30, y otros de 31 dias. Asi, para calcular la capitalizacién de una cuota en un peri-
odo de 30 dias se podra utilizar la tasa del 2% mensual, pero si el periodo es de 31 dias
deberd seguirse una de las siguientes opciones:

a) utilizar una tasa cada 31 dfas equivalente al 2% mensual, 7 = (1,02)*"*° — 1

b) expresar 31 dfas en términos de un mes financiero: 31 = % meses financieros.

Las dos opciones son equivalen- 31 dias 28 dias 31 dias 30 dias D
tes, y conducen a los mismos
clculos. Para calcular /el valor $500 $400 $200
final de la renta se deberd calcular | | | | |
I I I I I
el valor ﬁr}al de ,Cada una de las 1 O 15/02 15/03 15/04 15/05
cuotas. Asi por ejemplo, el valor Cuotas no equiespaciadas
final de la cuota de $ 500 al 15 de Figura 6.14 4
L " " " |

mayo se deberd calcular como:
500 - (1,02)/3° . (1,02)3'3° . (1,02)
y el valor actual al 15 de enero de la cuota de $ 200 serd el resultado de:

1 1 1
(1,02)31/30 " (1,02)28/30 "~ (1,02)31/30

200 -

6.9. Ejercicios

Calcular el valor acumulado de una renta de cuotas vencidas de $ 3.000 anuales,

durante 7 aiios, sujeta a una tasa de interés anual del a) 8 %, b) 10,75 %, c) 17,29 %.

Capitalizacién y actualizacion

Ejercicio 6.1
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Ejercicio 6.2

Ejercicio 6.3

Ejercicio 6.4

Ejercicio 6.5

Ejercicio 6.6

Ejercicio 6.7

Ejercicio 6.8

Ejercicio 6.9

Juan paga una deuda de $ 250 cada 30 dias. Si no paga durante cuatro meses
seguidos, jqué pago necesitara hacer al siguiente mes para actualizar su deuda,
si la T.N.A. es del 14,4% con capitalizacion mensual?

El Sr. Martinez quiere reunir $ 10.000 al final de 10 afios. Comienza haciendo depé-
sitos trimestrales en su caja de ahorros que paga una TNA del 8% con
capitalizacion trimestral. ;Cual es el monto de estas cuotas?

Si al cabo de 4 aiios el banco cambia la tasa al 6% nominal anual, jcual debera
ser el monto de las cuotas para alcanzar los $ 10.000 al final del décimo afio?

Una renta de $ 5.000 al aiio arroja un valor actual de $ 62.311,05171 si las cuotas
vencen a fin de aiio, y de $ 65.425,50430 si éstas vencen a principio de afio.
Calcular la duracion de la renta y la tasa de interés anual.

Calcular el capital acumulado en un semestre si se depositan $ 1.000 mensuales
en cuotas vencidas, y si la T.N.A. es del 36% con capitalizacion mensual.

La Sra. Garcia ha comprado un electrodomeéstico con el siguiente plan de pagos:
un pago inicial de $ 1.400, y 7 pagos mensuales vencidos por $ 160 mas un altimo
pago al final del octavo mes por $ 230. Calcular el valor del electrodoméstico asu-
miendo una tasa de interés del 27% anual con capitalizacion mensual.

Una persona recibe tres ofertas para la compra de un automavil:
(a) $ 40.000 de contado;
(b) $ 19.000 de contado y $ 5.000 semestrales, durante 2 aiios y medio;

(c) $ 2.000 por trimestre anticipado durante 3 aiios y un pago de $ 25.000, al
finalizar el cuarto aio.

i Que oferta es la mas conveniente, si la TN.A. es del 8% anual?

Se desea reemplazar una renta de cuotas anuales vencidas de $ 8.000, por una
equivalente en pagos mensuales anticipados, siendo la tasa de interés del 9% con
capitalizacion mensual. Calcular el valor de la cuota mensual.

Un agricultor planto olivos que empezaran a producir dentro de 5 aiios. La produc-
cion anual se estima en $ 20.000 y ese rendimiento se mantendra por espacio de
25 aios. Calcular, asumiendo una TEA del 6 %, el valor presente de la produccion.

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



Capitulo 7
Sistemas de amortizacidén

7.1. Introduccién

Un sistema de amortizacién es un método por el cual un capital cedido en préstamo es
devuelto por una sucesién de pagos o cuotas. Estas cuotas periddicas constituyen una
renta cuyo valor actual deberd ser igual al préstamo otorgado, y deben constituir a su vez
una imposicién cuyo valor final sea equivalente a la capitalizacién del préstamo al cabo

de dichos periodos.

Se puede suponer que cualquier sistema de amortizacién es una anualidad o renta con
pagos vencidos, ya que si la primera cuota se pagara al momento del préstamo seria equi-
valente a considerar un préstamo de menor valor con cuotas vencidas. Lo dicho
anteriormente equivale a decir que si el préstamo es V'y las cuotas son ¢}, ¢, - - -, ¢,, enton-
ces el valor actual de dicha renta deberd ser Vy el valor final de las mismas serd V- (1 + )"

Existen diferentes sistemas de amortizacién. Dos de los mds sistemas mds conocidos son
el sistema alemdn, que utiliza cuotas variables, decrecientes en forma aritmética, y el sis-
tema francés en el cual la deuda se amortiza con cuotas constantes.

7.1.1. Caracteristicas comunes de los sistemas de amortizacidon

En todo sistema de amortizacién existe un préstamo V; el cual serd devuelto en 7 cuotas equies-
paciadas en el tiempo: ¢}, ¢, . . ., ¢,. Cada una de estas cuotas se compone de dos partes:

G =U; +S;
donde v; se denomina cuota de amortizacion real'y s, es la cuota de interés. La suma de
las cuotas de amortizacién real es igual al valor del préstamo: V=v; + v, + - - - + v,. La
cuota de interés se calcula como el interés sobre las cuotas de amortizacién ain no paga-

das:s; =7 (v; + - - - + ).

Esto significa que en cada cuota el deudor paga una parte del capital prestado, v;, y los
intereses sobre el capital atin adeudado.

En particular, justo después de pagar la 7-ésima cuota, el valor actual de la renta
que resta pagar es igual a

V) = vy + -+ + 0, 1<i<n
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Supdngase un préstamo de $ 1.000 que se amortiza en tres cuotas cada 30 dias, y
cuyas cuotas de amortizacion real son de $ 300, $ 300 y $ 400 respectivamente. La
tasa de interés mensual es del 2 %.

Las cuotas a pagar estardn conformadas de la siguiente manera:

Amortizacion real | Cuota de interés Saldo adeudado

v; S; ; Vf)
$300 $1.000 - 0,02 = $ 20 $ 700,00.
$300 $700-0,02=$ 14 $ 400,00.
$400 $400-0,02=$8 $ 0,00.

Como ejemplo, la fila correspondiente a la cuota 2 debe leerse asi: en la cuota 2, paga
$ 300 de amortizacion real mds $ 14 de interés, por lo que la cuota es de $ 314. El saldo
adeudado luego de pagar la cuota resulta de $ 400.

El valor actual de la renta es

1 1
14— 4408 —— =$ 1.
o3+ 3 Top 408 1o $1.000

El valor actual de la renta calculado inmediatamente después de pagar la primera cuota es:
1 314 N 408
A 71,02 0 1,022

es decir, el saldo adeudado a ese momento.

Vi =320

— $ 700,

7.1.2. Sistema alemdn

El sistema alemdn es un sistema de amortizacién donde las cuotas de amortizacién rea-
les son todas iguales. Es decir, si se prevén 7 cuotas, entonces cada cuota de
amortizacién real es igual a

v; = — 1 =1,2,...,n
n

Por lo tanto, el interés que se paga en cada cuota estd dado por
NV
57;:7"(’07;+“‘+'Un):T‘(nﬁ’l—l)'*
n
Como se puede observar, los valores s, 5, . . ., decrecen en forma aritmética: s;,; = s—r V/n.
Como las cuotas de amortizacién son constantes, esto implica que las cuotas del

sistema de amortizacidén, ¢;, también decrecen en forma aritmética: c;,, = ¢;,—r Vin.
Dado que la cuota es igual a la cuota de amortizacién mds el interés sobre todo el



, % . . .
préstamo: ¢; =4 + 7+ V, y las cuotas disminuyen en » V/n, se sigue que las siguien-
tes cuotas estdn dadas por¢; = Vin+r- V— (i —1) - rVin,i=2,3, ..., n.

Por otra parte, para que la anualidad determinada por las cuotas ¢}, 3, . . . , ¢, sea un
sistema de amortizacién, debe cumplirse que el valor actual de las mismas sea igual al
préstamo V. En efecto, teniendo en cuenta la férmula para el cdlculo del valor actual
de una renta en progresién aritmética con cuotas vencidas vista en el Capitulo 6, sien-
do la cuota inicial ¢ = Vin + r Vy la razén h = —r Vin se tiene que:

Va = (4rV)am —r 2 ()

\% \%4 "
= EamrJrrVamr = G +Vv
= V({@"+ram) =V

Es decir, el valor actual de la renta es igual al préstamo otorgado.

También debe cumplirse que el valor actual en # = 7 de la anualidad compuesta por las
CUOLAS Ciy15 Civas » - - - » €, sea igual a la parte del préstamo atin no amortizado. Esto es

VX) =Vip1 T+ Vg2 + -+ Uy

En efecto, estas dltimas cuotas también conforman una anualidad de »—: cuotas, en
progresion aritmética, con razén 4 = —r V/n y primer término c;,;. Este término es
i1 = Vintr -(n—i) - Vin, por lo cual se tiene que:

VO = ci+1-an_”—rK (aﬂr—(n—z)u )
n r
v WV v o
- (g‘i»’r(n_z)g)an—ir_Ean—ir+g(n_7’)y
1% . iy _V )
= g(n—z)(ran_”-l-u )—n(n i)

Significa que el valor actual de dicha renta es exactamente la suma de las cuotas de
amortizacién reales que resta pagar, es decir, la parte del préstamo atn adeudado.

Hemos visto entonces que el sistema alemdn cumple con las propiedades de un sistema
de amortizacién. Una caracteristica de este sistema es que las cuotas son decrecientes.
Esto tiene la desventaja de que las primeras cuotas son de mayor valor monetario, y por
lo tanto mads dificiles de afrontar para el deudor. Una alternativa que suele usarse es
modificar el sistema alemdn variando la tasa de interés. Asi, se calculan primero los
valores de las cuotas para una tasa baja de interés, y luego de pagar algunas cuotas se
refinancia la deuda con una tasa de interés més alta.

Supdngase un préstamo por $ 10.000 a pagar en cuatro cuotas, aplicando el sistema aleman
con una tasa de interés del 2% para las dos primeras cuotas y del 4% para las dos Gltimas.

Ejemplo 7.2
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Para las dos primeras cuotas se tiene:
c =$2.500 + $200=$2.700 ¢ =$2.700 —0,02-$2.500 = $ 2.650.

El saldo adeudado al finalizar la segunda cuota es de $ 5.000, y la refinanciacién implica que las
proximas cuotas serdn ¢; = 2.500+0,04 - 5.000 = $ 2.700 y ¢; = 2.700—0,04 - 2.500 = $ 2.600.

La anualidad de cuotas $ 2.700, $ 2.650, $ 2.700, $ 2.600 tiene un valor actual préximo
a $ 10.000 si se utiliza una tasa de interés constante del 2,6 %. Sin embargo, si se aplica
el sistema alemdn con una tasa fija del 2,6 %, las dos primeras cuotas serian iguales a:

c =$2.500 + $260 =$2.760 ¢ =$2.760 — 0,026 - $ 2.500 = $ 2.695
algo superiores al sistema que utiliza dos tasas.

Otra alternativa es la aplicacién del sistema francés, como veremos en la siguiente seccién.

7.1.3. Sistema francés

El sistema francés es un sistema de amortizacién en el cual las 7 cuotas a pagar son todas
iguales: es decir, ¢, =, =+ - - =¢, =¢.

Para determinar el valor de ¢, tendremos en cuenta que el valor actual de la renta debe

ser igual al préstamo V. Por otro lado, utilizando la férmula de actualizacién de una

renta con cuotas constantes y vencidas, este valor actual debe ser ¢ - az;,. Por lo tanto:
1% T

CcC = =
A 1—vn

Como hemos visto, cada cuota de la renta se compone de una cuota de amortizacién real
v, y una cuota de interés s La cuota v, es la parte del capital adeudado que se salda en el
instante # = 7. Asi, si denotamos con V, el valor actual de la renta en # = 7, entonces:

v; =V -V, =c. (ar—rr11r — a5=01r)

V.r (1 — =t & V”*i)
11— P
%4

= 1_Vn1/”_i(1—1/)

y usando que 1 — v = - v concluimos que:
Ver
v =——

n+1—:2
C1—m v

—c- VnJrlfz

Ademds, puesto que ¢ = ; + 5; se sigue que:

s;=c- (1 . Vn+1—i)



La sucesién de cuotas de amortizacion reales v; es creciente (1 < 7 < 7) mientras que s;
es decreciente.

Naturalmente, el valor actual de esta renta es V' (pues de esa manera ha sido elegido ¢),
y el valor final es

V.r (1+r)"—1
1—-(1+7r)™" T

Concluimos esta seccién con un ejemplo que muestra las cuotas de amortizacién de un
préstamo, utilizando el sistema alemdn y el francés respectivamente.

Valor final = ¢ - s, = =V.-1+r)"

Un préstamo de $ 1.000.000 es amortizable en 5 afios, con el 15% de interés anual
sobre saldos. Los siguientes cuadros resumen los pagos a efectuar segln los sis-
temas aleman y francés respectivamente.

Cuadros de amortizacion. Los siguientes cuadros de amortizacién muestran el valor
de las cuotas a pagar segtin cada sistema, la composicién de las mismas, y el saldo adeu-
dado al comienzo del periodo.

Puede observarse que las primeras cuotas son mayores para el caso del sistema alemdn,
y esta relacién se invierte en las dltimas cuotas.

Ejemplo 7.3

Periodo

Capital adeudado
al comienzo del periodo

Intereses a

fines del periodo

Amortizaci6n real
a fines del periodo

Cuota
a fines del perfodo

1
2
3
4

5

1.000.000
800.000
600.000
400.000
200.000

150.000
120.000
90.000
60.000
30.000

200.000
200.000
200.000
200.000
200.000

350.000
320.000
290.000
260.000
230.000

Periodo

450.000

1.000.000

Cuadro 7.1 Sistema Aleman

Capital adeudado

al comienzo del periodo

Intereses a

fines del periodo

Amortizacién real

a fines del periodo

1.450.000

Cuota
a fines del periodo

1
2
3
4

5

1.000.000
851.684,45
681.121,56
484.974,24
259.404,83

150.000
127.752,67
102.168,23
72.746,14
38.910,72

148.315,55
170.562,89
196.147,32
225.569,42
259.404,83

298.315,55
298.315,55
298.315,55
298.315,55
298.315,55

Cuadro 7.2 Sistema Francés

491.577,76

1.000.000

1.491.577,76 * |

* La diferencia se debe a

célculos de aproximacion.
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7.2. Sistema americano y fondo de amortizacién

El sistema americano es un sistema de amortizacién de 7 cuotas en las que las n—1
primeras estdn constituidas Unicamente por intereses, y en la dltima se devuelve el
total del préstamo adeudado mds los intereses correspondientes al tltimo periodo. De
esta forma, si el valor del préstamo es V'y la tasa periddica es 7, entonces las n — 1
primeras cuotas son:

CiL=0C =+ = ”71=V7'
y la dltima cuotaesc, = V+ Vr=V (1 + 7).

Notemos que en este sistema la tltima cuota es considerablemente elevada, ya que su
valor es atin mayor que el monto total del préstamo. Por lo tanto, este sistema se suele
combinar con una serie de depdsitos en un fondo de amortizacion. Esto es, al mismo
tiempo que el deudor devuelve las cuotas de interés, aporta al fondo una sucesién de
pagos iguales de modo que se forme finalmente un capital equivalente al préstamo.
Estas cuotas estdn sujetas a una tasa de inter es 7, usualmente distinta e inferior a 7. Si
llamamos fa las cuotas del fondo de amortizacién, entonces se debe cumplir que:

fsmm =V es decir 7= v

Salr

En un sistema americano combinado con el fondo de amortizacién, el deudor pagard
una renta de 7 cuotas constantes iguales a f'+ V' 7, donde las cuotas freconstruyen el
préstamo. Cabe entonces preguntarse cudl es la diferencia entre el sistema americano y
el sistema francés, el cual también asume cuotas constantes.

7.2.1. El sistema francés vs. el sistema americano

Sea 7 la tasa de interés por periodo sobre una deuda de valor V', tanto para el sistema
francés como para el sistema americano, y sea 7’ la tasa de interés para la formacién del
fondo de amortizacién. Sea 7 el nimero de cuotas.

Segtin el sistema francés, cada cuota es igual a

\%4 \%
Cl = — :Vr‘i’i
anr Smr!

y en el sistema americano las cuotas son iguales a

Vv
Co=Vr+—
Snr!
Podemos concluir entonces que si 7 > 7, entonces Sz > Smr y C; < C,. Luego es pre-
ferible el sistema francés. Si ambas tasas son iguales: 7 = 7, entonces ambos sistemas son
equivalentes; y si 7’ > 7, entonces es conveniente el sistema americano.

En la préctica, las tasa de interés para préstamos son superiores a las tasas de interés para
depdsitos. Por lo tanto es conveniente para el deudor un sistema de amortizacién francés.



Solucién. En este caso el interés sobre la deuda es diferente segin se aplique el sistema
francés o el sistema americano. Por lo tanto, debemos calcular las cuotas en cada caso.
Para el sistema francés, cada una de las 15 cuotas anuales deberd ser igual a

~ $200.000

a75)0,11
Para el sistema americano, las cuotas de interés seran de $ 200.000 (1,105)=$ 21.000
y el depésito anual para el fondo de amortizacién serd de

$ 200.000

57510,075
Por lo tanto la empresa deberd aportar anualmente una cuota de $ 28.657,45.

C — $27.813,05

= § 7.657,45

La opcién mds conveniente es la 1.
7.3. Ejercicios

Un individuo es deudor de un préstamo concedido hace cinco aiioes, por un importe Ejercicio 7.1
de $ 1.000.000. El préstamo debia ser amortizado con pagos constantes de $ 162.745,40

al aiio, siendo la tasa de interés del préstamo del 10 %. Calcular qué cantidad debe-

ria entregar el deudor al banco para cancelar el préstamo en este momento.

De un préstamo de $ 1.000.000 a amortizar en 4 aiios por el sistema francés a una Ejercicio 7.2
tasa anual del 10% calcular:

1. el valor de cada cuota.

2. el monto adeudado al comenzar el tercer aio.
3. la tercera cuota de amortizacion real.

4. la cuota de interés del cuarto aiio.

5. el capital amortizado en los tres primeros aiios.

De un préstamo de 10 mil de pesos a amortizar por el sistema francés, con Ejercicio 7.3
pagos anuales al 10% anual, se sabe que la ultima cuota de amortizacion
asciende a $ 1.479,504. Calcular la duracién de la operacion.

Sistemas de amortizacion 89



Ejercicio 7.4

Ejercicio 7.5

Ejercicio 7.6

Ejercicio 7.7

90

Un préstamo de 10 mil pesos es concedido para ser amortizado en cinco afios, con
pagos semestrales, siendo la cuota de amortizacion real semestral constante. Si
la tasa de interés nominal anual es igual al 10 %, calcular:

a) pago correspondiente al octavo semestre.

b) capital adeudado inmediatamente después de pagar la segunda cuota.

El Sr. Dominguez contrae una deuda de $ 85.000, a amortizar con el pago de 18 cuo-
tas cada 30 dias iguales y vencidas a una tasa de interés del 0,15 % anual.

a) Suponiendo que no paga la cuota 10, y de la cuota 11 sélo abona los inte-
reses. ;de cuanto debe ser la cuota 12 para regularizar los pagos?

b) Al pagar la cuota 9 el Sr. Dominguez desea reducir el importe de las
siguientes cuotas en un 10 %. ;Qué pago extraordinario debera hacer
junto con la cuota 9?

Se sabe que un préstamo de X pesos se amortiza en diez aiios mediante cuotas que
disminuyen en progresion aritmética de manera que la diferencia entre dos cuotas
consecutivas es de $ 200. Se sabe ademas que la tdltima cuota asciende a $ 3.918,15
y que el préstamo ha sido concertado a una tasa de interés anual del 8 %.

Calcular las componentes del cuadro de amortizacion del séptimo afo.

En la compra de un electrodoméstico por un importe de $ 3.000 se ofrece pagarlo
en 3 cuotas con amortizacion constante, abonando la primera cuota a los 90 dias
de realizada la operacion, la siguiente los 31y la tercera a los 32. La tasa de inte-
rés pactada en la operacion es de 2 % para 30 dias. Calcule los importes que
deberan pagarse en cada cuota y la composicion de las mismas.

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



Capitulo 8
Flujos de caja

8.1. El concepto de valor actual

¢Cémo se hace para comparar una cantidad de dinero obtenida en este momento con
otra que recibiremos en el futuro? Si la actual es mayor que la futura, obviamente pre-
feriremos la primera, ya que podriamos utilizar la diferencia en cualquier momento y
reservar el resto para hacer con ello lo mismo que harfamos con la cantidad que ibamos
a recibir en el futuro.

La tnica contra que tiene una cantidad mayor en el presente es que puede ser perdida
mds ficilmente que la futura, por ejemplo, alguien nos dice que prefiere que le pague-
mos la semana que viene que es cuando necesitard realmente el dinero, y no ahora que
se expone a gastarlo innecesariamente o ser robado. Sin embargo, estos casos son rela-
tivamente poco frecuentes, por lo cual, no serdn tomados en cuenta.

Sila cantidad futura es mayor que la actual, la decisién no serd tan sencilla. Evaluar qué
podremos hacer con esa suma en el futuro dependerd de la evolucién de los precios.
Esto permitird comprobar hasta qué punto es vélido el refran: “mds vale pdjaro en mano
que cien volando”.

Una forma sencilla de hacer una comparacién entre una cantidad Cy hoy y otra C; den-

tro de seis meses consiste en pensar que pedimos un préstamo a un banco por una

cantidad que se pueda pagar exactamente con C| dentro de seis meses. Si la tasa de inte-
. . . : s i

rés del préstamo bancario es de r, la cantidad que podemos recibir ahora es de C'(1+7)

y esta se puede comparar directamente con C,.

Otra forma de hacer la comparacién es pensar que con $C, podriamos buscar un banco
y hacer un plazo fijo a seis meses a una tasa de interés 7 en el periodo. De esta forma
el banco nos devolverd dentro de seis meses una cantidad Cy(1 + 7°) y podemos com-
parar esta suma directamente con C}.

Notemos que ambas formas coinciden sélo si 7 = 7. En general se tiene que > 7°, por
lo que serd importante, al establecer comparaciones, tener en claro cudl es la tasa de
interés que se tomard como referente.
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Para responder esta pregunta es necesario considerar dos casos.

\

(1.

Dispondremos de $ 1.100 dentro de seis meses. Entonces, nos podemos plan-
tear, en lugar de esperar seis meses para recibir los $ 1.100 y pagar nuestra
deuda, tomar un préstamo por $ 1.000 para pagar la deuda ahora y dentro de
seis meses pagar el préstamo. Segtin lo visto $ 1.100 dentro de seis meses equi-
valen a $ 1.100(1+0,12) " ahora lo que es menor que $ 1.000. Por lo tanto no
conviene tomar el préstamo.

Tenemos los $ 1.000. En este caso la alternativa que se nos presenta es usarlos
para hacer el pago ahora o hacer un depésito a plazo fijo por seis meses y pagar
con lo que se obtenga. Si hacemos esto dltimo, $ 1.000 ahora equivalen a
$ 1.000(1+0,06) dentro de seis meses, que es menor que $ 1.100. Por lo tanto,
nos conviene usar nuestro dinero para pagar ahora.

y.

Con esta idea de equivalencia entre capitales podemos definir la nocién de valor presente.

Sir > 0, en el primer caso el valor actual serd menor que C' ya que lo estamos
multiplicando por un nimero menor que 1 (el inverso de (1 + 7)”). En cambio,
en el segundo caso serd mayor que C' ya que multiplicamos por un nimero mayor
que 1.

En los casos que hay que actualizar un valor pasado, se suele utilizar una tasa de inte-
rés que refleje la inflacidn del tiempo transcurrido.

Podemos actualizar afio a afio para obtener V; = (1 + 0,20)(1 + 0,15)(1 + 0,09)1.000 = $ 1.504,2.
Esto equivale a una actualizacién en todo el periodo con una tasa del 50,42%.

También se pueden actualizar pagos en varios periodos a la vez.
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La tasa trimestral es del 3%. Por lo tanto el primer pago, que se realiza al finalizar el
primer trimestre, serd equivalente a $ 1.000(1+0,03)"" al comienzo del trimestre, el
segundo a 1.000(1+0,03)* y asi podemos calcular el valor actual como:

V, = 1.000(1+0,03)"" + 1.000(1 + 0,03)"* 4 1.000(1 + 0,03)* + 1.000(1 + 0,03)*
= 1.000(1 +0,03)"1(1 + (1 4+ 0,03) "1 + (1 +0,03)"2 + (14 0,03)7%)
,1—(140,03)*
= 1.000(1 +0,03) ' —F— 2
(1+0,03) 1—(1+40,03)!
= $3.619,69
Si en el ejemplo anterior desearamos conocer el valor actual que tendrén los pagos al Ejemplo 8.4

finalizar el afio, tendriamos que el primer pago sera equivalente a 1.000(1 + 0,03)%, ya que
transcurren tres trimestres desde que el primer pago es realizado. El segundo pago
equivaldra a 1.000(1 + 0,03)% el tercero a 1.000(1 + 0,03) y el Gltimo simplemente 1.000.

Asi, el valor actual al finalizar el afo serd de:

vV, = 1.000(1+0,03)®+ 1.000(1 + 0,03)? + 1.000(1 + 0,03) 4 1.000
= 1.000((1 +0,03)> + (1 +0,03)% + (1 +0,03) + 1)

1—(1+0,03)*
= 1.000—————"2_

1—(1+0,03)
= $4.183,62

De una manera andloga, también se podria calcular el Valor actual al momento de rea-
lizar cualquiera de los pagos.

Félix de Samaniego (1745-1801) narra en un poema que una lechera lleva-
ba un cdntaro de leche para vender en el mercado, mientras pensaba en
como podria invertir el dinero recibido. Podré comprar un canasto de hue-
vos, se decia, para luego empollarlos y cambiar a los 100 pollos ya crecidos,
por un lechén que al engordar se pueda vender y obtener dinero suficiente
para comprar una vaca con ternero. En un salto que dié por la alegria que
esto le provocaba, cay6 el cintaro al suelo y se rompié junto a sus suenos.
En este ejemplo, a partir de una inversién equivalente a un cdntaro de leche
o un canasto de huevos, en el primer periodo obtiene la diferencia entre 100
pollos menos el canasto de huevos, en el segundo un cerdo menos los 100
pollos, y por tltimo la vaca con el ternero menos el cerdo.

La lechera de Vermeer
Los ejemplos anteriores son casos particulares de lo que se conoce como flujos de caja.

Una sucesion de pagos y cobranzas (c,, ¢1, ¢, . - . , ¢,.1, ¢,) Se conoce con el nom- Definicion 8.3
bre de flujo de caja. Se conviene que ¢, < 0 corresponde a un pagoy ¢, > 0
corresponde a una cobranza.
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Si aceptamos valores ¢; = 0 podemos suponer que ¢, corresponde al final del k-ésimo
periodo y que todos los periodos tienen la misma duracién.

Supdngase que cobraremos mensualmente ciertas cantidades (en miles de
pesos) durante los proximos cuatro afios. ;Cuél de las siguientes tres posibili-
dades es mas conveniente?

a=(10, 11, 12, 13, 14)
b=(12,12, 12, 12, 12)
c=(14, 13, 12, 11, 10)

Si llamamos z; al pago que recibiremos al finalizar el i-ésimo mes y 7 la tasa de interés men-
sual, el valor presente de la sucesién de cinco pagos se puede representar por la férmula:

5
V=> (1+r) "z
i=1

Intuitivamente, mientras mayor sea la tasa menos importante serdn los pagos futuros y
convendrd mds la alternativa que realiza mayores pagos al comienzo. Si multiplicamos
la férmula por (1+7)* obtenemos el valor que tendrdn los pagos al finalizar el k-ésimo
mes. Como multiplicar las cantidades por un mismo nimero positivo no altera la rela-
cién de orden podemos comparar los valores al finalizar el tercer mes y obtenemos:

V=101 + r)? + 11(1 +7) + 12 + 13(1 + ) ' + 14(1 + )2

V=121 +r)? + 12(1 +7) + 12 + 12(1 + 7)1 + 12(1 + )2

V=141 +r)* + 13(1 +7) + 12 + 11(1 + 7)1 + 10(1 + )2
De donde

V,—V,==20+r?—0+7r)+ A +7r) ' +2(1 +7)?2
=((1+r)T=Q+m))A+2(A+7) "+ (1 +7)))

De esta ecuaciéon deducimos que V,, serd menor que V, siempre que la tasa r sea positiva.
De la misma forma, podemos ver que V), serd menor que V, siempre que 7 sea positivo.
En este ejemplo, la suma de los pagos era la misma en cada caso. Un pequefio cambio en
las cantidades puede producir cambios radicales. En los ejercicios se verdn casos donde
distintos valores positivos de la tasa hacen cambiar la eleccién de pagos, por ejemplo,
cuando 7 = 0,1 convendrd mds un flujo y cuando r = 0,2 convendrd mds el otro.
Una manera mds constructiva de hacer la comparacién entre dos flujos de caja es la
siguiente: consideremos los flujos a y b del ejemplo anterior, vemos que el flujo b

posee 2 unidades mds que el a el primer mes, ademds es claro que b es equivalente

ab = (10, 2(1+7) + 12, 12, 12, 12).



Esto corresponde a ahorrar las dos unidades que le sobran el primer mes. Por otra parte,
cuando tenemos dos flujos cuyos primeros pagos son iguales, la preferencia estard deter-
minada por los restantes pagos.

De esta forma comparar a con b’ dard el mismo resultado que comparar @’= (11, 12,
13, 14) con b”= (2(1 + 7) + 12, 12, 12, 12). Si se realiza el mismo razonamiento, se
puede reducir la comparacién a dos flujos de 3 meses, luego a flujos de dos meses, y
finalmente a flujos de un mes cuya comparacién es obvia.

En general se tiene:

Dados dos flujosa=(a;, a,, . . . ,a,)y b=1(b, b,,. . . ,0,), si el valor presente
de a es menor que el de b se puede obtener un flujoc=(c,, c,,. . . , c,) equivalen-
teabconc,=a,1<i<nya,<c,

Un tipo de problemas que se pueden resolver con los conceptos de valor actual y flujo
de caja es el de reemplazo de maquinaria. Es usual que en una fdbrica u oficina, con el
paso del tiempo, la maquinaria requiera mayores gastos de mantenimiento. Entonces,
se plantea la compra de un nuevo equipo, que insumird un gasto inicial mayor pero
menores egresos futuros. Para comparar las distintas alternativas serd necesario estable-
cer los correspondientes flujos de caja y sus respectivos valores presentes.

Una compaiiia necesita para su produccién una maquina por los siguientes cinco
afos. Actualmente posee dicha maquina cuyo valor es de $ 18.000 pero se depreciara
$6.000 en los proximos tres afios, tras lo cual quedara sin valor de venta ni posibilidad
de uso. El costo operacional (a principio de afio de esta maquina) es de $ 27.000 y se
espera que este se incremente en $ 6.000 por afio mientras siga siendo usada.

Al comienzo de cada afo, se tiene la alternativa de comprar una mdquina nueva cuyo
costo es de $ 66.000. La vida atil de una mdquina nueva es de seis afios, su valor se
deprecia $ 9.000 cada uno de los primeros dos afios, y de alli en adelante $ 12.000 por
afio. Esta nueva médquina tiene un costo operacional de $ 18.000 el primer afio y luego
se va incrementando $ 3.000 por afo.

;Si la tasa de interés es del 10 %, cudndo le conviene comprar la nueva miquina a la compania?

Este problema puede resolverse calculando los diferentes flujos de caja que se generan
al comprar la nueva mdquina en distintos afios. Los escribiremos usando unidades de
mil. Por ejemplo si se compra al comienzo del primer afio tendremos el flujo:

66, 21, 24, 27, 30, -12

Esto se debe a que el primer afio desembolsamos $ 66.000 en la compra de la nueva
mdquina, mds $ 18.000 por su costo operativo y recibimos $ 18.000 por la venta de la
méquina usada. El segundo afio sélo gastamos $ 21.000 por el costo de operacion y los
siguientes $ 24.000, $ 27.000 y $ 30.000. Finalmente, la mdquina es vendida por su valor
residual de $ 12.000 y, como recibimos esa cantidad, la denotamos con signo negativo.

Propiedad 1.1

Ejemplo 8.6
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De la misma forma se obtienen los flujos alternativos y se tiene:

(. compra al comienzo del primer afo 66, 21, 24, 27, 30, -12
e compra al comienzo del segundo ano 27,72, 21, 24,27, -24
e compra al comienzo del tercer ano 27, 33,78, 21, 24, -36
e compra al comienzo del cuarto ano 27,33, 39, 84, 21, -48

vy

Usando la tasa anual de interés del 10% tenemos que r = 0,1 y podemos calcular, por
ejemplo, el valor actual del segundo flujo de caja:

LA S 2 131,382
L1 (L2 (LD (LD (1,1

De la misma forma obtenemos el valor actual de los restantes flujos de caja y obtenemos:
138,249 131,382 131,280 136, 881

Vemos que conviene comprar la nueva mdquina al comienzo del tercer afio. También
se observa que la diferencia con hacer la compra el segundo afo es muy pequefia, no
asi con el primero y el cuarto.

8.2. Tasa interna de retorno

Una inversién genera un flujo de caja. Una manera conveniente de comparar el rendi-
miento de distintas alternativas de inversién es asignarles un niimero llamado la tasa
interna de retorno o TIR. Supongamos que invertimos una cantidad @ y obtenemos
una sucesiéon de pagos by, b,, . . . , b, no negativos, donde b, es la cantidad que reci-
bimos al final del i-ésimo periodo y b, > 0.

Esto se puede expresar matemdticamente si definimos la funcién P por:
n
P(r)=—-a+) b(l+r)"
=1
entonces la tasa interna de retorno por periodo es el valor " > —1 para el cual Pr’) = 0.

Este ntimero 7 representa la tasa de interés que iguala los valores presentes de lo que
entregamos con lo que recibiremos. Al usar la misma tasa 7" para calcular el valor pre-

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



sente de cada periodo estamos suponiendo que no hay riesgo de reinversién, es decir,
cuando recibamos el primer pago b, lo podremos volver a invertir a una tasa ", lo
mismo con los restantes pagos. La existencia de 7 estd garantizada cuando:

P(0)=—a+) b >0
=il

Ademids puede demostrarse que 7 serd tinico si b; > 0 Vi.

Debemos resolver:

70 70
00= 1+ i
Equivalentemente:
100(1 +7)2 =70(1 +7) + 70
Desarrollando:
100r% + 130r — 40 = 0
Entonces:

—130 + /1302 + 16.000 130 4 1814
e - = 0,257
200 200

Es decir que la TIR es de 25,7% semestral.

En este ejemplo vemos la equivalencia entre el flujo (—100, 70, 70) y el flujo que obten-
driamos en caso de volver a invertir a tasa " el primer pago: (—100, 0, 70(1 + 7) + 70).

El flujo de caja generado es -30, 7, 7, 107. La ecuacién a resolver es:

30=70+7m) '+ 7(1 +7r)2+107(1 + 1)~
Si multiplicamos ambos miembros por (1 + 7)* podemos resolver el problema equivalente

30(L +7) =70 +7)?*+7( +7) + 107
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Desarrollando, obtenemos la ecuacién polinomial en 7:
307° + 8312+ 69r — 91 =0

Por ser una ecuacién de tercer grado tiene, a lo sumo, tres soluciones que son las raices
del polinomio. Puede verse en este caso que la funcién es creciente para r > 0y, por lo
tanto, hay sélo una raiz positiva, que es la que nos interesa. Cuando el grado del poli-
nomio es menor que cinco se puede aplicar una férmula para encontrar las raices. En
general, hay métodos efectivos para calcular aproximaciones.

Un método bisico, ficil de programar, es el de biseccién. Este consiste en encontrar un
intervalo [ag, by] donde se halla la raiz. Una forma de saber si la raiz se encuentra en un
intervalo (a, b) es evaluar la funcién en ambos extremos y comprobar que toma valores
con signos distintos en @ y b. En este ejemplo el [0, 1] es uno de esos intervalos, ya que

P0)=—-84<0yP(1)=30+83+69—91=91>0

Una vez que conseguimos un intervalo [ao, by] con una raiz, calculamos su punto
medio m = (ay + by)/2 y partimos el intervalo en dos mitades: [a,, m] y [m, by]. Ya
sabemos como averiguar en cudl de ellas quedo la rafz. En nuestro ejemplo, calculamos
m = 1/2 y evaluamos el polinomio:

P(1/2)=30/8+83/4+69/2 —-91=-32<0
Por lo tanto, la rafz se encuentra en [1/2, 1]. Evaluamos en 3/4 = (1/2 + 1) /2 y vemos que:
P(3/4)=15,27/32 + 83,9/16 + 69,3/4 — 91 =20, 13 > 0

por lo tanto, la raiz pertenece a [1/2, 3/4]. De esta manera obtenemos una sucesién de
intervalos encajados [a,, b,] D [a,.1, b,.1], que contienen la raiz.

an+bn bn—an

Si nos detenemos en [a,, b,] sabemos que “*3* dista de la raiz en menos que **3**. En nues-
tro ejemplo la raiz r dista de (1/2 + 3/4)/2 = 0,625 en menos de (3/4 — 1/2)/2 = 0,125.
En otras palabras hemos determinado que la tasa es al menos 50% y a lo sumo 75%, y
tomamos como tasa aproximada el 62,5 %. También podriamos seguir afinando el
intervalo hasta obtener la precisién que deseemos.

Aqui hemos descripto sucintamente los pasos que se deben realizar para el célculo de la
tasa interna de retorno. Como se puede observar, ain en un flujo de cuatro términos,
resulta necesario el uso de una calculadora dado el nimero de multiplicaciones que
debemos realizar para obtener cada aproximacion.

Al aumentar el nimero de periodos, la dificultad conceptual es la misma pero la canti-
dad de operaciones necesarias para obtener un resultado es tal, que vuelve
imprescindible el uso de una calculadora financiera o, de ser posible, una computado-
ra'y con un programa (software) conocido como planilla u hoja de cilculo. En ambos
casos se cuenta con funciones especificas para la matemdtica financiera que serdn trata-
das en los apéndices.



Una funcién que nos ahorrard mucho tiempo se llama TIR. Con ella se puede obtener la
tasa interna de retorno de un flujo (a;, a,, . . . , a,) simplemente valudndola en el flujo.

Esto es:
TIR(ay, as, . . . ,a,) =7

En el caso de una calculadora financiera, para obtener 7", se deberd ingresar los datos:
a; y luego buscar y aplicar la funcién TIR o IRR. El caso de una planilla de cilculo es
similar y se facilita el ingreso de datos y el resguardo del resultado.

Dado un bono como el del ejemplo anterior nos planteamos encontrar el precio p
al que deberiamos comprar el bono para obtener una tasa de 50 %.

Para esto debemos resolver la ecuacién: p(1,5)* = 7(1,5)? + 7(1,5) + 107 o sea p = 39,48.
Es decir, si compramos el bono a menos de $ 39,48 obtendremos una tasa mayor que
el 50% anual.

Vemos en este tltimo ejemplo que es mucho mds ficil obtener el precio para una deter-
minada tasa, que la tasa para un determinado precio. Esto nos muestra que puede ser
miés sencillo hacer una tabla donde demos la TIR y el precio que le corresponde.
Cuando queremos resolver el problema inverso buscamos en la tabla un precio aproxi-
mado al dato y su correspondiente TIR nos dard una aproximacién de la tasa buscada.
Esta es una alternativa intermedia a las calculadoras y computadoras, ya que requieren
el uso de estas para su elaboracién, pero luego permiten obtener una aproximacién de
la TIR sin usar pilas ni cables.

Otra funcién de mucha utilidad es la funcién VAN(r, a,, a,, . . . , a,) que permite
obtener el valor actual del flujo (a;, a5, . . . , a,) a una tasa r. Notemos que por su
definicién, VAN y TIR estdn relacionadas por la siguiente férmula:

VAN(TIR(aq, ay, . . . ,a,), Gy, Q. . . ,a,) =0

El concepto de flujo de caja nos permite representar situaciones ya estudiadas en los
capitulos anteriores. Por ejemplo, la amortizacién de un crédito puede verse como un
flujo a = (ag, a1, @y, . . . , a,) donde n es la cantidad de cuotas que debemos pagar,
—a, = C'es el monto que recibimos prestado y a, con 1 <7 < n es la cuota que debe-
mos pagar al finalizar el i-ésimo mes. La tasa de actualizacién utilizada corresponde a
la tasa de interés que el banco recibe por el préstamo.

Tomamos un préstamo en un banco por un monto de $ M, a una tasa anual , paga-
dero en n cuotas iguales de $ c.

¢Cuénto vale cada cuota?
¢Cudl es la deuda R, que resta una vez pagada la k-ésima cuota?

Consideramos el flujo (=M, ¢, . . . , ¢) donde ¢ aparece n veces y buscamos un valor
de ¢ que anule el valor presente del flujo. Esto se refleja en la siguiente ecuacién:

Ejemplo 8.10

Ejemplo 8.1
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(1)

)

)

(4)

S

M=) c1+r)*
k=1
De aqui se deduce el valor de la cuota:

B M B Mr
YR ()R I—(14r)™

Para calcular R, pensemos que antes de pagar la k-ésima cuota debfamos R, mds sus
intereses 7R ., restando a esto la cuota pagada nos queda lo que aun debemos. Esto es:

c

R/e = (]. ar T)R/e,l =
Sabemos que R, = 0, ya que después de la tltima cuota no deberemos nada. La rela-
cién nos dice entonces que R, = ¢/(1 + 7). Consideremos Tj, = ¢ 3" F(1+7)7 y
T, = 0. Estos valores cumplen:
T,=(1+7r)T,, —c 1<k<n

Observemos que T',., = ¢/(1 + r) = R ., y los T}, cumplen la misma relacién que los R,.

Podemos entonces concluir que

R, =T, = anku AP Gl Ch

r

1<k<n

Veamos ahora que sucede en un ejemplo mds concreto.

El Banco de la Plaza nos ofrece un crédito de $ 1.000 a pagar en 60 cuotas iguales
(sistema francés) con una tasa de 18% anual. Calculemos el valor de cada cuota y
la deuda que restara al completar un afio de pagos.

Usando la ecuacién (1) obtenemos

3 1.000 1000 15
0 (1,015)—k  1=LOS0 0,507

Concluimos entonces que ¢ = 25,39 es la cuota que se deberd pagar mensualmente.

En los ejemplos anteriores cada cuota ¢ se compone de una parte A, que amortiza el
capital prestado y una parte I, que corresponde a los intereses de la parte del capital
adeudado al comienzo del periodo anterior. Recordemos que R, es la deuda que atin
nos resta pagar al realizar el k-ésimo pago y r la tasa de interés del préstamo. Entonces
I, = rR,. Ahora podemos usar la ecuacién (2) y asi obtenemos:

I =7mRp_1 =c(1—(147r)1™)
Cémo ¢ = I, + A, deducimos:

Ay=c—Ir=c—c(l—(1+7)f1) =c(l+r) 1



Sien el ejemplo 8.12, deseamos calcular la parte correspondiente a intereses y a amor-
tizacién usamos las ecuaciones (3) y (4) y tenemos para los intereses:

I, =c(1— (1+7)*1") =25,39(1 — 1,015 %)
y para las amortizaciones:
Ay =c(l + 7)1 =25,39(1,015)% !

También podemos plantear los problemas de capitalizacién con un flujo de caja donde
la tasa de actualizacién corresponde a la tasa bancaria de depésitos.

Nos proponemos crear un fondo de ahorro depositando $ 500 por mes durante
36 meses para luego retirar mensualmente un monto = durante los siguientes
36 meses. ;Qué monto podremos retirar si en el banco nos aseguran una tasa
de 8% anual durante los proximos seis afios?

En este caso el flujo es de la forma (500, . . . | 500,—z, . . . ,—x). De aqui se
deduce la ecuacién:

35 71

> 500(302/300)F = > x(302/300)

k=0 k=36

donde hemos usado que 302/300 = 1 + 2/300 es el coeficiente de actualizacién correspon-

diente a una tasa de interés del 8/12% mensual y hemos contado los 72 meses del 0 al 71.

Asi obtenemos:

1 — (300/302)3¢ 1-— (300/302)36)
0,006666 0,006666

Simplificando, obtenemos = = 500(302/300)%° = 635, 11. En general, si la cantidad 7

de meses durante los que ahorramos un monto C'es igual a la de los meses durante los
cuales extracremos la renta z, cuando la tasa de capitalizacién es r tendremos:

500( ) = 2(300/302)%%(

x=C(1 +7)"

8.3. Usufructo y nuda propiedad

A veces aparece entre los avisos clasificados, alguno donde se ofrece a la venta la
nuda propiedad de un inmueble. ;Qué quiere decir esto? Significa que se estd sepa-
rando por un lado el derecho a ser el duefio del inmueble, y por otro el derecho a
la renta que este puede brindar durante un cierto lapso. Al primero se lo llama
nuda propiedad y al segundo, usufructo. Estos conceptos también se trasladan al
caso de un préstamo. Como hemos visto en el ejemplo 8.11, un préstamo de $M
genera un flujo de caja (=M, ¢,. . . , c¢) donde c es el valor de cada pago. También
sabemos que cada cuota se descompone en una parte que amortiza el capital y otra
que consiste en el interés por el capital que resta devolver. Esto genera dos flujos

(117[27 o o © 7In)y(A17A27 © o © 7Aﬂ)

Ejemplo 8.13
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Nos planteamos el siguiente problema: supongamos que al cabo de k meses, la tasa de
. . ,

interés del mercado es ahora r,, y el banco decide vender su derecho de cobranza. ;A cudn-
to deberia venderlo? Mds atin, el banco desea vender por separado su derecho al cobro de
intereses y su derecho al cobro de las amortizaciones. ;Cudnto debe cobrar por cada uno?

La respuesta es sencilla, hay que calcular el valor presente de los flujos (Z,1, [y, . . . , L)y
(A1, A, . . . ,A,) usando la nueva tasa de mercado 7,,. Tenemos entonces:
n—k
5) Up = ZIk+j(1 +7m)
j=1
n—k
(6) Ne =Y Api(1+7m) 7
i=1

La férmula

n—k

n—k
Z j ; 1+7‘ j
_ k+j—1-n k—1— n§ ]
(7) Ny = C(1+7') J (1+Tm) = 1+7" - 1_1_7.

Jj=1 Jj=
da el valor de la nuda propiedad NN,, con una tasa de mercado 7, después de haber
pagado k cuotas de n.

Comoc= 1, + A;, 1 < k < n tenemos:

n—k n—k n—

Uit N =D Ty (Ut 1) 7 D Aig(L 1) = D el r) ™
1

E

g=i j=1 Jj=
Ahora podemos expresar U, en términos de N 4y la actualizacién de un flujo de capital constante:

8) U, = CZ(I + ) — N

Aplicamos al ejemplo la férmula (7) para la nuda propiedad:

1+7
Nu—C(].—f—T 492 1+T'f' )J

Reemplazamos las tasas y la cuota por su Valor y desarrollamos:

1 1

N, = 2539(1,015) 492 0 5)
=

25,39(1,015) " (11%5)48—1)
(11%115_1)

= 661,43
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Para obtener el usufructo usamos la férmula (8):
48

Upp = 25,39) (1+7m)7 — Npa

j=1
= 964,16 — 661,43
= 302,73

Una manera alternativa de calcular U, y N, para un préstamo de tipo francés es usar las

relaciones (ver Ejercicio 8.6):
n—k

U+ N, = cZ(l + 7)™

=1

n—k

%’”Uk +N, = c) (1+7r)7
=1

. . —k » —k »
Si calculamos primero ¢330 (1 + 7,,) 7 y la deuda remanente Ry=c) /(1 +7)77,
nos queda planteado un sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas U, y N;, que
tiene una uUnica solucidn siempre que 7, = 7, y se resuelve ficilmente.

8.4. Ejercicios

Tenemos a la venta un auto y nos ofrecen pagar $ 10.000 al contado o un pago de
$5.000 y tres pagos semestrales de $ 2.500

a) ;Cual de las ofertas nos conviene aceptar si la tasa de descuento es del
15% anual?

b) ;Y si fuese del 24% anual?

Con las mismas hipoétesis que en el ejercicio 8.1,
a) ;Cual deberia ser la tasa de descuento para que las ofertas fuesen equivalentes?

b) ;Cual deberia ser el pago inicial de la segunda oferta para que fuese
equivalente a la primera con tasa de descuento de 24%?

i Cual es la tasa interna de retorno de un bono como el del ejemplo 8.9 si lo com-
pramos al 50% de su valor?

Calcular la tasa interna de retorno de un bono a 10 aiios de $ 10.000 que paga
semestralmente $ 500 durante 20 semestres y el Gltimo semestre amortiza el total
del capital, en cada una de las siguientes alternativas:

a) Si pagamos por ¢l $ 10.000 (A la par).

b) Si lo conseguimos a $ 9.000. (Bajo la par).

c) Si lo compramos a $ 10.500. (Sobre la par).

Flujos de caja

Ejercicio 8.1

Ejercicio 8.2

Ejercicio 8.3

Ejercicio 8.4
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Ejercicio 8.5

Ejercicio 8.6

Ejercicio 8.7

Ejercicio 8.8
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Tomamos un préstamo de $ 100.000 a pagar en 20 cuotas semestrales iguales con
una tasa anual del 10 %.

a) ;Cual es la cuota semestral que debemos pagar?
b) ;Cual es la deuda remanente después de realizar nuestro sexto pago?

c) Si en ese momento la tasa de mercado es del 6% anual ;Cuanto vale el
usufructo Ug?

d) ;Cuanto valdria Uj, si la tasa de mercado fuera del 15% anual?

Teniendo en cuenta que R, =0, mostrar que
n—k n—k

> (Rirjo1 — Revs)A+7m) 7 = Re—rm Y Riorja(1+7m) ™

J=1 J=1

Deducir que NV, = Ry + ™™ E;:lk 7Ry j—1(1 + 7)™ y por lo tanto

Hemos tomado un préstamo con una tasa de interés » del 12% anual a pagar en 84
cuotas mensuales de $ 100 cada una. Cuando restan aiin 60 cuotas, la tasa de mer-
cado es del 6% anual. Calcular el valor del usufructo U, y la nuda propiedad [N,

Ayuda: usar Ryy = c(l_(ltﬁ y el sistema de dos ecuaciones.

Hemos tomado un préstamo con una tasa de interés r del 15% anual a pagar en
60 cuotas mensuales de $ 100 cada una. ;Cuantas cuotas nos quedan de pagar si
la deuda remanente es de $ 3.252,13?

Todo lo que usted quiere saber sobre mateméatica financiera, pero no se anima a preguntar



Capitulo 9
[as apariencias enganan

9.1. No todo lo que reluce es oro

En este capitulo analizaremos diversas formas de presentar planes de pago que los hacen
mds atractivos a los consumidores aunque en realidad impliquen el pago de una tasa de
interés mds alta que la publicitada.

Una forma comun de esconder la tasa efectiva es anunciar una tasa anual, tomar
la tasa mensual proporcional y aplicar la actualizacién mediante esta. En el
siguiente ejemplo vemos que esto conduce a una tasa efectiva superior a la tasa
anual anunciada.

Una forma que suele ser usada a veces es la de calcular los intereses en una forma direc-
ta mediante la tasa publicada y luego dividir por el nimero de cuotas. Esto hace que la
tasa equivalente sea mucho mayor ya que no se toma en cuenta lo que se amortiza del
crédito mes a mes.

Una variante de la forma de aumentar la tasa efectiva vista en el ejemplo es el
cobro anticipado de los intereses. En este caso se calculan los intereses del présta-
mo de manera simple, se deducen del monto a prestar y luego se divide por el
ntmero de cuotas.
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Ejemplo 9.3

Ejemplo 9.4
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Nos ofrecen un préstamo de $ 1.000 con un interés del 1% mensual y a pagar en 6
meses. El interés correspondiente del 6% es descontado al entregar el capital.
Entonces recibimos $ 940 = 1.000 — 60 y pagaremos seis cuotas de 1.000/6 cada una.
Para obtener la tasa efectiva correspondiente 7, debemos resolver la ecuacién:

940 = (1000/6) Ag,.

Es decir Ag,, = 5,640. Como Agg o5 = 5,6394 y Ag 179 = 5,6413, vemos que la tasa
efectiva es aproximadamente 1,8% mensual.

Otra forma de obtener por un préstamo una tasa equivalente superior a la anunciada consis-
te en cobrar anticipadamente la primera cuota. Esto tiene como consecuencia que el capital

efectivamente prestado sea inferior en una cuota y el nimero de cuotas disminuya en uno.

Consideremos que C'es el capital prestado, 7 la tasa mensual y 2 la cantidad de meses en que
se pagard el préstamo con cuotas iguales vencidas de valor ¢ que se pagan anticipadamente.

Entonces el valor efectivamente recibido es de C' — ¢ y debe ser igual al valor
actualizado de las n — 1 cuotas restantes.

Para calcular la tasa equivalente 7, debemos resolver la siguiente ecuacién:
-1
C — ¢ = cAy—,,,donde c = C. Az,
Para obtener la solucién suele ser conveniente utilizar una tabla.

Nos ofrecen un préstamo de $ 1.000 en 24 cuotas iguales vencidas y a una tasa del
12% anual y queremos saber la tasa equivalente anual.

Primero calculamos A2l41‘0 o1 = 0,04707 de donde obtenemos ¢ = 47,07. Ahora calcula-
mos el cociente ¢=¢

=< — 952,93/47,07 = 20,245 y planteamos la ecuacién:

Ag3,. = 20,245

Si usamos una tabla de valores de Az, ubicamos el valor de Agz o, = 20,4558 y de
Agz0,0125 = 19,8820. Usando regla de tres simple aproximamos el valor de 7, por

re — 0,01 0,0125 — 0,01
20,2449 — 20,4558 10,8820 — 20,4558 00

De aqui resulta que 7, = 0,01+0,004357 0,2109 = 0,0109188 es decir que la tasa
equivalente mensual esta apenas por debajo del 1,1 %.

Alternativamente, se puede pensar el problema del lado del prestamista que invierte
$ 952,93 (no $ 1.000, ya que al ser el préstamo a cuotas vencidas nos descuenta la prime-
ra cuota $ 47,07 al inicio). Esta inversién le produce un flujo de 23 pagos mensuales de



$ 47,07. Ahora el problema de encontrar la tasa equivalente mensual se resuelve buscando
una tasa que anule el valor presente del flujo de caja correspondiente a una inversién de
$ 952,93 por la cual se obtienen 23 pagos mensuales de $ 47,07. Como sabemos esta tasa
nos es otra que la TIR del flujo. Con una calculadora financiera obtenemos que la TIR de
este flujo es 0,010907072. La diferencia con la encontrada anteriormente se debe a que en
el primer método usamos una aproximacién mediante regla de tres simple. Aprovechamos
la mayor precision de este segundo método para calcular la tasa efectiva anual:

(1 +0,010907072)"* = 1,139029093 %

Es frecuente que en los préstamos hipotecarios se agreguen una serie de gastos al monto pres-
tado: gastos de evaluacién, escribanfa, otorgamiento. También se suelen afadir costos a la
cuota correspondientes al seguro contra incendio de la propiedad y cargo mensual de una
cuenta bancaria. Es por esto que la tasa anual efectiva suele ser muy superior a la anunciada,
muchas veces hasta un 50% mayor. El abuso llegé a tal grado que ahora se exige que en la
publicidad se deje claramente expresado el costo financiero total, abreviado CFT, que mues-
tra la tasa efectiva anual. Esto también es obligatorio en los préstamos que no son hipotecarios.

Un negocio ofrece a quienes utilicen cierta tarjeta de crédito para pagar sus com-
pras, la posibilidad de realizar los pagos en 12 cuotas “sin interés”. Sin embargo,
en letra chica aparece la expresion CFT 4% anual. Esto se debe a que la tarjeta
hace un cargo mensual por el costo del seguro sobre saldos adeudados, que es un
seguro que se contrata automaticamente para responder por nuestra deuda en
caso de muerte del titular de la tarjeta.

El gobierno dec_idi() hacer una rebaja_de cinco pun= = ...CON TODAS LAS TARJETAS ++s
tos de IVA a quienes paguen con tarjeta de débito. DE DEBITO o¢ rooes . ey
El mecanismo consiste en pagar con tarjeta de Sits 2 Mnfoge 3 s tiage

débito el precio total que incluye un 21% de IVA 'y
luego el gobierno devuelve a la caja de ahorro de la
tarjeta lo que corresponde a cinco de los 21 puntos
de IVA. Muchas veces, esto es presentado en avi-
sos de publicidad como un 5% de descuento si se
compra con tarjeta de débito. Sin embargo si hace-
mos la cuenta vemos que si el articulo cuesta $ 100
sin impuesto el importe debitado de nuestra cuen-
ta serd de $121ylo que nos devolveran serad $5. En
otras palabras el descuento obtenido sera de
5/121, esto es un 4,13 %.

= Wi u;"fx__\
OE DESCUENT

g S

EN ALIMENTOS, BEBIDAS,
LIMPIEZA y PERFUMERIA

Tampoco se dice en la publicidad que debido al articulo 7 del Decreto 1548/01, que
reglamenta la devolucidn, esta sélo se aplica cuando el débito es menor o igual que
$ 1.000. Asi, si compramos dos equipos de $ 500,10 cada uno y lo debitamos en un
pago no obtendremos reembolso, pero si lo hacemos en dos compras obtendremos
entre ambas una devolucién total de $ 41,14.

Ejemplo 9.5

Ejemplo 9.6
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9.2. Deuda Pudblica

Cuando el estado necesita mds dinero que el que recauda por impuestos suele hacer un
empréstito mediante titulos puablicos. Esto se realiza mediante la emisién de una serie
de bonos que dan derecho a un flujo de pagos que hard el gobierno.

Cada pago corresponde a un cupdn, el que puede ser de renta, si se pagan intereses por
el capital adeudado, o de amortizacién si se trata de una devolucién del capital.

La tasa de interés pactada puede ser fija o variable y puede consistir en pagos mensua-
les, semestrales o anuales.

Con los datos de la emisién del bono se puede calcular el rendimiento del bono. ;Cémo
se hace para que este coincida con el rendimiento que desean obtener los inversores? Para
esto el gobierno realiza una subasta de los bonos, otorgdndoselos a quien los pague mejor.

Si la mejor oferta supera el valor nominal del bono se dice que la colocacién es sobre la
par, en caso contrario serd bajo la par. En el primer caso la TIR serd menor que la
correspondiente a las condiciones originales de la emisién y en el segundo caso obten-
dremos una TIR mayor.

El gobierno realiz6 una licitacion por U$S 500 millones del Bonar VII, un titulo emitido a
siete afios de plazo. La amortizacién de este instrumento se realiza integramente a su
vencimiento (esto se conoce como bono de tipo bullet), mientras que los pagos de renta
se abonan semestralmente. El cupon paga un interés del 7% nominal anual.

Sisabemos que la TIR resultante de la licitacion fue del 8,4 %, jcual fue el precio de corte?

Solucién: si llamamos x al precio de corte en délares por un bono de U$S 1.000, el
flujo generado es el siguiente:

(—=z, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 1.035)

Usamos ahora que el valor presente del flujo correspondiente a la tasa licitada del 4,2%
semestral, debe ser nulo. Esto quiere decir que si la tasa de descuento es del 4,2 %, debe
ser equivalente tener la cantidad « ahora o recibir los pagos de renta y amortizacién que

nos corresponden por haber comprado el bono.
14

r = > 35(1+0,042)F + 1.000(1 + 0,042)"*
k=1
1—1,0427 14
0,042
— 364,875 + 562, 150

= US$S 927,02

Entonces, el precio que se pagd por estos titulos en la licitacién tuvo un descuento de
aproximadamente 7,3 %.

= +1.000(1,042)



¢Qué TIR esperaba obtener quien oferté comprar los bonos con un 10% de descuento?

En este caso tenemos que calcular la tasa que hace nulo el valor actual del flujo:
(=900, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 1.035)

Podemos ver, con la ayuda de una tabla o computadora, que una solucién aproximada
es 8,95 %. Comprobar que estamos cerca de la solucién es mds sencillo, basta ver que
si se usa esta tasa, el valor actual del flujo de pagos V es aproximadamente U$S 900:

1—1,04475714
0, 04475
— 358,38 + 541,78

= U$S 900,16
V AN (8,954,/200; 35; 35; 35; 35; 35; 35; 35; 35; 35; 35; 35; 35; 35; 1035) = 899, 97 ~ 900

V = 35 +1.000(1,04475)

El estado emite una serie de bonos a 10 afios de plazo con una tasa de interés del 6% Ejemplo 9.8
anual pagaderos semestralmente y con amortizaciones anuales del 12,5% a partir

del tercer afo. jCuél es la TIR que le corresponde a esta inversion si los bonos son

colocados bajo la par con un descuento del 10% sobre el valor nominal? ;Cuél es

la TIR si pagamos un 5% por encima del valor nominal?

El flujo generado por una inversién de $ 800 a valor nominal serd
(-800, 24, 24, 24, 124, 21, 121, 18, 118, 15, 115, 12, 112, 9, 109, 6, 106, 3, 103)
y le corresponde una TIR de 6% anual

Si obtenemos un 10% de descuento al suscribir tendremos el flujo:
(-720, 24, 24, 24, 124, 21, 121, 18, 118, 15, 115, 12, 112, 9, 109, 6, 106, 3, 103)
que tiene una TIR del 8,4% anual.

Si pagamos un 5% al suscribir tendremos el flujo:
(-840, 24, 24, 24, 124, 21, 121, 18, 118, 15, 115, 12, 112, 9, 109, 6, 106, 3, 103)
que da una TIR del 4,93 %.

En los ejemplos anteriores, el cdlculo de la TIR asume que, al cobrar intereses o amortizacién par-
cial, ese dinero puede ser reinvertido a la misma tasa. Esto no siempre es posible y genera un riesgo
llamado riesgo de reinversién. Un tipo de bonos que no corren este riesgo son los bonos cupén
cero, que deben su nombre a que no poseen cupones de intereses 0 amortizaciones parciales. Un
bono cupén cero se amortiza totalmente a su vencimiento. Si el valor nominal del bono es de Viy
al suscribirlo pagamos p, la TIR 7 correspondiente resulta de la ecuacién

p=V@+7r)”

donde n es el nimero de periodos hasta su vencimiento.
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Si tomamos en cuenta que el flujo de caja generado es de la forma (—p, 0,0,. . . ,0,V)
podemos calcular la tasa como:

v =TIR(—p; 0;0; . . . ;0; V)

Este tipo de bonos suele usarse para garantizar la devolucién del capital. La Reptblica
Argentina no emite este tipo de bonos pero si ha usado los bonos cupén cero del gobier-
no de EEUU para garantizar el pago de la deuda externa refinanciada mediante el Plan
Brady a comienzos de la dltima década del siglo pasado. Mediante este mecanismo, el
gobierno suscribe bonos cupén cero a 20 6 30 anos por el total del capital adeudado y
los entrega como garantia de pago del capital adeudado. Con esto, el acreedor se asegu-
ra el cobro del capital prestado al cabo de 20 6 30 afios y s6lo arriesga la desvalorizacién
de ese capital durante ese tiempo. Al disminuir el riesgo, esto hace que la tasa de inte-
rés pactada sea menor y se haga posible la financiacién.

9.3. :Qué es el Riesgo Pais?

Este se define como la posibilidad que un estado se vea en dificultades para cumplir con
las obligaciones inherentes a su deuda externa. Los economistas tratan de medir el
Riesgo Pais mediante un indice de mercados emergentes (EMBI+) que combina la TIR
de los principales bonos que componen la deuda externa de un pais y la comparan con
la tasa que ofrecen los bonos del tesoro de Norteamérica. Segtin esta forma de medir-
lo, el riesgo pais de Estados Unidos es nulo por definicién.

Si un pais tiene un indice de 700 puntos significa que el estado de dicho pais deberd
pagar para obtener dinero aproximadamente un 7% de interés anual mds que lo que
paga el gobierno de EEUU. Cuando el indice pasa los 1.200 puntos, deja de tener sen-
tido y lo tnico que significa es que el estado no puede tomar préstamos y se teme que
declare una cesacién de pagos (default) como pasé en Argentina a fines de 2001.

Muchos fondos de inversién extranjeros sélo pueden invertir en paises con un indice
menor que 300. Por ejemplo Brasil llegé a esta situacién en 2008.

9.4. Correccién por inflacién

A menudo se generan confusiones debido a la inflacién. Asi llamamos al fenémeno por el
cual los precios al final de un periodo son mayores que al comienzo. En simbolos, pode-
mos representar con Fy y P, los precios al comienzo y al final del periodo. Entonces:

INFLACION <=> P, > P,

La existencia de inflacién puede causar que lo que parecia un buen rendimiento
no lo sea tanto, e incluso llegue a ser una pérdida. Por esto se suele hacer la dis-
tincién entre rendimiento financiero y rendimiento econdmico de una operacién



financiera. Supongamos que tenemos un capital Cj al comienzo de un periodo y
realizamos una operacién de tal forma que al final obtenemos C'; > Cj. Tendremos
entonces que I = C} — C es el rendimiento financiero de la operacién.

Por otra parte, si al comienzo del periodo con $ C; comprdbamos 100 kg de carne y al final
con $ C; compramos 90 kg tuvimos un rendimiento econémico negativo. Si en cambio
con $ C, compramos mds de 100 kg el rendimiento econémico habrd sido positivo.

En otras palabras, si s6lo conocemos la tasa de interés que nos ofrece una inversion, no
podremos decidir si esta tltima nos dard un beneficio econémico o una pérdida. Para
esto debemos relacionar la tasa de interés con la tasa de inflacién en el periodo.
Lamentablemente, s6lo se conocen las tasas de inflacién una vez finalizado el periodo.
Por lo cual recién podremos decir si la inversién fue buena o mala una vez concluida.
Mids atn, muchas veces se manejan distintos indices de inflacién, por lo cual debere-
mos usar el mds apropiado para nuestra situacion.

Un importador invierte en la compra de productos U$S 100.000, que consigue el
2/1/08 a $ 3,17 cada uno. Con la venta de los productos obtiene a fin de afio
$360.000 y el délar se vende a $ 3,47. Un importador brasilefio invierte en la com-
pra de productos U$S 100.000, que consigue el 2/1/08 a 1,80 reales por délar. Con la
venta de los productos obtiene a fin de afio 210.000 reales y el délar se vende a 2,16
reales. ;Qué rendimiento tuvo cada inversor?

Para calcular el rendimiento financiero del importador argentino determinamos primero
Cy = 3,17 - 100.000 que es el capital invertido. Por otra parte lo que obtiene es:

C; = 360.000 y por lo tanto I = 360.000 — 317.000 = 43.000
Por lo tanto el rendimiento es de 13,56 %.
En el caso del brasilefio tenemos una inversién de 1,80 - 100. 000 con la cual obtiene
a fin de ano 210.000 reales, por lo tanto una diferencia de 30.000 reales. Esto da un
rendimiento financiero del 14,29 %.
Para ver sus rendimientos econémicos, en ambos casos conviene relacionarlos con el
precio del délar. Al comienzo del ano ambos compraban con su capital U$S 100.000.

:Cudntos ddlares compran a fin de afio con el resultado de su inversién?
Esto es:
C,/3,47 = 360.000/3,47 = 103.746,40 en el caso argentino y
210.000/2,16 = 97.222,22 en el brasilefio.

Entonces, el rendimiento econémico del argentino fue positivo, ya que puede com-
prar un 3,75% mads de délares que los que compraba a principio de afo, pero el
brasileno tuvo un rendimiento econémico negativo (-2,78 %) porque no recupera
los délares que invirtid.

Ejemplo 9.9
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Vemos en el ejemplo que los rendimientos econdmicos fueron menores que el financiero.
Queremos tener una medida mds precisa de lo ocurrido.

Recordemos que el concepto de valor actual nos permite relacionar cantidades que
corresponden a distinto tiempo. Entonces podemos actualizar el resultado de invertir
un peso segun el indice de aumento mds apropiado a nuestra situacién, en el ejemplo,
el correspondiente al délar.

Notemos que al multiplicar por 100.000 obtenemos la cantidad de délares que el
importador argentino podia comprar a fin de ano. El importador obtuvo una tasa de
rendimiento real del 3,75% anual.

Para el caso brasilefo tenemos:

. 210.000 — 180.000

180.000 = 0,166667
Por otro lado calculamos la tasa de aumento del délar a:
2,16 — 1,80
=" 7 _ (92
1,80 0,20

Finalmente tenemos la tasa real 7:
~ 1+0,1666667
~ 1+ 0,200000

Asi el importador brasilefio tuvo una tasa real negativa de 2,78% anual.

—1=0,97222225 — 1 = —0,02777775

De estos ejemplos, vemos que la tasa de descuento por inflacién puede hacer que un
negocio aparentemente beneficioso se vuelva un mal negocio. Es por ello que hay que
prestar mucha atencién al indice que usamos para aproximar la inflacién. En el ejemplo
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usamos el aumento del délar, pero suelen usarse el indice de precios al consumidor
(IPC), indice de precios mayoristas, indice salarial, etc. En Argentina, todos estos indi-
ces son elaborados por el Instituto Nacional de Estadisticas y Censos (INDEC). Este
organismo hace encuestas en hogares mediante las cuales elabora una lista de los bien-
es y servicios que mds representan el consumo de cada familia. A partir de esto, se
calcula para cada bien, la proporcién en que incide cada variedad de producto en el
total consumido. Por ejemplo, el pan fresco tiene una incidencia del 2,0% y esto quie-
re decir que representa un 2,0% del total gastado en un periodo. El conjunto de estos
productos se conoce como canasta. Cada mes se relevan en distintos puntos de venta,
los precios de los productos que componen la canasta. La variacién mes a mes del pre-
cio de esta canasta se refleja en el Indice de precios al consumidor (IPC).

iCuénto es el IPC de febrero si en enero valia 100 y todos los bienes mantuvieron
el mismo precio salvo el pan fresco que se duplicd (suponemos que este item tenia
una participacion del 2% en enero)?

La canasta del mes [ se puede representar por una suma C; = > °_, ¢xpy.; donde ¢, es la
cantidad consumida del k-ésimo bien y p;, es su precio correspondiente al mes .
Podemos suponer que el indice k = 1 corresponde al pan fresco. La hipétesis de que el
IPC de enero es 100 quiere decir que haremos C; equivalente a 100. Para calcular C,
usamos que Pi, = 2P11 ¥ P2 = Pe1 Vk > 1. Asi tenemos:

n
Co = capig+ Z CkPk,2
k=2

c12pig + Z CkPk,1
k=2

n
c1pia + g CkPk,1
k=1

= capi1+Ch

Mis atn, sabemos que la participacién del pan fresco en el gasto de enero era del 2 %, esto es:
q p p p g

C1P1,1 _ i
4 100

Entonces C, = C1(2/100 + 1) = 102C,/100. El IPC de febrero es por lo tanto:
IPC, = (C,/C})100 = 102. La variacién es entonces del 2 %.

Alternativamente, hacemos el siguiente razonamiento: como C; = 100 podemos supo-
ner que el gasto total al principio de enero era de $ 100 y en pan era de $ 2. Durante
el mes el gasto en pan aumentd a $ 4 y los demds productos se mantuvieron estables
por lo cual el total del gasto a principios de febrero, serd de $ 102. Tenemos asi que el
IPC de febrero serd de 102 como habfamos calculado.

El IPC mensual es la base para el cilculo de los valores diarios del Coeficiente de
Estabilizacién de Referencia (CER), que es usado en la indexacién de varios titulos
publicos emitidos en pesos. Esencialmente el CER distribuye a lo largo del corriente
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mes la inflacién registrada el mes anterior. Esto permite hacer actualizaciones diarias de
tal forma que si se ajusta un monto mediante el CER desde el dia 7 de un mes, cuan-
do el INDEC da a conocer el IPC, hasta el dia 6 del mes siguiente, se obtiene el monto
actualizado por dicho IPC, que corresponde a la evolucién de precios del mes anterior.
La idea es que al actualizar el valor del bono mediante el CER, este no pierda el poder
adquisitivo dentro del pais. También es posible hacer plazos fijos indexados por CER.

Ejercicio 9.1

Ejercicio 9.2

Ejercicio 9.3

Ejercicio 9.4

Ejercicio 9.5

Ejercicio 9.6
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En caso que suscribamos titulos indexados por CER, recibiremos pagos por intereses,
amortizacién y actualizacién del capital.

9.5. Ejercicios

Nos ofrecen un crédito de $ 2.000 pagadero en 20 cuotas iguales a una tasa anual
del 20%. ;Cual es la tasa equivalente anual?

iCual es la tasa equivalente anual de un crédito a 30 cuotas al 15% anual,
donde la cuota se calcula con la proporcion correspondiente de la tasa anual
anunciada?

Compramos un electrodoméstico que cuesta $ 2.000 y nos ofrecen pagarlo en 12
cuotas a un interés del 12% anual calculado directamente y repartido en las cuo-
tas. Calcular el interés total que pagaremos, el importe de cada cuota y la tasa
equivalente anual efectivamente pagada.

Queremos comprar un equipo que cuesta $ 1.000 y nos ofrecen pagarlo en 10 cuo-
tas a un interés del 10% anual calculado directamente y repartido en las cuotas.
¢ Cuanto costara cada cuota? ;Cual es la tasa equivalente anual que nos cobran?

Una loteria nos ofrece como premio $ 1.000.000 a pagar en 200 cuotas mensuales
de $5.000 cada una. Si la tasa de depositos a plazo fijo es de 12% anual, ;me con-
viene aceptar una oferta de $ 500.000 al contado?

Nos ofrecen un préstamo de $ 2.000 con un interés del 1% mensual y a pagar en 10
meses. El interés correspondiente del 10% es descontado al entregar el capital. Y
debemos pagar los $ 2.000 en 10 cuotas de $ 200 cada una. Calcular la tasa equi-
valente anual que nos cobran efectivamente.
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Nos ofrecen un préstamo de $ 1.000 con un interés del 1% mensual y a pagar en 12
meses. El interés total es descontado al entregar el capital. Si pagamos los $ 1.000 en
12 cuotas de $ 1.000/12 cada una, ;cual es la tasa equivalente anual que nos cobran?.

Nos ofrecen un préstamo de $ 1.000 a una tasa del 12% anual a pagar en 12 cuo-
tas iguales vencidas donde la primera es descontada al recibir el préstamo. ;Cual
es la tasa equivalente anual?

Calcular la tasa equivalente anual de un préstamo de $ 3.000 a una tasa del 10%
anual a pagar en 24 cuotas iguales vencidas donde la primera es descontada al
recibir el préstamo.

Si la tasa interna de retorno de un bono cupén cero a 20 aiios de plazo es del 10%
anual, ;jcuanto debemos pagar por un bono de un millon de délares?

En la novela Crimen y Castigo de F. Dostoievski, el estudiante Raskolnikof pide un
préstamo de un rublo y medio, por el cual le cobran de interés diez kopeks por
rublo al mes (1rublo=100 kopeks). Si el pago de los intereses se hace por antici-
pado y el capital se devuelve al mes ;cual es la tasa real de interés mensual?

;Cuanto nos acreditaran por devolucion de IVA si pagamos con tarjeta de débito
una compra de $ 300 en el supermercado?

En el ejemplo 9.11, supongamos que el gasto en leche fluida en enero fue el 1%
del gasto total. ;Cuanto hubiera sido el IPC de febrero si ademas del pan fresco
hubiera subido el 50% la leche fluida?

Las apariencias engafan

Ejercicio 9.7

Ejercicio 9.8

Ejercicio 9.9

Ejercicio 9.10

Ejercicio 9.11

Ejercicio 9.12

Ejercicio 9.13
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