Capitulo 6
Geometria proyectiva

Inés Saltiva

6.1. Introduccion

Observemos las dos mesas de la Figura 6.1

Y veamos la figura 6.2 ;Qué ocurre si se la mira desde el borde derecho de la pdgina?

Dentro de estos ejemplos hay mucha geometriaescon

=
diday, para encontrarla, tenemos que remontarnos al
siglo XV, a la época del Renacimiento y,en lugar de
buscar entre los mateméticos de esa época, hacerlo
entre los pintores. Esto no suena tan raro, dado que los

Figura6.1

ejemplossetratan dedibujosy desuinterpretacion.

Uno de los cambios que se produce en la pintura del

y

Renacimento es el estudio de la perspectiva, y unode ([~
sus precursores fue Giotto di Bondone. El marcé un
nuevo rumbo en la bsqueda de realismo y sensacion
de profundidad. Lo sigui6 Filippo Brunelleschi, que
logré encontrar leyes geométricas para la perspectiva.

-N

No escribi6 ningtn tratado sobre el tema, sino que :
mostrd su sistema enla practica. Pinté dos paneles que Figurab.2

representaban dos plazas de Florencia usando su técni-

ca.Paraaumentar la sensacién derealismo, pint6 el cielo de uno desus paneles con
plata, de manera que el cielo real se reflejara, y entonces se podia ver cémo las nubes
corrian empujadas por el viento sobre la perfecta composicién de edificios pintados.

Hubo varios artistas impresionados por las obras de Brunelleschi. Los primeros en tra-
bajar usando perspectivas geométricas fueron Masaccio, Fra Angélico y Paolo Ucello.
Sin embargo, seria Leon Battista Alberti quien por primera vez dejaria por escrito esas
reglas. Nacido en 1404 en Roma, fue arquitecto, matematico, poeta, filésofo, misico y
arquedlogo. Entre otras obras, publicé “De Pictura” en 1436, donde escribi6 la prime-
ra definicion cientifica de perspectiva, que puede analizarse de la siguiente manera.

Supongamos que miramos una nube a través de una ventana. El ojo recibe los rayos lumino-

sos que salen de cada punto del objeto, y con estos rayos forma la imagen que recibe el
cerebro. Ahora, para cada uno de esos rayos marquemos el lugar donde cruza la ventana;
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cuandolanubesehayaido, todavia podremos “verla” enla ventana (verlafigura
6.3) . Esmuy importante nocambiar de posicién durante todo el proceso.

Alos rayos que usamos para dibujar en el vidrio se los llama proyeccion, y al
conjunto de los puntos que quedaron marcados enla ventana, y que forman
el dibujo de la nube, se lo llama seccion.

Elproblema era, enese entonces, como se debia pintar un objeto paraque
pareciera estar “mésalla” dela tela. Piero della Francesca, Andrea Mantegna
y mas tarde Alberto Durero se sumanalabtisqueda de esa técnica. Pero, para
esa época, el estudio de las proporciones ya no estaba restringido sélo a los
pintores y artistas. En 1509 Luca Pacioli publica “De Divina Proportione”, unlibro
con ilustraciones de Leonardo da Vinci que trata sobre la proporcion aurea y la pers-
pectiva, entre otros temas geométricos. Gracias a esta obra, Durero se interesa por la
matematica en relacién con el arte, con lo que empieza un estudio de la misma que no
abandoné en su vida y que marcé una profunda influencia en sus obras.

La evolucion de la perspectiva en la pintura se puede observar a partir de los cuadros
de distintos artistas renacentistas. Hemos elegido algunas que muestran esta evolucién,
en los cuales se observa gradualmente como mejora la técnica para dotar de profundi-
dadalapintura, y cémovarianlas proporcionesaladistancia. Primero,en Laultima
cena (1302/05) de Giotto di Bondone, se observa una nocion de perspectiva muy basi-
ca, y alejada de la que asociamos al cuadro de igual nombre de Da Vinci, pintada casi
doscientosafnos después. Porotra parte, en EINacimiento de San Nicolas, suvocaciony
la distribucion de limosna a los pobres, de 1437, se observan ya nociones méds precisas, si
bien no siempre se mantienen paralelas lineas que deberian serlo. En El Tributo de
Masaccio (iniciado por Massolino en 1424, terminadoen 1480 por Lippi) se observa
claramente el uso de la perspectiva para resaltar la figura central de Cristo, quien estd
dibujado dela misma altura que los Apdstoles, y convergen a él laslineas de los escalo-
nes, el dintel dela puerta, el frente del edificio (antes se acostumbra representarlo més
alto, para indicar su importancia). Por tltimo, en

El trénsito de la Virgen (1462) de Andrea
Mantegna se observan ya las reglas dela perpec-
tiva de Alberti excelentemente combinadas, por
ejemplo: la linea del horizonte bien definida, un




punto de fuga que da una perspectiva central, un
segundo falso punto de fuga en la iglesia que se
ve en el horizonte, el embaldosado del piso inte-
grado a esta perspectiva.

6.1.1. ;Coémo hacer para pintar en
perspectiva?

Enel caso méassencillo, cuando se busca el efecto
de una vista de frente, los artistas utilizan lo que se
llama “punto de fuga”. Un ejemplo tipico, es el
dibujo de las vias del tren cuando el observador se
sittaen ellas. Las vias parecen unirse a lo lejos aun-
que en la realidad sean paralelas. Vamos a dibujar
una caja sobre el suelo para ver cémo se hace.

w1 :
EltrdnsitodelaVirgen

El primer paso (figura 6.4) es decidir /- N /F
dondeesta el horizonte y cual sera el
punto de fuga.

En el segundo paso, vamos a marcar
las esquinas del frente de la caja'y

L]
marcar suavemente las rectas que : :
unen cada una de estas esquinas con Figurab.4 Figura6.s
el punto de fuga (figura 6.5)
Ahora, sobre estas rectas tenemos que
marcar las esquinas visibles de la %

parte trasera de la caja (figura 6.6) / /

Ahora, completamos las lineas hori-

zontales y verticales que podemos ver Figura6.6 Figurab6.7/

de la caja (figura 6.7) - N

Y, como tltimo paso, hacemos las lineas laterales
siguiendolasrectasdel puntode fuga (figura6.8).
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Esta técnica permite conseguir cualquier tipo de vista: frontal, desde arriba o abajo, desde
laderechaolaizquierda. Elefecto cambiard segtin como elijamos el punto de fuga.

Coneste procedimientoselogratraerelinfinitohaciaun puntoenlatela,conloque,
por comparacion, se puede dar una sensacion de distancia y profundidad.

Conviene hacer distintas vistas, cambiando el punto de vista, para entender cémo fun-
ciona el efecto.

6.1.2. Secciones conicas

Como vimos, es relativamente sencillo dibujar en perspectiva objetos con bordes
rectos, ya que basta con encontrar los vértices y completar con lineas rectas. El
caso de objetos con bordes curvos como, por ejemplo, una rueda es mas dificil.
Una figura tan sencilla como un circulo no se vera, dibujado en perspectiva, como
otro circulo.

Consideremos el siguiente ejemplo: iluminamos con una linterna una hoja de papel. Si
lalinterna se encuentra perpendicular ala hoja, el cono de luz tiene forma circular; pero
siinclinamos la linterna, el circulo se empieza a deformar y toma varias formas distin-
tas (ver figura 6.9).

seccion de uncono y un plano: el cono es

elhazdeluzdelalinternay el planoesla
P hoja de papel. Estas intersecciones se lla-

man secciones conicas: elipse (incluyeala
/ circunferencia), parabolaehipérbola.

> Se puede pensar estas figuras comola inter-

Las secciones conicas, 0 més brevemente

las conicas, pueden definirse de distintas

maneras. Analiticamente, son las curvas

definidas por unaecuacién del tipo:
ax2+ 2hxy + by2+ 2gx + 2fy +c =0

donde a, b, ¢, f, g, y h son naumeros fijos.

Ejemplo: una circunferencia de radio R esta dada por la ecuacion
x2+y2-R2=0.

Las conicas se pueden definir segtin ciertas propiedades de tipo métrico.



Podemos definir la circunferencia como el conjunto de puntos que equidistan de un
punto que llamamos su centro.

Para el caso de la elipse, existen dos puntos llamados focos conla
siguiente propiedad: desde cualquier punto de la elipse, si trazamos dos
segmentos conectandolos con los focos, como se muestra en la figura
6.10, la suma de las longitudes de estos segmentos no varfa. En parti-
cular, en la circunferencia estos dos puntos se confunden en el centro
de lamisma.

Observacion.

Definimos una elipse de dos formas diferentes (si cortamos el cono con un plano, o via
las distancias a los focos), veamos que efectivamente si cortamos un cono con un plano
inclinado adecuadamente obtenemos una elipse.

Esta demostracién fue dada por Germinal Dandelin, y utiliza las
llamadas esferas de Dandelin. Estas esferas son tangentes al
mismo tiempo al conoy al plano; una por arriba y otra por deba-
jo. Esto significa que cada esfera toca al cono en una
circunferencia, y al plano en un punto.

Llamemos S; a la esfera inferior, K a la circunferencia que com-
parte con el cono y F; al punto donde toca al plano. Y de la
mismamanera, seanS; la esfera superior, Kz la respectiva circun-
ferencia de tangencia y F la interseccién con el plano.

Probemos que F1 y F> cumplen la propiedad que se pide alos
focos de una elipse. Para eso elijamos un punto P cualquiera que
pertenezcaalainterseccion del plan conelcono. Tenemosque
mostrar que la distancia

D =FiP + Pk
nodependedel puntoPelegido,0seaqueesconstante.

Tracemosunarectaque unaa P con el vértice del cono O, y lla-
memos Q1 al punto donde esta recta cruza a la circunferencia K
y Q2 al punto donde cruza a la circunferencia Ko.
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Consideremoslos segmentos PF1 y PQ;, que pertenecenarectas tangentesa S; y que pasanambas
por P.Por la simetria radial de la esfera, tenemos que ambos segmentos deben medir lo mismo.

Trabajando de la misma manera con la esfera superior, tenemos que las distancias PF»
y PQo son iguales.

Entonces tenemos
PF1=P1 PFa2= PQ2
Si sumamos ambas ecuaciones nos queda
PF1 + PF2 = PQ1 + PQ2
O sea

D =PQ1 + PQ2
= Q1Q2

Como las circunferencias de tangencia son perpendiculares a la recta que une al vérti-
ce con P para cualquier punto P, tenemos que Q1Q: sélo depende de la inclinacion del
plano, como queriamos ver.

Analizar las propiedades geométricas que definen a la pardbola y a la hipérbola.
Hallar las ecuaciones de las cénicas en coordenadas polares y cartesianas.

Anamorfosis

Hemos empezado a descubrir cudl es la geometria
oculta detrds de nuestro primer dibujo pero, ; qué
pasa con los rectangulos de la figura 6.2? ; Como
se deforman?

Si miramos detenidamente el cuadro Los embaja-
doresde Hans Holbein (figura6.13.), ;Quéeslo
quesevealospies delos embajadores? ;Y sise
mira desdela parte inferior derecha dela hoja? Se
ve la calavera de la figura 6.14

En este famoso cuadro Holbein usa la técnica de
la anamorfosis. La anamorfosis es un tipo de
representacion de un objeto. En esta representa-
cion la perspectiva estd deformada de modo tal



que obliga al espectador a colocarse en un punto especial y tinico (que no
es el usual frente a la pintura) para verlo bien. El rectangulo a la derecha
enlaFigura 6.2 es unarepresentacién anamorfica de un cuadrado.

De esta forma, la geometria puede enseiarnos como “deformar” los objetos,
oayudarnosasabersiexistealgtin punto desde el cual miraruna pintura para
encontrar figuras “ocultas”.

¢Coémo hacer un dibujo anamorfico? Se traza una cuadricula sobre
el dibujo que se quiere convertir en imagen anamérfica, numeran- x s ¢ o

do cada uno delos cuadradosy sefialando la diagonal del cuadrado
que conforma el contorno externo de la cuadricula (ver figura 6.15).

A continuacién, se procede a distorsionarla red de la forma siguiente: se ) ><

traza un lado del mismo tamafio y ntimero de divisiones que el de la ima—)
gen original. Se elige un punto X a considerable distancia de dicholado | =

y se unen las divisiones con el punto X, como en la figura 6.16.

Desdeel punto X se traza una recta vertical ligeramente menor
ala altura de la cuadricula original y se une su punto extremo,
que denominaremos como Y, con el punto inferior izquierdo
de la nueva cuadricula, ver figura 6.17. }
I

Esta ultima linea cortaré las lineas que concurren en X en
varios puntos. A partir de los puntos asi obtenidos, se trazaran
unas rectas verticales, paralelas entre si, que formaran la cua-
dricula distorsionada, como en la figura 6.18.

A continuacion, se ira dibujando la imagen, trasladando
todos los puntos béasicos a sus lugares correspondientes en Y
la nueva red distorsionada (figura 6.19). Para poder ver el
dibujo sin distorsiones, tal y como es en la realidad, se debe ] }
colocar el papel en forma casi perpendicular a la cara y
mirar la imagen desde la derecha. k

Cuanto més lejos se halle del punto X, mayor seréd la distorsion
de laimagen, que aparecerd estrecha y aplastada.

Esta es una forma muy Y Y
elemental de generar
una imagen anamorfi- ‘ }
ca, en la actualidad
cualquier reproductor } ’{

digital de peliculas, o
programas de procesa-
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miento deimédgenes, pueden cambiar las proporciones delaimagen segtnlosformatos
habituales. También se puede lograr esta clase de efectos mediante lentes especiales,
como en el viejo “Cinemascope”.

Enlaactualidad, existen diversos usos de los dibujos anamérficos. En algunas canchas
de fatbol o rugby se pueden ver imagenes publicitarias pintadas sobre el césped con la
particularidad de que si son tomadas por determinadas cdmaras parecen realmente car-
teles verticales; y pueden provocar alguna sorpresa cuando un jugador les camina por
encima y parece flotar sobre un cartel.

También es muy ttil la deformacion anamorfica en la sefializacién vial. Si nos detene-
mos a mirar las sefiales que se encuentran pintadas en el pavimento vemos que se
encuentran muy alargadas, y sonincémodas para que un peaton las interprete. Esto se
debe a que no estan hechas para los peatones sino para los automovilistas, que tienen
un punto de observacién mas bajo (figura 6.20).

6.2. Teorema de Desargues

Una vez que se desarrollaron las técnicas de perspectiva, su estudio quedé completo
para los pintores del Renacimiento y por mucho tiempo también para los gedmetras,
hastalallegada de Gérard Desargues (1591-1661) un arquitecto e ingeniero militar
francés que encontré un nuevo camino a seguir.

Esto no quiere decir que la geometria no hubiera avanzado, sino que no habfa avanza-
dorespecto del estudio dela perspectiva. En paralelo, con Descartes (1596-1650) y
Fermat (1601-1665) se desarroll6 la geometria analitica; lamentablemente no tenemos
posibilidad de profundizar en ella en este trabajo.

En general, la geometria analiza las propiedades de las figuras en el plano o en el espa-
cio, pero no todas las propiedades de una figura tienen que referirse a las mismas
“caracteristicas” de la figura; podemos querer saber propiedades cuantitativas (por ejem-
plo, el tamafio de un triangulo, su 4rea, la longitud delos lados, la medida de sus
angulos) o propiedades cualitativas (la forma que tiene: si es rectangulo, por ejemplo, o
si todos sus angulos son menores a un recto).



La pregunta natural es entonces: jcudles son las propiedades que estén relacionadas con la
perspectiva, es decir,conla proyeccion? LaGeometria Proyectiva seencarga deestudiarestas
propiedades,y Desarguesseconsiderasufundadordadoqueescribié el primertratadosobre
el tema, en 1639, en el cual se encuentra uno delos primeros teoremas proyectivos:

Si dos triadngulos ABC y A'B’C’ en un plano estdn situados de tal manera que las Teorema de
rectas que unen los Vértices correspondientes (Ay A, By B’, C yC’) se cruzan en Desargues
un punto O, entonces los pares de lados correspondientes se intersecan en tres

puntos que estdn situados sobre una misma recta.

La figura 6.21 nos puede ayudar a comprender el enunciado del teorema.

(Quéesloquehacea este teorema diferente alos que se prueban en
la geometria euclidiana clasica? Lo principal es que su enunciado se
puede considerar como una descripcién de una situacion tridimen-
sional:los tridngulos pueden estar en dos planos diferentes, y la
figura 6.21 es una representacion de cémo los ve un observador
desde el punto O (en lugar de un cono, podemos pensar en una
piramide). Gracias a esto resulta un caso facil de demostrar.

Cambiemos la perspectiva desde la que vemos la figura 6.21. En la
figura6.22 tenemos dos planos, el triingulo ABCenuno deellos,
1, y A’B'C’ en el otro, m. Los dos planos se cortan en unarecta (si
fuesen paralelos, los pares de lados no se intersecarian). Veamos
ahora la demostracién.

Figura6.22

En definitiva, para demostrar el teorema en el plano hay que “salir” a tres dimen-
sionesy mirar eldibujo original enel plano como una proyeccién. Pero para esto
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es necesario definir qué significaba una proyec-
cién en términos un poco mas formales, y es lo
que haremos en la préxima seccién.

Antes de hacerlo, démosle una tiltima mirada a nuestro
teorema, desde otro punto devista. Supongamosquelos
triangulos estuvieran pintados sobre papeles lo suficien-
temente grandes para que no viéramos los bordes y los
fuéramos viendo uno por uno desde el punto O.
¢Podriamos distinguir cual de los tridngulos estamos viendo? No, para nuestros ojos son todos
iguales ya que lo que el ojo mide es el &ngulo entre los vértices y no el tamafio lineal (ver la

figura 6.23).

a =, Para convencernos, hagamos el siguiente test: en la figura 6.24,
(observa un hexagono o un cubo?

Lo que ocurre en este caso es que nuestro cerebro tiende a con-
sideraralasfiguras simétricas como bidimensionales, porloque
pierden su sentido de perspectiva. Asies como se logra el efecto
de profundidad, los objetos no salen del plano pero nuestro
cerebro lo interpreta de esta manera gracias a experiencias pre-

Figura6.24 vias, a tonos de luz, comparaciones, agrupaciones y otras

“herramientas” de la percepcion.

Porejemplo, cuando laLunarecién aparece sobre el horizonte nos parece que es
maés grande que cuando se encuentra en lo alto del cielo, pero enrealidad el
angulo visual no varia. Ante un mismo estimulo el cerebro responde de dos
maneras diferentes.

6.3. La geometria proyectiva

6.3.1. Proyecciones

Supongamos que tenemos dos planosmy i1’ en el espacio. Entonces podemos hacer una
proyeccion central de m en i’ desde un centro O dado.

Esdecir, conectamoslos puntos Py O conunsegmento, y buscamos suinterseccién
con el plano 1. También se puede hacer una proyeccién paralela, donde las rectas de
proyeccion son todas paralelas.
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Ambas proyecciones se muestran en la figura 6.25.

Algunas propiedades basicas que surgen de estas definiciones son las siguientes:

( Y

e Un punto se proyecta en un punto.

e Una recta se proyecta en una recta.

e Si un punto estd en una recta, la proyeccion del punto estard en la proyec-
cién de la recta y si una recta pasa por un punto la proyeccion de la recta
pasard por la proyeccion del punto.

e Si tres puntos estan en una misma recta, sus proyecciones estaran en una
misma recta.

e Si tres rectas pasan por un mismo punto, sus proyecciones pasaran por un
mismo punto.

L .

Es importante notar que en la demostracién del teorema de Desargues en el espacio se
utilizé que la proyeccion era central, y que los pares de lados correspondientes no eran
paralelos (asi las prolongaciones se intersecaban). Para eliminar estas hipétesis deberfa-
mos hacer una demostracién nueva.

Este tipo de situaciones se repiten constantemente cuando se trata de teoremas de la
Geometria Proyectiva, que suelen no involucrar longitudes pero si intersecciones. El
gran aporte de Desargues fue encontrar la manera de que todos esos casos especiales
cayeran dentro de un tinico caso general. ; Coémolo hizo? Ampli6 el sentido de “punto”
y de “recta” de manera que cumplieran dos objetivos esenciales:

r 3

Proyeccion central Proyeccion paralela

\ Figura 6.2 5} 4
= - ]
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e Que siguieran valiendo los primeros 4 postulados de Euclides, con lo cual
valdrian todos los teoremas demostrados usando esos postulados.

e Que dos rectas paralelas se intersecaran en un Gnico punto.

6.3.2. Las geometrias no-euclidianas.

Ya vimos los primeros cinco postulados de Euclides en el capitulo 2:

1. Desde cualquier punto a cualquier otro se puede trazar una recta..

2. Toda recta limitada puede prolongarse indefinidamente en la misma
direccion.

3. Con cualquier centro y cualquier radio se puede trazar una circunferencia.

4, Todos los angulos rectos son iguales entre si.

5. Siunarecta, al cortar a otras dos, forma de un mismo lado angulosinternos

menores que dos rectos, esas dos rectas prolongadas indefinidamente se
cortan del lado en que estan los angulos menores que dosrectos.

Durante siglos los matematicos creyeron que, en realidad, el quinto postulado podia
ser demostrado en base a los demas. Gracias a estos esfuerzos lo que se consiguio
fueron diferentes enunciados que eran equivalentes al original; o sea, eran verdade-
ros si éste lo era pero no eran demostrables en si mismos. Ya vimos uno en el
capitulo anterior, cuando analizamos la geometria esférica. Listemos aqui distintos
enunciados equivalentes:

e Dos rectas paralelas son equidistantes.

e Si tres puntos estan de un mismo lado de una recta y equidistan de ella, los
tres puntos pertenecen a una misma recta.

e Si una recta encuentra a una de dos paralelas, encuentra necesariamente a
la otra. Esto también puede enunciarse diciendo que dos rectas paralelas a
una tercera son siempre paralelas entre si.

e Por un punto exterior a una recta se puede trazar una y sélo una paralela
a dicha recta.
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e Por un punto cualquiera, tomado en el interior de un angulo, se puede siem-
pre trazar una recta que encuentre a los dos lados del angulo.

e Dado un triangulo cualquiera existe siempre uno semejante de magni-
tud arbitraria.

e Lasuma de los angulos interiores de un triangulo es igual a dos rectos.
e Existen triangulos de area tan grande como se quiera.

e Por tres puntos no alineados pasa siempre una circunferencia.

El problema era gque algunos de estos enunciados parecian demasiado evidentes para
nuestra percepcion del mundo, no podian “no ser ciertos”. La “realidad” los apoyaba.

Por ejemplo; seglin Euclides, dos rectas paralelas son aquellas que, estando en un
mismo plano, no se encuentran al prolongarlas indefinidamente en ambas direccio-
nes siendo una recta “aquella linea que yace igualmente respecto de todos sus
puntos”. Con esta imagen, practicamente estamos obligados a pensar en una recta
como en una linea “derecha”. Pero, ;qué pasa si deformamos el plano donde esta
contenida esa recta? Nuestra recta podria estar “curvada”, como lo vimos con los
circulos maximos en el capitulo anterior. En esta nueva situacion tiene mucho sen-
tido plantearse si dos rectas podrian acercarse indefinidamente sin tocarse.

Después de siglos de tratar de demostrar el quinto postulado se empez6 a pensar en
probar por otro camino... suponer que no se podia demostrar. La idea era directa-
mente negar el postulado y construir nuevamente la geometria sin él, con la
esperanza de llegar a una contradiccion. Lo que se logro fue la construccion de geo-
metrias diferentes e igualmente validas a la geometria euclidiana; todas ellas
consistentes légicamente (o compatibles) solamente si las otras también lo eran.

Partiendo de la formulacion “por un punto exterior a una recta se puede trazar una
y s6lo una paralela a dicha recta” podemos elegir dos caminos para la negacion del
postulado. Una opcion es decir que no se puede trazar ninguna paralela, con lo que
llegamos a lo que se denomina geometria eliptica (la geometria esférica es un caso
particular, cuando la elipse es en realidad un circulo; podemos pensar en la geome-
tria sobre una pelota de rugby). Otra opcion es admitir la existencia de paralelas,
pero que no sean Unicas. Si se propone que por un punto externo a una recta pasan
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varias rectas paralelas se obtiene la geometria hiperbodlica. Esta Glti-

C D ma es la que obtendriamos suponiendo que dos rectas paralelas se
B~ cruzan en un Unico punto.

B Otra manera de llegar a las geometrias no euclidianas es usando el lla-

mado Cuadrilatero de Saccheri (figura 6.26). Porlos extremos de un

segmento AB se trazan segmentos iguales ACy BD, ambos perpendi-

cularesa ABy se unenlos puntos Cy D con unarecta. Se demuestra
que los éngulos o y B son iguales, pero las posibilidades para o y p son:

1. ambos angulos son rectos.
2. ambos angulos son obtusos.

3. ambos angulos son agudos.

Estas son conocidas como las hiptesis del angulo recto, obtuso y agudo. Se puede
demostrar que equivalen, en la forma del postulado “la suma de los angulos interio-
res de un tridngulo es igual a dos rectos” a suponer dicha suma igual, mayor o
menor que dos angulos rectos.

Siguiendo la primera hipotesis se llega a la geometria euclidiana. Siguiendo la
segunda hipdtesis se deduce que las rectas deben ser finitas, lo que fue tomado en
su momento como un absurdo; sin embargo, se trata de las rectas de la geometria
eliptica (y en el caso particular de la geometria esférica ya vimos que la suma de los
angulos interiores de un triangulo era mayor a dos rectos). Finalmente si se consi-
deran los angulos agudos se obtiene la geometria hiperbdlica.

Observacion:

6.4. Los axiomas de la geometria proyectiva

Paraseguir adelante en la construccién de nuestra geometria tenemos que decidir cual
esel punto donde se cruzan dos rectas paralelas. Nuevamente, los ejemplos de la pers-



pectiva en el arte o el de las vias del tren nos sirven: muy lejos o en el “infinito”... y eso
funciona. Agregaremos el punto del infinito. Primero, agreguemos algunas definiciones
que simplifiquen el lenguaje.

Tendremos ahora otrolugar donde hacer geometriaconlos nuevos elementos que agre-
gamos: sera el plano proyectivo. Este plano esta formado por los puntos y rectas del
plano de la geometria usual (de Euclides) y los nuevos puntos del infinito.

Lo que queremos que se cumpla es lo siguiente:

¢ Que cada recta del plano usual tenga asociado un punto ideal (punto en el infinito).

e El punto ideal de una recta pertenecera a todas las rectas paralelas a la dada y a
ninguna otra (todas las rectas paralelas a una dada se encuentran en este punto).

Paralograrlo, basta con pedir que se cumplan los dos siguientes axiomas:

Dados dos puntos existe una unica recta incidente a ambos. | Axioma1l

Dadas dos rectas existe un unico punto incidente a ambas. | Axioma2

Hasta ahoranos preocupamos porque todas las rectas pudieran intersecarse, pero tam-
bién tiene que cumplirse el viejo axioma de que por dos puntos pase siempre una tinica
recta. Cuando estos puntos son dos puntosideales, larecta no puede ser una recta usual
yaqueésta tieneundnico puntoideal. Lomas sencilloesintroducirunarectaideal,
formada por todos los puntos ideales, la recta del infinito. Una manera muy gréfica de
pensar en ella es asociarla a la recta del horizonte.

Faltaria ver si estos cambios afectan a las definiciones de proyeccién, pero en realidad
elnuevo planonosayuda, yaquelo que antes era una proyeccion paralela ahora es una
proyeccion central desde un punto ideal (como los rayos que proyectan son paralelos
entre si, se cruzan en el punto ideal).
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Teorema

Porejemplo, en los dibujos en perspectiva estdbamos proyectando
desde el punto de fuga y nuestro horizonte correspondia a la recta
delinfinito. Enlafigura6.1, el punto de fugaes un puntoideal.

Unavez definido el espacio dondela geometria proyectiva tiene

sus figuras, vamos a tratar de descubrir las propiedades que se
preservan si proyectamos esas figuras desde cualquier punto. Y
ya vimos que, por ejemplo, incidencia, concurrencia y colinea-
lidad son propiedades proyectivas. O sea que el teorema de
Desargues en el espacio es un teorema de la geometria proyecti-
va: lo tinico que usamos para demostrarlo fueron intersecciones (incidencias).

En el caso del teorema en el plano, proyectar puede ayudarnos mas todavia. Como las
propiedadessemantienenencualquier figuraalaquelleguemos usando proyecciones,
siencontramos alguna paralaquequede demostrado, entonces vale para todas.

Contodas estas nuevas definiciones se puede probar Desargues enel plano con poco trabajo. Para
esto vamos a usar la siguiente version del Teorema de Thales, correspondiente a la figura 6.27.

Sean dos rectas que se cruzan en un punto O, y que intersecan un par de rectas I,
y I; en los puntos A, B, C, D. Entonces, I; es paralela a I, si y sdlo si

OA _OB
OC OD

Ejercicio 2 | Demostrar este teorema.

Teorema de
Desargues

Demostracion
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Veamos ahora otra demostracion del Teorema de Desargues:

Si dos tridngulos ABC y A'B’C’ en un plano estdn situados de tal manera que las
rectas que unen los Vértices correspondientes (Ay A, By B’, Cy C’) se cruzan en
un punto O, entonces los pares de lados correspondientes se intersecan en tres
puntos que estdn situados sobre una misma recta.

Supongamos que podemos llegar a la situacion de la figura 6.28 (donde Q y R estan
en el infinito) por alguna proyeccion de la figura original. Si el teorema vale en esta
situacién, entonces vale en general.

ParaverqueP,Q,y Rsoncolineales,como Ry Qestan en el infinito, bastariacon ver
quePestdenelinfinitotambién (B’A’paralelaa BA). Loquequeremosveresquelos
tres puntos estdn en la recta ideal. Para eso, en la figura 6.29 introducimos las distan-
cias a los puntos A, B, C, A’, B’, C" desde O.



Por el Teorema anterior, si podemos probar que v/u=s/r
entonces B'A’ es paralela a BA.

Pero sabemos que A’C es paralelaa ACy que C'B’ es para-
lelaa CBentonces, utilizando nuevamente el Teorema,

Yy _ s
X r
y también
Ly v
X u

Por lo tanto, igualando* hemos obtenido que* _ _s
X u r

Ahora veamos cémo llegar a esta figura utilizando proyecciones.

Para que una proyeccién mande Qy R al infinito tene-

mos que elegir el centro de proyeccién O’ de manera que esté en
un plano 1 que también contenga a Q y R (ver figura 6.30). n
Entonces, si hacemos la proyeccion sobre un plano paralelo am o
como 1, lasrectas que unen O’ con Ry Q son paralelas al plano a

i,y por lo tantolo cortan en el infinito.

A pesar de lo novedoso de la idea de Desargues, s6lo interesd a un

pequerio grupo de matematicos ya que en ese momento la geome- 7
tria analitica estaba en pleno desarrollo. Enese grupo se encontraba
Blaise Pascal, quien con sélo 16 afios y siguiendo el trabajo de
Desargues escribi6 su primer tratado de matemética, y en él probo
un teorema que llamoé mysterium hexagrammicum y que ahora lleva su nombre.

Si los vértices de un hexdgono yacen alternativamente en un par de rectas que se Teorema de
intersecan, entonces las tres intersecciones P. Q y R de los lados opuestos del Pascal
hexdgono son colineales.

Como se puede ver en la figura 6.31,
se trata de un hexdgono en el sentido
amplio, o sea que puede intersecarse a

si mismo.
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Ejercicio 3 | Demostrar el teorema de Pascal.

Teorema de
Brianchon

Ejercicio 4

Casi 160 afios después, con Gaspard Monge y su discipulo

Charles Julien Brianchon, logra renacer la geometria proyectiva.
Enel caso de Monge, quien era oficial del ejército de Napoleén
y fisico ademas de matemadtico, su aporte principal fueala geo-
metria descriptiva, aquélla que investiga sobre técnicas de tipo
geométrico que permiten representar objetos tridimensionales
sobre superficies planasy laforma de recuperar las caracteristi-
cas de estas figuras en dos dimensiones en su correspondiente
del espacio. Por su parte Brianchon logra demostrar el teorema
dual del teorema de Pascal, que reproducimos enlafigura 6.32:

Si los lados de un hexdgono pasan alternativamente por dos puntos P y Q fijos,

entonces las tres diagonales que unen pares de Vértices opuestos del hexdgo-
no son concurrentes.

Demostrar el teorema de Brianchon

Principio de dua-
lidad de Poncelet
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La relacion entre los teoremas de Pascal y de Brianchon, que hemos denominado dual, es
unconcepto profundoqueaparece conla geometria proyectiva. Los teoremas duales surgen

VAT

de reemplazar “vértices” por “lados”, “yacen alternativamente” por “pasan alternativamen-

Va7

te”, “puntos” por “rectas” y “son colineales” por “son concurrentes”. Todo teorema que
involucra estos términos puede dualizarse, y obtenemos asi un nuevo teorema.

Por ejemplo, en la geometria euclidea sabemos que por dos puntos siempre pasa una
recta (dos puntos son colineales). Pero no siempre dos rectas se intersecan (no siempre
son concurrentes). En cambio, en el plano proyectivo son enunciados duales:

Dos puntos son colineales
Dos rectas son concurrentes.

Estonoescasualidad, niocurre para estos casos particulares, sino que ocurre para todos
los teoremas de la geometria proyectiva. Este hecho fue descubierto por Jean-Victor
Poncelet, otro militar francés, quien escribié un tratado de geometria proyectiva enla
prisién de Saratoff, durante la campafia de Napoleon contra Rusia, entre 1813 y 1814.

Poncelet descubrié esta relacion dual entre puntos y rectas, asi como algunas de sus operaciones.
Porejemplo, trazar una recta por un puntoes la operacién dual de marcar un punto en unarecta.

El dual de cualquier teorema de la geometria proyectiva, también es un teore-
ma de la geometria proyectiva.



Es decir, siun teorema es verdadero entonces su teorema dual también lo es. Esto s6lo
puede valer donde todo elemento tiene su dual. En la geometria clasica, por efemplo, no
existe el dual de un angulo. Esto proviene de una caracteristica particular de la construc-
ciéndel plano proyectivo, pero paraverlomasclaramente eranecesariosalirdelosmétodos
axiomaticos y de alguna manera incluir los métodos algebraicos y numéricos que siempre
se habfan rechazado en este tipo de geometria. Esto se logré gracias a Julius Pliicker,
Augustus Mobius y Etienne Bobillier, cuando alrededor de 1829 y en medio de una pelea
entre matematicos “sintéticos” (aquellos que defendian una geometria conceptual, basada
en los axiomas) y “algebraicos” (quienes proponian introducir coordenadas) introdujeron
el uso de las coordenadas homoggéneas en la geometria proyectiva.

6.5. Coordenadas homogéneas

Hemos visto brevemente el uso de coordenadas enla geometria euclidiana y enla geo-
metria esférica, como asi también recorrimos algunos de los principales sistemas de
coordenadas (cartesianas, polares). Las coordenadas homogéneas juegan el mismo papel
de las coordenadas cartesianas, pero parametrizan el plano proyectivo. Son ternas de
ntmeros que identifican sus puntos, por lo que pusieron al alcance de los gedmetras
todas las herramientas algebraicas y analiticas que antes no tenian.

En general, las coordenadas de un objeto geométrico
son cualquier conjunto de ntimeros que caracterice ese

objeto de forma tinica. Enel plano usual, conlas coor- o 1:2)
denadas cartesianas se necesitan dos nimeros para
identificar un punto; por ejemplo, podemos elegir el - >
primero para la posicién horizontal y el segundo para
la vertical (ver figura 6.33). .

Enel caso delas coordenadas polares, ddbamos el &ngulo con
el eje X y la distancia alorigen.

Pero para el plano proyectivo tendriamos problemas con
los puntos del infinito. Sin embargo, la solucion viene de
“salir” del plano para agregar una nueva coordenada que
nos diga si el punto es ideal o no.

Pensemos en el plano proyectivo i ubicado en el espacio
tridimensional como se muestra en la figura 6.34

Osea, silaterceracoordenada de un puntoenelespa-
cio es la altura, los puntos del plano euclideo usual
serian de la forma (x, y, 1), pero esto no alcanza para los puntos en el infinito: si
un punto del infinito estuviese indicado como (a, b, 1), coincidiria con el punto
del plano de coordenadas cartesianas (a, b).
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Volvamos entonces a laidea de proyeccién. Si nuestro centro es

™ elorigen de coordenadas O = (0,0,0), entonces para cualquier
punto dem tenemos unarecta que pasa por O. Y paralos pun-

tosenelinfinito, tenemos rectas paralelasamque pasan porel

=————__' | origen (ver figura 6.35)

Las coordenadas homogéneas de cualquier punto P del plano pro-
yectivovanaserlascoordenadas en el espacio de cualquier punto
Q (distinto del origen) que esté enlarectaque uneaP con O.Si
Ipuntoes ordinario podemos elegir, por ejemplo, (a,b,1); pero

en general sirve cualquier terna de la forma

(ta, tb, t) con t#0.

(Estamos usando aquilaecuacién paramétrica de unarectaenel espacio.) Enotras
palabras, a cada punto del plano le hemos asociado una recta. En el caso de un punto
enelinfinito, lo representaremos como (x, y,0). Podemos pensar que (x,y) nosdala
direccion de las rectas paralelas que se cruzarian en este punto ideal P.

Entonces, a cada punto del plano le hemos asigna-
do unarecta del espacio tridimensional. ; Y qué les
tocaalasrectas? Veamoslafigura6.36 T )

Hemos dicho que a cada punto de L le correspon- —
dia unarecta del espacio pasando por el origen.
Entonces, juntando todas estas rectas podemos
pensar que a L le corresponde, en el espacio, un
plano. Este plano pasa por el origen y contiene la
recta L.

Deberiamos darle a L1as coordenadas de ese plano en el espacio. Esto se aclara cuando
miramos la ecuacion que satisface un plano: un punto (x, y,z) esta en un plano que
pasa por el origen cuando es solucién de una igualdad del tipo

ax +by+cz=0

donde a, b y ¢ son nimeros que nos dicen cémo es el plano (qué “inclinaciéon” tiene).

Asi que podemos definir las coordenadas de L como la terna de ntimeros (a, b, ¢) que
corresponden a la ecuacién del plano que pasa por el origen y que tiene al vector (a, b, c)
comonormal. Estoincluyelarectaenelinfinito, porqueenestecasoel planoqueda
las coordenadas es el plano paralelo ammque pasa por el origen de ecuacién z=0.

Estas coordenadas nos muestran como rectas y puntos pueden intercambiar lugares en
la geometria proyectiva.



En primer lugar, puntos y rectas quedan definidos por ternas de ntimeros (distintos de
(0,0,0)), es decir quesinosdanunaternadecoordenadas,no podemos distinguirsi
son de una recta o de un punto.

Ensegundolugar, si tenemos dos ternas decoordenadas (x,y,z) y (a, b,c) que cum-
plen que ax + by + cz =0 (o, equivalentemente, xa + yb + zc = 0). ; Dirfamos que el
punto de coordenadas (x, y, z) pertenece a la recta de coordenadas (a, b, ¢) o que el
punto de coordenadas (a, b, c) pertenece ala recta de coordenadas (x, y,z)? Todo depen-
de dela interpretacién que queramos darle y no de una diferencia real.

Observemos también quelas ternas que definen tanto a puntos como arectas estan aso-
ciadas con direcciones, la direccién de la recta que pasa por el origen para los puntos,
y lanormal al plano para las rectas.

Recordemos que una delas propiedades basicas delas proyecciones era que unarectase
proyectaba en otra recta. Gracias al sistema de coordenadas que introducimos, ahora
podemos darle una forma matematica a la proyeccion. Unarecta en el plano proyectivo
esta dada porlas coordenadas (ta, tb, t) con t# 0, y queremos que su proyeccion sea otra
rectadel plano proyectivodadapor(tc, td, t) cont#0. Las inicas funcionesquecum-
plenconestapropiedad, sincontarlas translaciones, sonlas transformaciones lineales.

Las transformaciones lineales dilatan y contraen al espacio de una manera tal que las pro-
piedades proyectivas se conservan. ;Existird algin grupo de funciones que tampoco
cambien el tamafio de los objetos? La respuesta es que si, y son los movimientos rigidos:
las rotaciones y reflexiones; que son un subconjunto de las transformaciones lineales.

En1872,yalos23anosdeedad, elmatematicoaleman FélixKlein present6el llama-
do Programade Erlangen, donde mostraba que todas las geometrias podian definirse de
una manera distinta a la axiomatica; cada geometria abarcaba el estudio de las propie-
dades del espacio que son invariantes bajo un grupo dado de transformaciones. En el
caso de la geometria euclidea, son los movimientos rigidos; en el caso de la geometria
proyectiva, son las transformaciones lineales.

6.6. Habitacion de Ames

Una habitacién de Ames es una ilusién optica tridimensional,
donde una persona parece cambiar de tamafio a medida que se Posicion actual
mueve lateralmente desde una pared a la otra. delapersonad

Posicién aparente

Lailusiénsevale del hecho que nuestro cerebro cree verunahabi- | dea personan 6
tacién cuadrada cuando en realidad el cuarto esta deformado de
manera que una esquina esta mas alejada. Esto sucede porque el
ojo no recibe informacion sobre el tamafio delos objetos sino |
sobre el &ngulo que abarca suimagen en la retina. Yamenciona- | delahabiacion wiila

Posicion actual

y aparente de la
persona B
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Esquina vista

por un aduito mos quevemosla Lunamés grande ensu proximidad conelhori-
zonte; como la comparamos con algo que se encuentra mas cerca

o automdticamente debe ser porque el tamafio es mayor. En este

wrasera juego se basa la ilusién de la habitacién de Ames, no nos damos
cuenta que la persona se aleja, y por lo tanto la interpretacion es
que se achica.

Esquina vista
por un nifio

Para construir una habitacion de Ames pequena se puede ampliar
e imprimir la siguiente figura.

Una vez caladas las ventanas, el techo y el punto de observacién (marcados con x), se
armay se pega.Se pueden pasar objetosnomuy grandes por detrds delas ventanas para
vercomo cambian detamafio ocolocar distintos objetos dentro paracompararlos.

Ahora, si sequiere construir una habitacién de Ames de mayor tamafio es necesario un
poco mas de trabajo.

Queremos lograr que el observador situado en A vea una habitacién normal.
Entonceslas esquinas delladoizquierdoy dela parte deatras deberianser Ej,
y Ex. Este es el lado que se construird mas atras.
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Marcamos la linea de visién de la esquina, L y elegimos cuén lejos queremos
quesevealaesquina E enel puntoP.

Como queremos que la unién de las dos paredes sea
recta, nos queda determinada la posicion de la falsa i
esquina Ej, Q en la interseccion de la vertical que
baja de Pal suelo. Observemos quequedanalinea- | @
dos el punto donde realmente estara laesquinadela |
habitacién, el punto donde nosotros la veremos y
nuestros pies.

Para poder completar el disefio interior, necesitamos saber como se altera cada objeto
que nos encontremos: las baldosas del piso, alguna ventana, una puerta. En general se
utilizan objetos con bordes rectos para facilitar los calculos.

Paralograr estolo mds conveniente es pensar que una transformacion lineal T deforma
el espacio de tal manera que mandalaslineas rojas alas verdes. Para encontrarla usare-
mosquelas transformacioneslinealesquedan definidas dando su valorsobre unabase.
Elijamos entonces un origen de coordenadas, por ejemplo nuestro origen se encontra-

rd enla esquina inferior derecha de la parte frontal de la habitacién. De esta manera es
facil interpretar la posicion de todas las esquinas, en particular de E; y Eo.

E1=(x,y,0) E=(xy,2) E3=(x,0,0)
P
Si pensamos en estos puntos como vectores ya tenemos nuestra base v
y la transformacién queda definida como la tnica transformacién A n
quecumple: Q ‘ap 0
T(E1)=Q T(E2)=P T(Es)=Es /‘/

Veamos un ejemplo, si consideramos una habitacién original de 4 m
de frente, 4 m de profundidad y 2,5 m de altura tenemos

x=4 y=4 z=2,5
Entonces
E1=(4;4;0) E>=(4;4;2,5) Es=(4;0;0)
Y por lo tanto nuestra transformacién cumple que
T(4;4,0)=Q T(4;4,2,5)=P T(4;0;0)= (4;0;0)

Ahora tenemos que elegir P en la linea de vision que corresponde a E,, o sea P tiene
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que pertenecer a la recta que pasa por E; y A. Consideremos un punto de observacion
centrado y a 1,7m del piso, o sea

A=(0;2,1,7)
Los puntos (a,b,c) que pertenecen a la recta que pasa por E2 y A son de la forma
(a,b,c) = t(4,2,0,8) + (4,4;2,5)
Para t>0, obtendremos puntos “detras” de Ez. Si elegimos t=0,5 obtendremos
P=(a,b,c)=(6;5;2,9) y como Q se encontraba bajando desde P en forma vertical nos

queda Q=(6;5;0).

De esta manera, cuando una persona camine por el fondo de la pieza, se estara alejan-
do 2m hacia atrds y 1m en sentido lateral.

Obtuvimos entonces los tltimos datos necesarios para encontrar T

T(4;4;0) = (6;5,0) T(4;4;2,5) = (6;5;2,9) T(4;0;0) = (4,0;0)
T esta dada por

T(x1,x2,x3) = (x1+0,5x2;1,25x2;1,16x3)
Con esta funcién podemos terminar de determinar la posicién correcta para cada obje-
to o figura que queramos agregar, como por ejemplo un cuadro en la pared posterior.
Basta con ubicar las coordenadas de los vértices en la habitacién original y ver donde
los ubica nuestra transformacion.
Veamos como obtener esta tltima expresion.
Por definicién una transformacion lineal cumple que:
T(u+v)=T(u)+T(v)
T(Au)=A T(u)
dondeu y v son vectores (ternas de ntimeros en nuestro caso) y A es un nimero cualquiera.
Queremos encontrar una expresion para T(x,y,z) sabiendoque
T(4,4;0)=(6;5;0) T(4;4,2,5)=(6;5;2,9) T(4;0;0)= (4;0;0)

Y que los vectores (4,4,0), (4:4;2,5) y (4,0,0) forman una base, o sea que dado un vector
(x,y,z,) cualquiera, podemos encontrarle una tinica terna de niimeros (c.,f,y) que cumple



(xy,z) = o(4;4,0) + B(4,4;2,5) + v(4,0;0)
Para eso igualamos coordenada a coordenada, obteniendo un sistema de ecuaciones
(x,y,z) = a(4;4,0)+p(4,4;2,5)+7(4;0,0)

= (4o+4p+4y;400 +43;2,58)

x=4o+4p+4y (1)
y=4a +4 (Q0))

2=2,5B (I11)

Delll tenemos que B=0,4z

Reemplazando enIl podemos despejar do=y-4B=y-1,62

Entonces 0=0,25y-0,4z
Reemplazando ahora enl obtenemos dy=x-40-4B=x-(y-1,62)-1,6z=x-y
Entonces 1=0,25x-0,25y

Volvamos ahora a nuestra funciéon T
T(xy,z) = T(a(44,0)+B(4;4;2,5)+y(4;0;0))
= aT(4,4,0)+pT(4;4,2,5)+yT((4;0,0)
Por ser una transformacion lineal.
Usando ahora los datos que tenemos queda
T(x,y,z) = a(6;5,0)+p(6;5;2,9)+v(4;0;0)
= (0,25y-0,4z) (6;5;0)+0,4z(6;5;2,9)+(0,25x-0,25y) (4;0;0)
= (1,5y-2,4z;1,25y-27,0)+(2,42;22;1,16z) +(x-y;0;0)

= (x+0,5y;1,25y,1,16z)
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Capitulo 7

Queno entre quienno
sepa topologia
Pablo Amster

7.1. Revelacion de un amor

Corria el afio 1629 cuando el fil6sofo inglés Thomas Hobbes se encontraba de visita en
Paris. Entonces tuvo una sorprendente revelacion, que habria de cambiar el rumbo de
su pensamiento. Segin relata un amigo suyo, J. Autrey, en A Brief Life of Thomas
Hobbes, 1588-1679:

Tenia40arios cuando por primeravez sefijo en la geometria; y ello acontecio acci-
dentalmente. Encontrabase en la biblioteca de un caballero; abiertos estaban los
Elementos de Euclides, y fue la Proposicion 47, EL. libri 1. Leyo la Proposicion. Por
Dios (pues de cuando en cuando gustaba de proferir un exaltado Juramento, para
mayor énfasis) jesto es imposible! Leyo pues la Demostracion, en la que aludia a una
Proposicion previa; proposicion que también leyo. La cual mencionaba otra anterior,
que leyo también. et sic deinceps [y asi sucesivamente] hasta quedar al fin demostra-
tivamente convencido de aquella verdad. Ello le hizo enamorarse de la geometria.

A partir de ese dia, comenzé a proclamar cosas tales como: “No entiende teologia quien
no entiende filosoffa” y “no entiende filosofia quien no sabe matematicas”, que deben
haber causado ciertainquietud entrelos filésofos (y més atn entrelos te6logos).

Para el lector que no se conozca de memoria los cinco libros de Euclides, conviene acla-
rar que la tan misteriosa “Proposicién 47” no es otra que el mas célebre enunciado
geométrico de todos los tiempos, aquel que se conoce como Teorema de Pitdgoras. Y las
proclamas de Hobbes remiten sin duda a la inscripcién que se hallaba a la entrada de
larenombrada Academia de Platén: “Que no entre quien no sepa Geometria”.

Estapuede parecerunaacogida untanto extrafia parael visitante desprevenido, bastan-
te diferente de las frases de bienvenida que suelen leerse enlos felpudos. Sin embargo,
refleja toda una doctrina. Para Platén, el mundo real es una copiade un mundo de
ideas, que serige porlaidea del Bieny fue construido por un Demiurgo o creador. Pero
la piedra fundamental de su creaciéon es matematica; mas concretamente, podemos
decir que no se trata de una sino de cinco piedras. En efecto, el principio fundamental
de la creacion lo constituyen aquellos cinco poliedros regulares que hoy se conocen
como cuerpos platénicos: el tetraedro, el cubo, el octaedro, el icosaedroy el dodecaedro.
Los cuatro primeros corresponden a los cuatro elementos (fuego, tierra, aire y agua),
mientras que el tltimo se reserva para dar al universo el toque final, su tltima pincela-
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da: como dice el Timeo de Platon, “Dios se sirvié de él [el dodecaedro] para componer
elorden final del Todo”.Laimportancia que se concedid a estos cincosélidos es tan
grande, quehay quienes sostienenquelos Elementos de Euclides sonapenas unanarra-
cién detallada (y sin duda excelente) de la teoria de los cuerpos platénicos.

A pesar de su aparente ingenuidad, la influencia de las ideas platénicas persiste hasta
nuestros dias’; encierto sentido, esaesla razén por laque lamatemdtica tiene tanta pre-
sencia enlos programas de estudio, desde el primer afio de la escuela hasta el tltimo.

Pero los tiempos hancambiado desde entonces. Paralos griegos, la matematica se redu-
cia casi exclusivamente a la geometrfa: lo demés era apenas un apoyo, un pufiado de
instrumentos auxiliares para estudiar las verdades concernientes a ese mundo minucio-
samente descripto enlos Elementos. Sin embargo, la matematica actual se compone de
muy diversas ramas de gran importancia: incluso la propia geometria, se ha extendido
y desarrollado a tal punto que la geometria “clésica” o euclidiana es tan s6lo una peque-
fia porcion. Y, de alguna forma, puede decirse que la auténtica base del pensamiento
geométrico se encuentra en una de estas nuevas ramas, que comenzaria surgir unos
veinte siglos después de Euclides. En efecto, fue el gran matematico y filésofo G.
Leibniz quien esboz6 sus primeros fundamentos en unas cartas que escribio alla por
1679y le dio el nombre de Analysis Situs; luego Euler avanz6 otro poco. Pero recién en
el siglo XIX esta nueva rama cobraria unrol preponderante, con los trabajos de Mobius
y enespecial deListing, quienle dioelnombre conelque hoy selaconoce: Topologia.

Enestecapitulo presentaremoslasideasbésicas deestanuevay extrafia“geometrfa”, en
laquelos objetosy lasfiguras parecen cobrar formas distintas. En especial, veremosque
la topologia prescinde por completo de la nocién de métrica o distancia: las propieda-
des que estudia no son de carécter cuantitativo sino mas bien cualitativo.

Ahora bien, a pesar de su gran nivel de abstraccion, la topologia posee numerosas apli-
caciones en los mas variados terrenos. En particular, en las préximas paginas
mostraremos como es posible verificar a partir de ellaun notable hecho de caréacter
puramente geométrico, en el més clasico sentido de la palabra: la inexistencia de otros
poliedros regulares aparte de los mencionados por Platon. De algtin modo, las aplica-
ciones de esta clase parecen confirmar la opinion de otro gran matematico, el francés
Poincaré en su libro Ultimos Pensamientos:

[...] espara favorecer tal intuicion [la geométrica] que el geometra tiene necesidad de dibu-
jar figuras o, por lo menos, representirselas mentalmente. Ahora bien, si desprecia las
propiedadesmétricasoproyectivasdeestasfiguras, sisoloseatienea suspropiedadespura-
mente cualitativas, solamente entonces la intuicion geométrica interviene verdaderamente.
No es que quiera decir con esto que la geometria métrica reposa sobre la logica pura, que
en ellano intervenga ninguna verdad intuitiva, pero estas son intuiciones de otra natura-
leza, andlogas a las que desemperian un papel esencial en aritméticay dlgebra.

1 Elinglés Alfred Whitehead llevo esta aseveracién al extremo, cuando anunci6 que “toda la filosofia occidental es apenas una
coleccion de notas a la filosoffa de Platén”. Como cabe imaginar, esta observaciénno cay6 del todo bien a sus colegas fildsofos.



Como sea, no deja de resultar sorprendente que un enunciado tan “métrico”, que se
refiere a los cuerpos platénicos pueda comprobarse apelando a ideas tan no-métricas,
de orden exclusivamente topologico. Noes aventurado imaginar que, de haberse topa-
do con una demostracion asi, Hobbes se habria enamorado también de esta cautivante
disciplina, nacida cincuenta afios después de su “exaltado Juramento”.

7.2. Débil es la geometria

En la seccion previa hemos presentado a la topologia como una suerte de “geometria
no métrica”. Pero esto que parece un contrasentido refleja en realidad un aspecto pro-
fundo de la matematica, como veremos a continuacion.

Para comenzar, recordemos aquella antigua frase que dice: la geometria es el arte de
razonar sobre figuras mal hechas. Esto se ve cuando inferimos alguna propiedad a par-
tir de un dibujo: trazamos unas lineas (acaso en la arena, intentando imitar a
Arquimedes) y observamos quelas alturas de un triangulo se cortan en un tnico punto,
o que la recta tangente a una circunferencia resulta perpendicular al radio. Sin embar-
go, de algtin modo, estamos razonando sobre figuras mal hechas, especialmente en el
sentido platénico mencionado en la seccién previa: los dibujos no concuerdan con los
objetos perfectos, ideales de la geometria. Pero pese a suimperfeccién, el dibujo es una
valiosa ayudaanuestra intuicion, pues nos permite vislumbrar ciertas propiedades. De
alguna manera, nos convencemos de que el dibujo “mal hecho” nos dice algo que es
cierto; entonces llega el momento de recurrir a los postulados geométricos, para efec-
tuar la demostracién como Euclides manda. Recién en ese momento podemos dar por
vélidas las propiedades intuidas, presentidas en el dibujo.

Poincarévaun pocomasalld, y sepregunta: ;quéesunafigura
mal hecha? Enlageometriaeuclidiana, dosfiguras sonequivalen-
tes si se puede poner una sobre otra empleando tnicamente
rotaciones y traslaciones; desde este punto de vista hay que decir
que el dibujo dela figura 7.1 es un circulo algo mal hecho.

En cambio, nolo es para la geometria proyectiva desarrollada en
el capitulo anterior: un circulo es equivalente a una elipse por-
que, a grandes rasgos, una de las figuras es una “perspectiva” de
la otra. Pero aun aceptando perspectivas tan amplias, todo el
mundo pensara sin duda que la curva de la figura 7.2 es una cir-
cunferencia MUY mal hecha. Todo atisbo de geometria parece
haber quedado olvidado en ese sinuoso recorrido que en casi
nada se asemeja a la circunferencia original.

Sin embargo, para la topologia todavia se trata de figuras equivalentes: como se puede

sospechar, el secreto reside en el “casi” del parrafo previo. Poincaré lo presenta del
siguiente modo:
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Supongamos un modelo cualquiera y la copia de este modelo, realizada por un dibu-
jantepoco diestro;lasproporcionesestin alteradas; las rectas, trazadas por unamano
temblorosa, han sufrido importunas desviaciones y presentan curvaturas malhada-
das. Desde el punto de vista de la geometria proyectiva, las dos figuras no son
equivalentes; por el contrario, lo son, desde el punto de vista del Analysis Situs.

Esto justifica un poco mejor nuestra anterior circunferencia tembleque, y sus malhada-
das curvas: unartista plastico sentirfa que esta copia tan mal hecha es unfracaso, capaz
demotivarloa“colgarlos pinceles”. Sinembargo, las propiedades topolégicas delacir-
cunferencia se conservan: se trata de sus aspectos mas esenciales; mejor dicho, los que
hacen a su esencia topolégica.

Segtin hemos mencionado informalmente, la topologia pasa por alto las “cantidades” y
solo se fija en “cualidades”: dos objetos O; y O, son equivalentes siempre que se pueda
pasar de uno al otro por medio de cierto tipo de transformacién, denominada homeo-
morfismo. En términos mds o menos rigurosos, se trata de una funcién f: @1 Oz
que tiene las siguientes propiedades:

1. Escontinua.
2. Es biyectiva.
3. Lafuncién inversa f1: O2 = O1es continua.

Para entender esto, resulta conveniente dar una nocion aproximada de la idea de conti-
nuidad, que en el espacio comtn y corriente responde a la nocion intuitiva de
deformacion, sin cortes o desgarraduras. En un curso basico de andlisis matematico, se
suele decir que una funcién es continua cuando a medida que nos aproximamos a cual-
quier valor x, los valores de la funcién se aproximan a su imagen f{x). Pero esta definicion,
al margen de que le falta rigor, presenta el inconveniente de que la idea de “aproximarse”
llevaimplicita algunanocién de distancia. Para nuestros fines alcanza con aclarar que exis-
te una manera de corregir este defecto, de modo que si cierta familia de puntos converge
(enunsentido que se puede hacer preciso) a un valor x, entonces las respectivas imagenes
de dichos puntos convergen a f(x). Esta idea algo vaga es suficiente para entender que un
homeomorfismo, que es una funcion continua “ida y vuelta” -es decir, con inversa conti-
nua- preserva determinadas propiedades de los objetos, los denominados invariantes
topoldgicos. Unacircunferenciaconservamuchas de sus propiedades por mas que sela esti-
re, se la comprima un poco o sela deforme. Mientras no la cortemos o peguemos algunos
de sus puntos entre s, seguird siendo una curva cerrada, sin autointersecciones. Esta par-
ticularidad que tienela topologia de ser tan “flexible” justifica aquel nombre coloquial con
que también se la conoce: geometria del caucho. El resultado es una geometria con menos
axiomas quelausual, que hacela vista gorda alas diferencias de orden “métrico” y sélose
concentra en otros aspectos mas esenciales. Una geometria -por asi decirlo- mas permisi-
va: por eso suele decirse también que es una geometriadébil.



7.3. Formulo, luego existo

En esta seccién nos ocuparemos de una de las férmulas més notables de la geometria
depoliedros, conocida como Formula de Euler aunque, como sugiere el subtitulo, el
primero que la demostré fue Descartes2. Nuestra intencion es mostrar que para cual-
quier poliedro simple vale la relacién

V+C-A=2

endonde V, Cy A denotan, respectivamente, elntimero de vértices, carasy aristas.
Pero antes de dar una prueba debemos aclarar el contexto en el que vamos a trabajar.
Sin entrar en mayores detalles, diremos que un poliedro simple es aquel que resulta
topologicamente equivalente a una esfera: de alguna forma, podemos imaginar que lo
“inflamos” hasta obtener una pelota de fatbol. En el fondo, esto no parece tan desacer-
tado, pues uno de los disefios méds comunes de tan popular objeto estd basado en un
poliedro que pensé y dibujoé un gran hombre del Renacimiento: Leonardo da Vinci.

Para nuestros fines es conveniente observar que todo poliedro simple se puede

llevar a un plano de la siguiente manera: basta con eliminar una de sus caras,
y “estirarlo” sobre el plano como si se tratase de un antiguo pergamino. Por

ejemplo, enla figura7.3 tenemos un posible aplanamiento de un cubo.

Esclaroqueel procesoobliga a alterar algunas delas caras y aristas del

poliedro, y enconsecuencialas dimensiones también se modifican respec-
to del original. Sin embargo, el nimero de vértices y aristas se conserva.
Aunque si se produce un cambio en el niimero de caras, pues hemos per-

dido unaen el camino: de este modo, la férmula que debemos probar para
esta clase de redes planas de poligonos es la siguiente:

V+C-A=1

Paraello, vamosa definirunaserie de operaciones “admisibles”, que transformaraneste
grafico en otro, para el cual la relacion sera obvia. Las operaciones son:

1. agregar una arista que una dos vértices no conectados previa-
mente. De esta forma, V se mantiene, mientras que el nimero
de carasy de aristas aumenta en una unidad. Esto quiere decir
que el nimero V + C — A no se modifica;

2. siuntridngulo de la red comparte exactamente dos lados con
el resto, se puede eliminar la aristano compartida, como se
observa en la figura 7.4.

2El matematico alemén Felix Klein dijo una vez que si un teorema lleva el nombre de un matematico, entonces es segu-
ro que este matematico no es suautor. Esto es algo exagerado, aunque hay ejemplos bastante notables, como el binomio
de Newton, el tridngulo de Pascal, o el propio teorema de Pitagoras.
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El ntimero de vértices queda igual, pero se elimina una cara y una arista: nue-
vamente, la cantidad V + C — A se conserva.

3. siun tridngulo de la red comparte un solo lado
conelresto, se puedeeliminarel vérticey las dos
aristas correspondientes (ver figura 7.5)
Deestaforma, el nimerodecarasyel devérti-
ces disminuye en una unidad, y el de aristas
disminuye en dos unidades. Una vez mas el
valor V + C — A permanece inalterado.

Enbase a estas operaciones, se puede proceder de la siguiente manera: en primer lugar,
agregamos todas las diagonales que hagan falta, hasta que quede una red compuesta
exclusivamente por tridngulos. Luego vamos eliminando estos tridngulos uno a uno,
haciendo uso de las dos operaciones restantes. De este modo, llegaremos finalmente a
un tridngulo,en donde V=3=A,y C=1, de modo que la férmula es vélida. Cabe
aclarar que nuestro argumento intuitivo puede hacerse mas riguroso, de modo que se
convierta en una verdadera demostracion. Se puede verificar, sin mucha dificultad, lle-
vando a cabo la reduccion descripta partiendo por ejemplo de un dodecaedro: en
primer lugar, hay que aplanarlo, quitdndole una desus carasy estirando la figura hueca
que queda, como si se tratase de un coqueto centro de mesa compuesto de pentdgonos.
Luego, bastard con agregar dos diagonales a cada pentdgono para obtener una red de
tridngulos, que se iran desvaneciendo uno a uno por medio de las operaciones 2y 3,

como se observa en el siguiente grafico:
1 2 ﬁ 4 - 5

Amododecomentariofinal de estaseccion, valela penaobservarqueel valor2 que
aparece en laférmula de Euler-Descartes puede verse directamente como una propie-
dad de [a esfera, pues vale para cualquier subdivisién poligonal que se trace sobre ella.
Se trata de uninvariante topologico, que se denomina “caracteristica”. La caracteristica
de una esfera (y de cualquier otra superficie equivalente a ella) es 2. Para otras super-
ficies diferentes, dicho valor caracteristico es distinto.




7.4. Los cinco platénicos

En esta seccion brindaremos, tal como hemos anunciado, una demostracion elemental
de ese hecho geométrico que tanto cautivo a los griegos: existen solamente cinco polie-
dros simples regulares, vale decir, cuyas caras son poligonos regulares iguales. Nuestra
herramienta principal va a ser topoldgica: la férmula de Euler-Descartes.

En primerlugar, conviene efectuar unaobservacion muy sencilla, que se desprendejus-
tamente de la regularidad de un poliedro: si el nimero delados por caraesn, y el
ntmero (siempre el mismo) de aristas concurrentes en cada vértice es k, entonces vale

kV=2A, nC = 2A.

Esto es asi, en efecto, ya que cada arista tiene dos vértices, y es compartida por exactamen-
te dos caras. La férmula de Euler-Descartes se reescribe entonces de la siguiente manera:

2A  2A

7+ nTAZZ

0, equivalentemente

Vamosaverquekon,al menosuno deellos, tiene queserigual a3. En primer lugar,
esevidente quek, >3, y si fueran ambos mayores se tendria entonces quek, n > 4.
Resultaria entonces que

1 1 1 1

1
— —= 4 =
k n 274 4 2

=
I —

0,

>

lo que esabsurdo.

Ahora,sik=3,seobtieneque

1_1,1_1_6-n
A 3 n 2 6N

de donde se concluye que 1 < 6. Los valores posibles son:
e n=3yA=6,quecorresponden al tetraedro.
e n=4yA=12, que corresponden al cubo.

e n =5y A=30,que corresponden al dodecaedro.
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Observemos ahora que, en la férmula anterior, los roles de k y n se pueden intercam-
biar. Por eso, si planteamos ahora 1 =3 obtenemos las siguientes posibilidades:

e k=3yA=6,quecorresponden al tetraedro;
e k=4yA=12, que corresponden al octaedro;

e k=5y A =30, que corresponden al icosaedro.

Claramente, el primer casoserepite, lo quehhaceuntotal decinco poliedros. Quizas
sea demasiado pronto para enamorarse, pero debemos reconocer que la demostracion
tiene su encanto...

7.5. Algunas actividades

La demostracién de la seccién previa es muy seductora, en especial porque da cuen-
ta de un hecho sorprendente, que constituye uno de los pilares del misticismo
platénico. Pero sin necesidad de ponernos tan misticos podemos ver, a modo de
ejercicio, algunas otras propiedades geométricas que se deducen de la férmula de
Euler-Descartes. Como dice el matematico francés H. Lebesgue en su trabajo
Quelques conséquences simples de la formule d’Euler, el nimero de propiedades que se
puede obtener con el procedimiento que veremos es infinito; nos limitaremos a
deducir apenas unos hechos basicos, tales como:

1. Todo poliedro simple contiene un triangulo o una triada (es decir, un vértice
con tres aristas concurrentes).

2. Todo poliedro simple tiene una cara con menos de 6 lados.

Se puede intentar una prueba, antes de continuar. En esencia, el razonamiento es muy
similar al de la seccion previa. Sin embargo, ahora no hay valores tinicos de k y 1; por
eso, resulta conveniente denominar por ejemplo Cyal ntiimero de caras que tienen n
lados, y Vial nimero de vértices que tienen k aristas concurrentes. Esto tiene sentido
obviamente para k, n >3, y ademas es claro que los ntimeros C,y Visolo pueden ser dis-
tintos de 0 para un namero finito de valores de 1 y k. Por ejemplo, supongamos que el
valor maximo delados por cara esn, y el valor médximo de aristas concurrentes por vér-
tice es k; se tiene entonces:

C=G+C+...+C,, V=Vs+Vat. +V].

Por otra parte, contando la cantidad total de caras y vértices, se deducen las siguientes férmulas:
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3C+4Ci+.. .+ NC,;=2A, 3V3+4Vi+.. . +KVj=2A.

Multipliquemos a los dos términos de la férmula de Euler-Descartes por 4; de esta
forma resulta:

4(C+...+Cy)+4(Va+...+Vp)—4A=8.
A su vez, escribiendo
4A =2A+2A=3Cs... + NC,+3Vs+. .. + KV,

podemos reagrupar los términos de la igualdad anterior para obtener:

(4-3)Cs+(4-4)Ci+...+ (4= N)Cyt (4-3)Vs+ (@A -4)Va+.. . +(@4-KVi=8.

Finalmente, observemos que, en la dltima expresion, s6lo resultan positivos los coefi-
cientes correspondientes a C3 y V3, ambos iguales a 1: esto prueba que

C + V3 28.

Como consecuencia, hemos demostrado la primera de las afirmaciones. En verdad,
hemos demostrado algo mds: en todo poliedro simple el ndmero total de triangulos y
triadas es por lo menos igual a 8.

Para ver la segunda propiedad, podemos multiplicar ahora a la igualdad de Euler-
Descartes por 6, y escribir 6A = 2A + 4A, de modo que

6(C+...+Cy)—2A+6(Va+...+ V) —-4A=12.
La identidad que se obtiene ahora es
6-3)CG+(6-4)Ca+...+(6-n)Cy+(6-6)Va+(6-8)Va+...+(6-2k) V=12

En este nuevo caso, los tinicos coeficientes positivos son los correspondientes a C;, Cy
y G5,y vale

3G+ 2Cs+ Cs > 12.

Como antes, lo que se prueba es un enunciado algo mas fuerte, mas preciso que la afir-
macién original que pretendiamos demostrar: en todo poliedro simple, el ntimero de
caras de menos de 6 lados es como minimo igual a 12.

A modo de ejercicio, se puede intentar probar el siguiente enunciado, concerniente a
una clase especial de poliedros:
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Ejercicio 1 En un poliedro simple cuyas caras no contienen tridangulos o cuadrilateros (es
decir, C3 = C, = 0) y todos sus vértices son triadas (es decir, V = V3), existe

siempre alguin pentagono que toca a otro pentagono, o bien a un hexagono.

La demostracién es algo mas complicada, pero resulta de multiplicar a la férmula de
Euler-Descartes por 14, y escribir 14A = 4A + 10A.
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Capitulo 8
Tierra, Sol, Luna

Juan Pablo Pinasco

8.1. El problema

Estamos ahora en condiciones de resolver el problema planteado en la introduccion:

Calcular las distancias al Sol y a la Luna, y sus tamafios.

En principio, los valores que estamos buscando son cuatro, como ya seifialamos:

. . . Problema
R, distancia entre el Sol y la Tierra.

r, distancia entre la Luna y la Tierra.
D, diametro del Sol.
d, diametro de la Luna.

Antes de resolver el problema, es importante saber distinguir el
tipo de datos que necesitamos, y cémo calcularlos. Por ejemplo,
supongamos que el Sol, la Tierra y la Luna forman un tridngulo
rectdngulo, como en la figura 8.1

Llamemos aqui R=STy r=TL.

Figura 8.1

Ahora, si conocemos el dngulo a y la distancia SL entre el Sol y
la Luna, podemos utilizar los argumentos trigonométricos que ya vimos para calcular
las distancias buscadas:

cateto opuesto
hipotenusa
St

ST

sen@) =

Entonces, conociendo ay SL, calculamos el seno de 4, y luego despejamos la distancia
entre la Tierra y el Sol ST
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R =

#fi%\

sen(a) '

Ahora, conociendo ST podemos calcular la distancia entre la Tierra y la Luna, T L:
cateto adyacente

cos@ = hipotenusa

_ It
ST
porque en el paso anterior hemos calculado ST, y despejamos
TL = cos(a) - ST.
Observemos que podemos escribir esta tltima ecuacién como

r = cos(a) - R.

Lamentablemente, pararesolverde estaformael problema delasdistancias, estamossupo-
niendo que tenemos cierta informacion, es decir que conocemos tres datos importantes:

1. los puntos S, T, L forman un tridngulo rectangulo,
2. conocemos el &ngulo a,

3. conocemos la distancia SL.

Sinembargo, serfamos deshonestos si terminamos el libro resolviendo el problema de esta
manera. Si pudiéramos medir en forma directa, o con observaciones, la distancia entre el
Soly la Luna, seguramente podriamos medir entonces la distancia entre el Sol y la Tierra
(v entre la Tierra y la Luna) sin necesidad de utilizar argumentos geométricos.

Necesitamos buscar otra manera de encarar el problema, y la solucion debe estar dada
en términos de datos a los que realmente tengamos acceso. En teoria, la solucion ante-
rior es perfecta; en la practica, depende de conocer una distancia tan dificil de calcular
como las que queremos averiguar.

Por otra parte, notemos que nos quedan por analizar los otros dos factores que utiliza-
mos en esta solucion del problema: la suposicién de que el Sol, la Luna y la Tierra
formen un tridngulo rectangulo, y la posibilidad de conocer el angulo a.

La Luna se vemuchas veces durante el dia, aunque no siempre presentala misma forma: va
desdeuna estrechacinta enforma de medialuna, hastael discocompletodelalunallena. En
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algunos casos, cerca de los cuartos crecientes y los menguantes, vemos iluminado exactamen-
te un semicirculo: en ese momento, cuando vemos iluminada la mitad, la Luna se ubica en
el vérticeque corresponde al angulo recto de un tridngulo rectdngulo (verlafigura anterior).

Esmuy dificil determinar con precisién el momento en que exactamente lamitad dela Luna
estdiluminada, porquealseresférica,y susuperficierugosa, novemosexactamenteunalinea
recta que separa la zona iluminada de la zona en sombras, pero es posible determinar ese
momento con una aproximacion muy buena. Desdeya, culpa de esto se cometen errores en
la medicion, pues tal vez el momento elegido para medir no corresponde exactamente al
momento en que el Sol, la Lunay la Tierra forman un tridangulo rectangulo.

Prolongando el borde donde comienza la regién en sombras de la Luna hasta nuestra
ubicacién en la Tierra, obtenemos el cateto adyacente al angulo g, y la hipotenusa es el
segmento que uneala Tierra y el Sol. Ahora, necesitamos medir el &nguloa, y esto
puede hacerse aunque con cierta dificultad, indiquemos brevemente cémo hacerlo.

Tenemosque determinarel énguloquehaceel catetoadyacenteconla hipotenusa, es decir, la
recta que une el punto donde estamos parados con el Sol. Como ya explicamos, es posible hallar
elangulo entre dos objetos que estamos viendo a la distancia (utilizando

un teodolito, u otro instrumento similar). Pero aqui, el problema es que
alinearestarectaimaginariaentrenuestros ojosy el Sol es peligroso, y
nos puede costar la vista. Si se quiere hacer la medicion, se puede inten-
tar lo siguiente: en vez de “mirar” en direccién al Sol, conviene mirar en
la direccién opuesta, lo cual no es tan dificil, ya que es la direccién de
nuestra sombra. Enlugar de medir el &ngulo 4, podemos tratar de medir )
sucomplemento,que debeser180°-a (comoenlafigura8.2).

Para obtener una medicién precisa hay que utilizar un radiotelescopio, o cdmaras de
rayos ultravioletas (pero cuidado, jno se debe mirar en la direccion del Sol!). Este éngu-
lo,medidoconla tecnologiaactual, resultaser de89,853°. Sinembargo, fuemedido
con métodos elementales por Aristarco en el siglo Il a.C.; y el valor que calculd fue de
87°, que no estd tan lejos del valor real, pero veremos que esos 2,853° e diferencia
generanun granerror enlos valores estimados finales. A él debemos tambiénlaidea de
hacer las mediciones cuando STL forman un tridngulo rectangulo.

Caleule _ 1 ,y_ 1 .q0n muy diferentes? | Ejercicio 1

cos (87°) ‘ c0s(89,853°)

En definitiva, la suposicién de que STL forman un tridngulorectén-  Observacion:

gulo resulta razonable, y también es posible medir el angulo a.En

cambio, no podemos medir la longitud de uno de los catetos, o de

la hipotenusa, de manera directa. Es conveniente razonar de este

modo con todos los datos que se introducen para resolver el proble-

ma, verificar si existealguna forma de obtenerlos, 0 sies quehan

salido de la nada, como por arte de magia. En este tltimo caso, debemos descartarlos.
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8.2. Tamafios y distancias

El objetivo de la seccion anterior fue tomar conciencia de que existen datos que pode-
mosobtenerenla préctica (atravésdeunamedicién)y otrosqueno. Enestaseccién
vamos a enfocar otro aspecto del problema, establecer relaciones entre los valores que
queremos calcular aunque no sepamos cuanto valen. Si bien los cuatro valores D, d, R
y rcaen dentro del tipo de datos alos que no podemos acceder en forma directa, la geo-
metria nos permite despejar unos en funcién de los otros.

Por ejemplo, en la seccién anterior vimos que
r = cos(a) - R,

ycomo elanguloa puede medirse, es suficiente averiguar una delas dos distancias para
obtener la otra.

Con una calculadora obtenemos aproximadamente cos(89,833) 0,002565, con lo
que podemos despejar la distancia al Sol,
R = ! T
0, 002565
~ 389, 86r,

y porlotantoladistanciaentrelaTierray el Sol esunas390vecesladistanciaentrela
Tierray la Luna.

¢ Cémo aprovechar esta relaciéon? ;C6mo medir una de estas distancias? La respuesta,
provisoria, pasa por estimar los didmetros que estamos buscando. ;Nos sirve unaregla
comun, graduada en centimetros y milimetros...? jEn contra de todo lo que podamos
imaginar, la respuesta es que si!

Si una noche extendemos una regla con el brazo y “medimos” el didmetro que
vemos de la Luna, sabemos que el tamafio real de la misma no son esos pocos mili-
metros que ocupa en la regla. Pero esta medicioén no es tan intitil como puede
parecer, ya vimos en el capitulo dedicado a la geometria proyectiva que hay reglas
precisas de cudnto y cémo debe achicarse una figura que esta en un cuadro para
que nos dé una impresién de estar a la distancia.

Pensemos, entonces, en hacer un sencillo experimento: intentar atrapar la Luna entre
dos dedos. Antes, vamos a hacerlo con este libro. Déjelo en una mesa o en el piso, a un
metro o dos de distancia, y separe el indice y el pulgar unos tres centimetros. Ahora,
cerrando un ojo, y acercando la mano al (otro) ojo, trate de hacer coincidir el libro
entrelos dosdedos, como silo estuviese sosteniendo entre ellos. Evidentemente, el libro
no mide tres centimetros, pero se ve de ese tamafio si la mano estd ubicada a unos diez
oveintecentimetros denuestracara. Losresultados detriangulossemejantes que vimos



antes no nos permiten calcular el tamafio del libro ni la distancia a la cual lo dejamos,
pero si sabemos que se mantiene la siguiente proporcion:

distancia al libro distancia a los dedos

CLLT T LU T B LOT D LU L DA ST L LD LTS

Realizar este experimento, separando los dedos unos tres centimetros, midiendo
a qué distancia estan los dedos de su ojo, y verifique que el cociente entre la

distancia al libro y su tamaiio es igual al cociente que calculé.

Ejercicio 2

Podemos repetir este experimento conla Luna, y obtener asi una
relacion entre el didmetro d dela Lunay la distanciarala que
esta, el cociente r/d puede calcularse con un experimento similar
(ver figura 8.3). Es decir, resulta que r/d es un cierto valor que si

puede calcularse, pero la precision del valor que obtendremos
dependerd del cuidado con el cual hagamos las mediciones. Se

tiene, aproximadamente, | Figura 8.3

r

Fh 110,

aunque, con seguridad, si lo intentamos nuestra
aproximacion serd muy pobre. jVerifiquelo en una
noche de luna llena!

8.2.1. Calculo del didmetro angular dela Luna

Para calcular el didmetro angular de la Luna necesitamos conocer su velocidad: sabe-
mos que el ciclo lunar tarda 29,5 dias. Este tiempo se puede medir entre dos lunas
llenas consecutivas, sibien hay querepetirlamediciénalolargo dealgunos meses para
obtener esta aproximacién (por ejemplo, si suponemos que el periodo es de 29 dias,
veremos que cada dos meses se atrasa un dia). Como la Luna da una vuelta completa
alrededor de la Tierra en ese tiempo, sabemos que recorre 360°en unas 708 horas. Esto
nos permite calcular su velocidad angular:

360°

708h
~ 0,51°/h.

velocidad angular =

Luego, dado que conocemos la velocidad angular, si podemos calcular cuénto tarda en
recorrer su propia distancia, tendremos una estimacion de su didmetro angular, ya que
conocemossuvelocidadangular. Unaformadecalcularloesobservarcuandola Luna pasa

Tierra,Sol,Luna:elproblema
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Luna
VS
-
pordelantedeunaestrella(enuna
T Para realizar este célculo sélo deben determi- I}OChe de luna Hena’)' tomandoel
Estrella narse la duracién del ciclo lunar, y el tiempo que tiempo que la estrella permanece
Figura 8.4 tarda la Luna en recorrer su propio didmetro. oculta, y calculando asi ladistan-

Puede hacerse de otras formas, por ejemplo, el cia angular que recorre; esta
tiempoen quetarda en ocultarse detras de un edificio, o un arbol. distancia angular es igual asudia-

metroangular, verlaFigura8.4.

El tiempo que tarda es practicamente una hora, apenas un poco més de una hora, con
lo cual el didmetro angular es de 0,52°, 6 30".

Ejercicio 3 Intentar hacer esa medicidn en una noche de luna llena, y verifique que el

tiempo es de aproximadamente una hora.

Conociendo el didmetro angular, obtenemos la relacién entre ry

é \
0,520 d utilizando un argumento trigonométrico. Observemos los
; "|9 | triangulos de la figura 8.5.

_ El primero es un tridngulo isésceles, con la superficie de la
0260 : [d’ ! Lunacomo base; el segundo es un tridangulo rectdngulo que
' y obtenemos bisecando el angulo, cuyos catetos son ry d/2. En

Figura 8.5

definitiva,

cateto opuesto
cateto adyacente
d/2
I
1d
2r

tan(b/?2)

Luego, utilizando ahora una calculadora, podemos despejar
r 1
d ~ 2tan(b/?)
. 1
~0,009075

~ 110.

En definitiva, aunque no podemos medir ni r ni d, si podemos calcular su cociente r/d
(v de dos formas diferentes). Puede parecernos poco este logro, pero observemos que
hemos eliminado otra variable de nuestro problema: si sabemos calcular r, tenemos
resuelto cuanto vale d (o, a lainversa, si podemos calcular d, averiguamos r). Y, en
ambos casos, podemos calcular luego D.
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8.2.2. Didmetro angular del Sol

A primera vista, nos puede parecer que podemos repetir el experimento con el Sol y
obtener de la misma forma un valor para el cociente R/D... iNO! Si lo intentamos,
corremos el riesgo de perder la vision del ojo que dejamos abierto.

No siempre el método que sirve para medir un objeto, conviene para medir otro obje-
to distinto. Debemos buscar otra manera de obtener informacion sobre Ry D, sin mirar
directamente al Sol, y en este caso, utilizaremos los eclipses de sol. Puede resultar para-

dojico que para obtener alguna informacion del tamafo del Sol, utilicemos
precisamente el momento en que no esta visible.

Si observamos iméagenes de eclipses solares (figura 8.6), veremos que la Luna se super-

pone casi perfectamente sobre el Sol.

Esta situacion se puede representar en un diagrama

comoeldelafigura8.7:y, por semejanzade trian-
gulos, tenemos:

! 110
D d
En definitiva, también el didmetro angular del Sol
es de aproximadamente 30" (6 0,5°).

Hemos obtenido entonces otra relacién, ahora para
nuestras incégnitas Ry D: basta conocer una de las
dos, y obtenemos la otra. Es la misma relacién que
hay entreryd,conlocualalcanzaconconocerlos
radios para saber las distancias (o conocer las dis-
tancias para calcular los radios).

Recapitulando, si conociéramos, por ejemplo, la distan-
cia al Sol R, obtenemos despejando el didmetro solar

_ R
109
Ahora, gracias a que conocemos el &ngulo a = 89,
853°, podemos calcular el didmetro lunar,
d = cos(89, 853) - D

_ c0s(89, 853) + R
- 110

Luna

So
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y tendriamos también la distancia a la Luna

r=110 -d
110 - cos(89, 853) - R
a 110
= cos(89, 853) - R.

(recordemos que c0s(89,853) =~ 1/390).

Ejercicio 4 Verifique que si conoce alguno de los valores D, r o d, también es suficiente

para averiguar los restantes.

Antes de pasar a la siguiente seccion, conviene meditar un momento la siguiente cues-
tion: ;Qué convendré intentar averiguar, la distanciaal Soloala Luna? ;O tal vezel
didmetro del Sol, o el dela Luna? Y, cualquiera seala respuesta que elija, ; Cémo podria
intentar calcularlos?

8.3. La sombra de la Tierra

Respondamos ahora las preguntas que dejamos al final delaseccion anterior: podemos
calcular un valor cualquiera de lo que nos interesa, ya sean los didmetros o las distan-
cias, sean del Sol o la Luna. Para cualquiera de los dos, debemos considerar la sombra
que proyecta la Tierra. Hay un argumento muy ingenioso que permite calcular el dia-
metro lunar de manera sencilla, y luego obtener de éste la distancia. Vamos a describir
las dos formas de hacerlo, porque son de gran interés historico.

Una, fue ideada por Aristarco de Samos (310 - 230 a.C.); la otra, por Hiparco (190 - 120 a.C.).

En ambos casos, el truco para obtener mas informacion es pensar en un eclipse lunar.
Esencialmente, en este casoeslaTierralaqueseinterponeentrelaLunayelSol, con
lo cual la Luna queda fuera de nuestra vista durante cierto tiempo. Ahora podemos
hacer un nuevo argumento de semejanza de tridngulos, con el cual despejar el didme-
tro lunar en funcién del didmetro terrestre.

8.3.1. Elargumento de Aristarco

La idea de Aristarco es sencilla, y depende de estimar el tiempo que tarda la Luna en
atravesar el cono de sombras de la Tierra durante un eclipse, practicamente la misma
idea que utilizamos para calcular el didmetro angular de la Luna.

Durante un eclipse de Luna, la Tierra proyecta un cono de sombras, y entre el momen-

to en el cual comienza a entrar la Luna y el momento que sale, pasan poco més de tres
horasy media. Enlafigura 8.8 hemos representado ademas la distancia x, que sumada
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a rnos da la longitud total del cono de sombras [
terrestre. Hemos indicado también la distancia y
que recorre la Luna durante el eclipse:

Si bien no conocemos x, sabemos que, aproximadamen-
te,y=2,6d yaquecadahorala Lunarecorre una distancia
igual a su didmetro angulary tarda 3,6 h en atravesarlo.

X T R

Figura 8.8

Podriamos preguntarnos por qué estadistanciaes 2,6dy no 3,6d, sitarda enrealidad 3,6 h. Larespues-
ta esta en como estamos midiendo la duracion del eclipse: desde que la Luna entra en el cono de

sombras, hasta que sale completamente. El punto del borde que ingresa primero en las sombrastarda
2,6 horasensalir, pero debe transcurrir una horamashasta que el restode la Lunasale de las sombras.

Por semejanza de triangulos, tenemos tres relaciones entre estas longitudes:

2, 6d Dt
X  x+r
D
T x+r+R

Antes de despejar, recordemos que

D =390d

R =110D

R =110890d
R =42.900d
r=110d,

y que el radio terrestre es de 6.378 km, con lo cual el didmetro es Dt = 12.756 km.
Reemplacemos para eliminar ry las variables que dependen del Sol (podriamos haber
eliminado tres cualesquiera sin dificultades):

2, 6d _ 12756

x  x+110d
B 390d

x + 110d + 42.900d

Por comodidad, omitiremos las unidades durante la cuenta. Igualando la primera y
la tercera,

2, 6d 390d
x  x+43.010d
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despejamos el valor de x:

2, 6d)(x + 43.010d) =  390dx
2, 6dx + 111.826d2 =  390dx
2, 6x +111.826d =  390x

387, 4x = 111.826

x = 288, 6d

Ahora, igualando las dos primeras expresiones, tras reemplazar x,

2,6d 12756
288,6d 288, 6d + 110d
2,6 _ 12.756

288,6 398, 6d
2,6 398, -6d= 12.756 288, 6
4 12.756 - 288, 6
2,6 -398, 6
d = 3552, 2...

Conociendo d, calculamos los otros valores:

D = 3904

= 1.385.358 km
r = 110-d

= 390.742 km
R = 110D

= 152.389.380 km

8.3.2. Elargumento de Hiparco

Un siglo después de la medicién de Aristarco (que dio valores muy inferiores a los
reales, dado que su error enlamediciéon dealollevé a

la relacion D = 20d), Hiparco dio un argumento dife-
rente para calcular el tamafio de la Luna, también
aprovechando un eclipse. Veremos que su idea es
mucho mas geométrica.

Laclaveaquifueconsiderarlasombra quehacelaTierra
sobre la Luna, observe la figura 8.9.

Puederesultar dificil decreer, pero esaimagenalcanza para
estimar el radio lunar en funcion del radio terrestre gréfica-
mente, como se indica en la figura 8.10.
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Trazando dos cuerdas en el borde de cada circulo
(enel borde de la Luna, y en el contorno de la
sombra de la Tierra), podemos determinar el cen-
tro de cada circulo (ver elfinal del capitulo 3).
Midiendo ambas distancias, podemos ver que el
radio dela sombra terrestre es 3, 7 veces mayor
que el radio de la imagen que vemos de la Luna.

Ahora, dado quelas proyecciones mantienenlas
proporciones de las imégenes entre ellas, el radio
terrestre serd 3, 7 veces el radio lunar, y lamisma
proporcion se mantiene paralos didmetros:

Dt =3,7d,

con lo cual, dado que conocemos el didmetro
terrestre, obtenemos

12,756
3,7
= 3447, 5...

d

que es un valor cercano al que obtuvimos antes, y mucho mas exacto. Con este
valor, obtenemos

r = 110d
= 379.225
D = 390-d
= 1.344.525
R = 110-D
= 147.897.750

8.4. Comentarios finales

Conherramientas geométricas elementales hemos calculado el radio lunar: s6lo utiliza-
mos el gréafico de la sombra terrestre sobre la Luna.

Paracalcularla distanciaala Lunaessuficientearmar un tridgngulo semejante, “atrapan-
do” la Luna entre dos dedos y midiendo la separacién de los mismos y la distancia de
la mano a nuestra cara. O, mejor atin, medimos el tiempo que tarda en dar una vuelta
completa alrededor dela Tierra, y el que tarda en atravesar un punto fijo para calcular
su didmetro angular. Conociendo el cociente r/d, y d, averiguamos r.
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Y también podemos calcular d a partir del tiempo que tardala Lunaenatravesarel cono
de sombras durante un eclipse lunar.

Para conocer el diametro solar, s6lo necesitamos saber que el Sol y la Luna se ven del
mismo tamafo desdelaTierra: para esto utilizamos que en un eclipsesolarla Luna
oculta casi perfectamente al Sol.

Sisomos capaces, ademds, de medir el angulo a -la separacién conque vemos ala Luna
y el Sol-, podemos calcular también la distancia al Sol.

Sélo este tltimo paso es dificil de realizar, todos los demés son sencillos y no se necesi-
ta mas que un reloj y una regla. Vamos a dejar, como problema abierto para discutir, si
la distancia al Sol puede averiguarse sin necesidad de conocer este angulo a. Desde ya,
hay que detallar como se haria cualquier medicién, evitando cualquier procedimiento
que requiera mirar en direccién al Sol.

Planteamos, enlaintroduccion, unaserie de hipdtesis sobre nuestro problema. Enespe-
cial, asumimos quelas drbitas lunary terrestre eran circulares, conlo cual las distancias
ry R estaban bien definidas como los radios de estas orbitas.

Pero sabemos desde principios del siglo XVII, gracias Kepler, que las 6rbitas son en rea-
lidad elipticas, conlo cuallas distancia varia segtinlaépoca del afio. Enel caso dela
Luna, las distancias en el afelio (el momento en que la Luna estd mas lejos de la Tierra)
y el perihelio (el momento en que estd mas cerca) son 384.400 kmy 363.300 km res-
pectivamente (nuestra aproximaciéon dié 379.225 km). Para el Sol, tenemos
147.100.000 km y 152.100.000 km (obtuvimos 147.897.750). Como puede verse, la
aproximacion que hemos obtenido es muy buena. Mejorarla, ya no depende de la geo-
metria, sino de la tecnologia para mejorar las mediciones.



Solucion de los Ejercicios

Capitulo 1

Ejercicio 1

Una distancia de cuatro afios-luz es aquella que recorre la luz viajando durante cuatro
afios. Como La velocidad de laluz es, aproximadamente, 300.000 km/s, tenemos que
ver cudntos segundos hay en cuatro afios y multiplicarlos por 300.000 km/s. Para ave-

riguar esto, sélo debemos efectuar los siguientes célculos:

un minuto = 60s
una hora = 60minutos =60 -60.s = 3.600s
un dia = 24h =24 -3.600s

un afio = 365dias = 365 24 -3.600s

La distancia buscada es de 300.000 -4 -365 24 -3600 km = 3,78432 x 1013 km.

Ejercicio 2
Una letra N.

Ejercicio 3

Silos angulos de la base midieran mas de dos rectos, la prolongacién de los dos lados

del triangulo no podrian cortarse.

Ejercicio 4

Observemos que sélo podemos conectar dos vértices entre si. Al hacerlo, descompone-

moslafiguraendostridngulos, y los &ngulos interiores de cada uno suman 180°.
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Capitulo 2

Ejercicio 1

Observemos que DE es congruente con DF por serradios del circulo centradoen D.
Como DA es congruente a DC (es un tridngulo equilétero), resultan congruentes AE y
CF. Pero AB y AE son congruentes, pues son radios del circulo que trazamos con cen-
troen A; y por lo tanto, CF y AB son congruentes.

Ejercicio 2

Por la construccién anterior, sabemos que é R
podemos obtener un segmento CF con-
gruente al AB, no necesariamente en la recta
dada. Ahora, con centro en Cy radio CF, tra-
zamos un nuevo circulo, y buscamos su
interseccion E conlarecta CD. El segmento
CE es el buscado.
. V.
Ejercicio 3
No siempre serdn congruentes. En la figura, si las hipofe-
nusas son paralelas, cada cateto forma dngulos congruentes
al cortarlas (se deduce de los resultados sobre alternos|inter-
nosentre paralelas, y para un dngulo externo se utiliza que
son opuestos por el vértice, ver la figarar———
Ejercicio 4
Nosiempre serdn congruentes. Observelasiguiente figu- c
ra, donde los tridngulos ABCy ABC no son c
congruentes, pero comparten el &ngulo en A,compart N

ellado AB, y son congruentesloslados BCy BC. A B

Ejercicio 5

La respuesta es que si, pues si tienen dos dngulos congruentes, el tercero también lo
serd. Ahora, porlosresultados de semejanza de tridngulos, ambos son semejantes, pero
como tienen un lado congruente, resultan congruentes.

Ejercicio 6
Tracemos dos cuerdas distintas en el arco, y tracemos sus bisectrices. Como ambas
pasan por el centro del circulo, éste estara en el punto donde se cortan.



Capitulo 3
Ejercicio 1
Como sen(30°) = 0, 5 y sen?(30°) + cos?(30°) = 1, debe ser

1\ 2
(§> + cos2(30°) = 1

y, despejando,

cos(30)= /1
\ 4

Ejercicio 2
Si. La construccién es similar a la que hicimos para obtener un tridngulo equilatero. Se
toma un punto de la circunferencia, y con éste como centro se traza un

nuevo circulo de igual radio que el anterior.

w
Comoel triangulo ABCes equilatero, sus tres dngulos soniguales y miden
60°. Repetimos el proceso a partir del punto B y obtenemos un nuevo
trigngulo. Cada tridngulo de éstos divide el circulo en seis sectores iguales.
Ejercicio 3
Para resolver este ejercicio recomendamos que: el equivalente a 360° es J/

2r radianes. Un angulo llano tiene 180°, equivalentemente, r radianes;
y un dngulo recto, 77/2 radianes. Como ;v es un niimero irracional, no tenemos una
expresion exacta para 1°, que en radianes es

2mrad

360°

1I'=1 . 0,01745rad.

Ala inversa, podemos expresar en grados a cuanto equivale un radidn:

360°
1rad = 1rad ~ 57, 2958".

2mrad

Entonces, como 1° = 0, 01745 rad, tenemos que, en general,
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x=x-1"=x -0, 01745 rad,
con lo cual 30° = 0, 5235 rad y 45° ~ 0, 78525 rad.

Ejercicio 4
Como 1 rad ~ 57,2958°, tenemos que, en general,

yrad=y - lrad = y - 57, 2958,

con lo cual /3 rad = 60° y 1, 5 rad ~ 85, 9437°.

Ejercicio 5
Tenemos
C H 1
cos(a) =— entonces sec(a) = — =
H CA  cos(a)
Cco H 1
sen(a) = — entonces cosec(a) = — =
H C sen(a)
CcO CA 1
tg(a) = entonces  cotg(a)= __ =
CA CO  tg(a)
Ejercicio 6
Representemos en la circunferencia trigonométricael (* D ;
anguloa, y tenemos1=0A, cos(a) = 0B, sen(a) = AB,y k A
tg(a) =CE . Ahora, trazamos la perpendicular a 0B pjor
el punto O, hasta su interseccién ala perpendicular a
OA por el punto A, y llamemos D a ese punto. f

Prolonguemos, también, elradio OA hastael puntoE.

Los tridngulos OCE y OAD son semejantes al tridngul

OAB, con lo cual se tienen las siguientes \
OE 1
OC ™ cos(@)
=sec(a),
OD 1
OA ~ sen(a)
= cosec(a),



OA . cos(a)
CE sen(a)
1

tg(a)
pues OC=0A =1.

Ejercicio 7

Observando la figura 3.10, vemos que en el segundo cuadrante
se forma un triangulo rectdngulo, y uno de sus angulos mide - a.
Comosuhipotenusamidel,ysucatetoopuestomidey=sen(r-a),
tenemos la primera igualdad. Para la segunda, como x < 0, tenemos
queel cateto adyacente mide -x, conlo cual cos(a) = -x = -cos(rr- ).

Ejercicio 8
En la figura 3.12 (pag. 57), observemos que

sen(a) _ sen(b)

2% Y

y despejando, se tiene la primer igualdad. La otra se obtiene trazando cada una de las
perpendiculares alos otroslados. Enel caso enque uno delos angulos del tridngulo sea
mayor que un dngulo recto, seresuelve de la misma forma, dibujando la perpendicular
hasta la prolongacién del lado correspondiente.

Capitulo 4

Ejercicio 1

El punto simétrico es P’. Para
encontrarlo, trazamos la recta que
paso por Py por O, y buscamos el
punto P’ tal que PO = OP".

Ejercicio 2
a) Estas figuras no son simétricas con respec- ® 0
to a O. Por ejemplo, vemos que la image
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del centro del 0jo, no es del centro del ojo de la figura de la izquierda.

‘ o ’
Ejercicio 7

Parapodercalcularlaaltura, podemostomarconsiderar [ )
el punto A del edificioy determinarsusombra, siguien-
do el contorno de la sombra. La sombra es el punto A”.

b) Estas figuras si son simétricas

Ahora buscamos cudl es el punto que se encuentra
sobre el piso, justo debajo de A. Este punto se llama al,

la “proyeccién ortogonal” de A sobre el plano del P ;]
piso, porque el segmento AP es ortogonal (o perpen- ‘

dicular) al plano del piso.

Luego tomamos un poste BQ del que sepamos la
altura, medimos la sombra y con estos datos podemos calcular la longitud de AP,que
es la altura del edificio.

Ejercicio 8
Enestecaso, el puntomdsfacil paracalcularla ~ ~— ~
sombra es el punto A.

Lasombrade Aeselpunto A'ylaproyeccion
de A es el punto P.

Midiendo la longitud de A'P podemos calcular A
la altura de la pared como antes. | y

Ejercicio 9
Enestecaso,nopodemos medirlalongitudde /= 5 N\

PO. Pero sabemos que

PO =PR + RO.
PR podemos medirlo. En este casomide 30 m. . ®/ som R
Paracalcularlalongitud de RO observamosque, {*  *°" \B y




como Oesel centro del cuadrado que forma la base dela pirdmide, ROesigualala
mitad de la longitud dellado AB. Por lo tanto RO mide 25m y PO mide 55m. Con
ese dato, ya podemos calcular la altura. OQ.

Ejercicio 10

Sielperroestd paradoenel puntoP,podravertodo
el mural si el &ngulo APB es menor o igual que
240°. Por lo tanto, para encontrar la region, traza-
mos el arco capaz de240°y desde cualquier punto
fuera de la regién comprendida entre este arco y las
dos paredes, el perro podra ver todo el mural.

Ejercicio 11 é h
Los angulos BAD y BCD se encuentran inscriptos en el A
arco BD. Por lo tanto son congruentes. Andlogamente,
los arcos ABC'y ADC son congruentes. C

Concluimos que los tridngulos AQB y CQD son
semejantes, siendo C el correspondiente de Ay D el
correspondiente de B.

Ejercicio 12

Como DAB =80° a =2 x 80°=160° por ser el angulo
central correspondiente. Luego B = 360° - 160° = 200F.
Obtenemos que DCB=200°/ 2=100°.

Ejercicio 13
Lacuerdaque pasaporlos puntos dondeentré y salié dela circunferencia sefialala
direccion Este-Oeste. La direccién Norte-Sur es la perpendicularala cuerda.

Ejercicio 14
Podemos calcular el radio, y no hace falta una fecha especial. Observemos la siguiente figura:
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SiAy Bsonlasciudades, podemoscal- R )
cularelangulocapartirdeloséngulosa :
y b, ya que utilizando el mismo argu-
mento de antes, tenemos quec=b-a.
Sabiendo la distancia entre Ay B, y
conociendoeldnguloc,elrestosededu-
ce como antes.

Capitulob

Ejercicio 1
Basta recordar que por 3 puntos no alineados del espacio pasa un tinico plano, mien-
tras hay una cantidad infinita de planos que pasan por una recta dada.

Ejercicio 2

Como el radio terrestre es aproximadamente R = 6.378 km, la distancia entre los dos
polosvale Rr=20.037 km, y la distanciaentre el PoloNortey unaciudad cualquiera
ubicada sobre el Ecuador Rz/2 = 10.019 km.

Ejercicio 3

Llamemos O al centro de la esfera. Sea M' la proyeccion ortogonal de M sobre el plano
xy (el punto donde la recta perpendicular al plano xy que pasa por M corta el plano xy),
conlo cual el tridgngulo OMM' tiene un dngulo recto en M'. Luego, la coordenada z de
M, es decir la longitud del lado MM' de este tridngulo, es

z = MM '= OM sen6
z = Rseno.
Para encontrar x e iy introducimos la proyeccién ortogonal M'' de M' sobre el eje x (el
punto donde la recta perpendicular al eje x que pasa por el punto M'" corta al eje x). El
tridngulo OM'M'" es rectangulo en M'', y tenemos
x = OM" y=MM'
y
x = OM 'cos ¢ y = OM’send.

Volviendoaltridngulo OMM' vemosque



OM' = OM cos 0

= R cos 0.
Luego,
x=RcosOcos¢p y y=RcosOseng.

Ejercicio 4

Aplicando la férmula en AB’C, triangulo rectangulo en C, obtenemos
sen(m — C) _ sen(m — a)
sen(r — €)  sen(x — A)

cos(m — ¢) = cos(mt — a) cos(b).

Como sen(r = x) = sen(x) para todo x € R, llegamos a

senc sena

senC  senA
cosc = cosacosh = cosacosh + senasenb cos C.

Ejercicio 5

Introduzcamos el punto A’ antipodal de A. Como d(CA") = d(A,A)) d(CA") =5 b<m/2 (pues
suponemos que b > 17/2), podemos aplicar las relaciones fundamentales en el triangulo CBA” rec-
tanguloen Cdelamismamaneraqueenelejercicioanterior paraobtenerlasen ABC.

Ejercicio 6
Lo probaremos primero en el casoa, b <s1/2. Usando las relaciones trigonométricas que
probamos al principio, obtenemos

~ _ CcosA
senb = _D tga = sena COtA =
oD cosa senA
/ DE
tga = E cotA=_ .
oD’ BD
Luego
<enp = ED _ BDDE
" ob_  ODBD

senb = tgacotA.
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Después extendemos este resultado al caso g, b > 7/2 de la misma manera que en
los dos ejercicios anteriores usando sen(r=x) = senx y cos(r=x) = =cos x ge

implican tg(r = x) = =tgx y cot(r = x) = =cot x.

Ejercicio 7
Como suponemos 4, by ¢ chicos podemos hacer las siguientes aproximaciones:

2 h2 c2

a
cos(@a) = 1 — o cos(h)~ 1— 5 cos(c) = 1 5

sen(b) = b, sen(c) =c.
Entonces podemos reescribir la primera relaciéon fundamental

cos(a) = cos(b) cos(c) + sen(b)sen(c) cos(A)

a2 b2 c?
—— _ _ __ ) +bccos(A).
1- (1 2)(1 2) (A)

como

Simplificamos y obtenemos

~ b%?
#~ b+ 2 — 2bccos(A) — N

Como b%c?es mucho maés chico que b?, c?y bc, lo podemos olvidar y nos queda

as = ba + ca — 2bccos(A)

por a, by c chicos.

Ejercicio 8
Segtin el teorema,

_ area(ABC)

A+B+C _=x it

Amedida que el radio R de la esfera aumenta, el miembro de derecha se acerca
mds y mds a0. Luego siconsideramos el plano como una esfera deradio infinito

obtenemos

A+B+C—-z=0.



Ejercicio 9

LlamemosAj, Ay, ...,Aylosnverticesde P, (recorridosenelsentido delasagujas del
reloj), y consideremos los n =2 tridngulos A1A»As, A1A3As, A1A4As, ..., A1A, 1A, B
area de P,; es lasuma de las areas de estos triangulos. Haciendo la suma

area(A1A2As) = (A + Ag + Ay — m)Ra
+area(A1AsA1) = (A} + Ay + Ag — 1)Ra
+area(A1AaAs) = (A; + Aq + As — 1)Ra
T 60 o
+area(A1An—1An) = (Ay + An—y + Ap — 1)Ra

(ojoque elA1 delaleralineaesel angulodel vértice A; enel triangulo A1A»As, mien-
trasel A; dela2ndalineaesel angulo del vértice A en el tridngulo A1A3As ..., y que
la suma de todos estos A; dael A; de P,, -idem por A,... A 1), obtenemos

area(Pn) = area(A1A2A3)+ -+ - +area(A1An-14An)
= (A + + An — (n - 2)n)Ra.

Ejercicio 10
Sea una luna cualquiera de angulo o. Para describirla en

coordenadas polares consideremoslafigura1l. Vemosquela [~ A’ )
luna es el conjunto
m T
{(e,¢),—%ses Q,Osq)sa}.
Luegosuéareavale -
U} a B a "
R2 /— jé c0s 6 d0d¢ = Ra /— cosgde/o' d¢
I, -7
= 2Rac.
La luna en rojo se describe en coordenada
polares como {(6, 9), —n=0=7,0s0¢= af
\. — V.

Ejercicio 11
Por construccién laimagen de una arista es la interseccion con la esfera del inico plano
que pasa por el centro de la esfera y esta arista. Recordando que por definicion un cir-
culoméximo eslainterseccién delaesferacon un plano que pasaporel centrodela
esfera, obtenemos quelaimagen de una arista es una porcién de circulo maximo.
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Ejercicio 12

Sabemos que la suma de los dngulos de cualquier cuadrilatero vale 27 (lo probamos
como consecuencia de que la suma de los dngulos de un tridngulo vale ). Usando esto
en el cuadrilatero formado por las cuatro rectas obtenemos

A+ (r—A)+x+ (z - B) = 2x.
Simplificando llegamos a x = B..
Ejercicio 13
Consideremos un tridngulo plano ORS cualquiera y larecta (MN) definida
como el transporte paralelo de (RS) alolargo de (OR) (ver figura 2). Por defi-

nicion del transporte paralelo tenemos MOR = ORS. Por hipotesis tenemos
también NOS = OSR . Luego

ORS + ROS + RSO = MOR + ROS + SON

Ejercicio 14
Examinandolosvertices Cy Bvemosque

u+u+C=x7 y u-u+B=nx

es decir

u=z-u-C y u’=z—B+u’

Luego
H=z-u"+A-u
=zx-(@-B+u)+A-(x-u'-C)

=A+B+C -~

Ejercicio 15
Llamemos M" ala proyeccién ortogonal de M sobre el plano xy y O el centro dela esfe-
ra. Si conociéramos OM” tendriamos resuelto el ejercicio pues
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x=0M"cos¢p y y=OM'send.

Busquemos entonces OM”. Como la recta (MM") es paralela a la recta (ON) podemos
aplicar el teorema de Thales en el trisngulo ONM’ para obtener

MM" MM’
ON_OM" '
Como
ON =R,
MM = coordenada z de M = Rseno,
MM=0M"= OM % OM - R cos 6.
tenemos
send = OM '— Rcos 0
OM’
i.e.

OM’— R cos 6 = OM $enb < OM'(1 — senf) = R cos 6.

Como habiamos supuesto que M # N, es decir, 0 #5 , tenemos (1 = send) #0 y luego
podemos dividir enla dltima igualdad por (1 = sené). Obtenemos asi

R cos 6
oM =__ .
(1 — senb)
Finalmente,
x = OM //COS(Pz [iges COS¢
(1 — senb)
y = OMsen¢ = Rcos®

a- sen@)senqb

Ejercicio 16

Examinando la figura 5.33 (ver pag. 100) vemos que la imagen por la proyeccién este-
reografica de un meridiano (respectivamente, de un paralelo) es unarecta pasando por
el origen (resp., un circulo centrado en el origen) en el plano xy. Vamos a probarlo ana-
liticamente usando el resultado del ejercicio anterior.
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Una mitad de meridiano esta formado por los puntos de coordenada [constante, es
decir, es un conjuntodelafornfa (6,9), 5" <0 <7",¢ =¢o poralgin ¢e € [0,21)
(la otra mitad tiene por ecuacion ¢ = ¢o+ n). Luego si cosde =g,

_ RcosO seny = RC0SO o5 seno _ sencpo
T o 0 o— — - — X%
(1 — send) (1 — senb) COS o COS (o

Esta ecuacion es la ecuacion de una recta que pasa por el origen pues es de la forma
y=axcona=s%.5i¢ =0ie¢d ==+ "entonces
0 0

cos ¢o 2
R cos6
X= ————cosgo =0,
(1 —senB)
y
R cosO R cos O
y=__ ___senpo_

(1 — send) ~ (1 — sen®)

con = y <0<" Comolafuncionf(f) = Re=g-, - 3< 60 <", es continua y crecien-

te (pues f(6 == e > 0), A m2)=0,Ime mef(0) = + ,es una biyeccion de
[ 9172, /2) sobre [0,+ ). Luego, la imagen de una mitad de meridiano con cos [} =0
esla parte positiva (respectivamente, negativa) del ejey si [} =71/2 (respectivamente, si

04= =m/2), y la imagen del meridiano completo es todo el eje y.

Probamos ahora que la imagen de un paralelo es un circulo centrado en el origen, es
decir, un conjunto de ecuacion x?+y?= r?para algtn r > 0 (el radio del circulo).

Un paralelo tiene por ecuacién € = 6o por algtan 6o 0 € (= 1/2, 1/2). Luego,

RcosBe

X = CoS
(I — senBo) (]5

=7 COS ¢,

Rcos 6o

sen
(T—sendo) (P

= rseng,

donde Reos 950 es una constante que depende de 6o, y O = [0, 27). Entonces,

x2+ y2 = ra(Cos2 ¢ + senag)

=re.

Lasaed g S ROTIIR s AR S Dy R sLclepen deradi
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elradiodel circulocrece desde0 cuando 6 = =1/2 (el circuloen este caso se reduceal polo
surdelaesfera)y vatomandovaloresmasy méasgrandesamedidaquefpseacercaan/2.

Ejercicio 17

Lacoordenaday de M’ se encuentra de la misma manera que la coordenada z de las coor-
denadas esféricas. La coordenada x es por definicion la longitud de un arco de circulo de
radio Ry angulo [] Como medimoslos angulos en radianes, obtenemos x = R[]

Ejercicio 18
La imagen del paralelo de ecuacion 6 = 6 es el segmento horizontal

—Rn < x<Rm, y= Cste

= Rlogtg 7_I+%’ .
4 2

La imagen del meridiano de ecuacién [J= [fes la recta vertical

x = Roo

puescuando frecorre el intervalo (= 7/2,7/2),y = Rlogtg (7 + %) recorre todo R.

Ejercicio 19

Si el bote hace un angulo constante con los meridianos, entonces su recorrido sobre una
mapa obtenida con la proyeccién de Mercator hace también un dngulo constante con las
rectas verticales (pues la proyeccién de Mercator conserva los &ngulos por construcciény
la imagen de un meridiano es una recta vertical como ya vimos). Entonces, el recorrido
es una recta pues en ningtin momento cambia la direccién de su movimiento.

Capitulo 6

Ejercicio 1

a) Lapardbola se define como el conjunto de puntoscuya ¢~ N

directriz _—
-

distancia a un punto fijo (foco) esigual a la distancia a una
rectafija (directriz). Enel grafico, las distanciasa y bson yd
iguales entre si; lo mismo que las distanciascy d. < o toco
a

Lahipérbola se define como el conjunto delos puntos
cuya diferencia de distancias a dos puntos fijos (focos) —

es constante. \_ .
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f x2 -y2 -1=0 w
Antes de pasar a las expresiones analiticas de estas

cénicasveamos unadelasaplicacionesinmediatas de
estas definiciones: una variante del método del jardi-
nero para el trazado de unahipérbola.

Senecesitanunaregla, unhiloyunlépiz. Lareglase o
apoya sobre el papel con un extremo fijo al mismo. El ~ \_ J
hilo también esté fijo al papel y al otro extremo dela

regla. Paradibujarunahipérbolabastaconsostenerel hilotensocontralaregla
conellépizy hacer girarlaregla. Enla figura, nuestra regla estaria representada en
dos posiciones Py P’ (con el extremo fijo enF1), el 1apiz estariaen Q y Q’ respec-
tivamente y el hilo recorreria el camino magenta en ambos casos.

Oseaquelos puntos Py P’ seencuentran alamisma distanciadeF; yaquela
regla tiene una longitud fija y tenemos:

PF1-QF1=QP y P'Fi-Q F1=Q'P’
Entonces
PF1= QP + QF: y P'F1=QP +QF1
QP+QF; = Q' P'+Q'F;
QF; = Q'P’-QP+Q’F:

Si Qy Q' estan en una hipérbola entonces se tiene que cumplir que:
QF1- QF2 = Q'F1- Q'Fz2 = constante
Pero esto vale porque
QF2 = PF2-QP y QF2=PF-QP
QF1-QF2=QP’-QP+Q’F1 - QF2

= Q'P’-QP+Q’F1-(PF2-QP)
=Q'P’ + (P’F1- QP) -PF2
= Q'F1- Q'F2

Como queriamos ver.
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b) Dado un punto en el plano, las coordenadas polares r, 8 representan su distancia al
origen y el &ngulo que forman con el eje de abscisas.

é Y
Se cumplen entonceslas relaciones: y =

X =1 cosO
y =1 senf

quenos servirdn para pasar las expresiones que obtengamos en coorde-
nadas polares a coordenadas cartesianas.

Ecuacién para la pardbola:

SeaPunpuntodelapardboladecoordenadasry,porlotantocum- Y
plequelasdistancias OP y PD soniguales. e

Del grafico obtenemos que N A

PD = PE + ED S~

O sea, usando las coordenadas polares \_ .
r=rcosf +p
Despejando queda

r (1-cosB)=p
P
1-cosQ

r=

Esta esla relacién que cumplenry 6 cuando describen puntos que pertenecen a una
parébola.

En general, se tiene la ecuacion general de una conica es

p

r=
1— & cosO

Donde¢ se dicela excentricidad dela cénica. Existen variaciones sobre esta ecuacion
que corresponden a la orientacién de la figura.
Esto corresponde a una forma mas general atin de definir a las conicas de una forma métrica.

Dadaunarecta directriz L y unfoco F una cénica es el conjunto de puntos P que
cumplen la relacién
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PF = ¢ PL
Donde PD representa la distancia de P a la recta L

Sie>1sedefineunahipérbola;sie=1,eselcasodelapardbolayavistoy si0<e<lse
obtiene una elipse.

Veamosahora que forma toma esta ecuacion general en coordenadas cartesianas

Para eso notemos que

cosf = x/r
Reemplazando
r= P X :J’_Q
1—¢ r_ r- ex

Entonces, cancelandory despejandoqueda

r—ex = p
r = p+ex

Elevando al cuadrado ambos miembros

r2 = (p+ SX) 2

Usando Pitagoras tenemos
r2= yat X2
Por lo tanto, nuestra ecuacién queda
Y+ x’ = (prex) ?
(1—g?)Xe+y2 2psX—p2=0
comoqueriamos ver.
Ejercicio 2

La propiedad que queremos demostrar en realidad se trata de una reformulacién del
teorema de Thales y su reciproco.
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Teorema de Thales

entonces,

Si';y ,son paralelas . =DQC

loque ademas estamos asegurando es que valela vuelta.

Para demostrar todo esto vamos a mirar los tridngulos AOB y COD.

Dentro del triangulo AOB consideramos los triangulos BCA y o o
BDA; dado que tienen la misma altura y base, su area es la
misma. Por lo tanto, las areas restantes que corresponden a los

tridngulos BOC y DOA también son iguales. 7 ° ¢
>
Entonces ® "8 "
ACh DB OCh  OD.W
2 2 2 2
Dividiendo queda
OD.h’ ocCh
2
DBh'  ACh
2 2
O sea
ob _oc
DB AC

Reciprocamente, sivalelarelacién entre segmentos llegamos alaconclusién de quelas
areas amarillas deben ser iguales y por lo tanto las rectas 1; y 1, paralelas.

Para pasar al enunciado de nuestra propiedad usamos que

OC +AC =0A OD +BD = OB
O sea

OC=0A-AC OD=0B-BD

Entonces, como vale Thales tenemos
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OC __OAAC __OA ,_OB , _OBBD _OD

AC AC AC BD BD BD
_OA _OB
AC  BD

Y vale nuestra propiedad

Ejercicio 3

Como hicimos enla demostracién del teorema de
Desargues, podemos suponer que los puntos Py
Qsonidealesy,porlo tanto, basta conver queR
también es un punto ideal.

ComoPyQestanenelinfinito,lasrectas2-3y
5-6 (en verde) son paralelas, asicomolas1-2 y
4-5 (en azul). Veamos que también los son las rec-
tas 1-6 y 3-4(en magenta).

Volveremosa usarlamisma propiedad sobre paralelas que enel teorema de Desargues.
Seana,b,x,y,ryslasdistanciasentreOy 6,0y1,6y2,1y5,2y4y 5y 3respectivamente.
Entonces se cumple que

_a _bty b atx
atx — bty+s bty = a+x+r

Si dividimos ambas ecuaciones y operamos queda

a b
a+x+r b+y+s

Y de vuelta, esto nos dice que 16 y 34 son rectas paralelas.

Ejercicio 4
En este caso queremos ver que tres rectas pasan por un punto, el caso mas sencillo de
demostrar es cuando ese punto es ideal. O sea las tres rectas serdn paralelas.

Tomemosdos deesasrectas, seintersecan enalgtin punto. Mandemos ese punto
y el punto P al infinito, entonces tendremos dos rectas paralelas. Para ver que la
tercer recta es concurrente con las otras dos basta con probar que es paralela a
alguna de ellas.



Como dijimos, podemos considerar Py en el infinito y que las rectas 1-4 y 3-6, por
ejemplo, son paralelas.

Como 1-4 y 5-6 son paralelas tenemos & -U-
b v

Pero como ademds consideramos a P en el infinito nos quedaron parale-
las 2-3, 1-6 y 4-5, entonces tenemos

— X __a ~u __r
y b Y% S
Y porlo tanto
X __T
y s

Con lo que las rectas 2-5 y 3-6 son paralelas, como querfamos ver.

Capitulo 7

Ejercicio 1

En esta seccion resolveremos, paso por paso, el ejercicio propuesto al final del capitulo.

Segtin mencionamos, al tratarse de un poliedro simple entre cuyas caras no hay triangu-

los ocuadrilateros, vale Cs = C4 =0,y en consecuenciala férmulaqueresultaahoraes:
5Cs +6Cs +...+NC, =2A.

Por otro lado, dijimos que todos los vértices son triadas y entonces

3V =3Vs =2A.

Siguiendo la sugerencia, vamos a escribir la formula de Euler-Descartes como
14C - 4A + 14V = 10A = 28, vale decir:

14C5+14Cs + ... +14C,; - 2 -(6C5+6Cs +. ..+ NCy) +14V - 5 -3V =28,
Reagrupando los términos, se obtiene:
(14 - 10)G+ (14 - 12)Ce+ (14 - 14)C7+... (14 - 2N)C,; =28+ V,
de donde resulta

4C5+2Cs = 28+ V.
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Ahora podemos imaginar que a cada dngulo de cada cara del poliedro le asighamos un
valor fijo, por ejemplo 1. De esta forma, la suma total de los valores de todos los éngu-
los es 3V, pues en cada vértice concurren exactamente tres aristas (y en consecuencia,
se forman exactamente tres angulos).

Supongamos ahoraqueno hay dos pentdgonos contiguos: ental caso, lacantidad de vértices
que pertenecena una cara pentagonal es 5Cs, pues no hay vértices “repetidos”. Esto dice que
dichos vértices aportan, a la suma total, un valor igual a tres veces la cantidad 5Cs, es decir:
15Gs. Si ademas ningtin hexdgono toca a un pentdgono, entonces cada uno de los angulos
delascaras hexagonales aporta porlomenos 1 alasuma total, conlo que resulta

3V - 15Cs+6Cs = 3(4Cs +2Ce) = 3(V +28) >3V,

lo que es absurdo. Esto prueba que alguna de las dos suposiciones que hicimos es
falsa: en otras palabras, o bien hay pentagonos contiguos, o bien algtin hexagono
toca a algtin pentagono.

Capitulo 8
Ejercicio 1
Calcule 1/cos(87°), y 1/cos(89, 853°). ;Son muy diferentes?

Utilizando una calculadora tenemos cos(87°) = 0,0523, cos(89, 853°) = 0,0025. Por lo
tanto, 1/cos(87°) = 19,1, y 1/cos(89, 853°) = 389, 8.

Ejercicio 4
Recordemos las relaciones que hemos obtenido:
(i) D=390 d
(@) r=110 d
(i) R=110 -D
Supongamos que conocemos D. Utilizando la ecuacién (i), averiguamos r; ahora, gra-
cias a (ii), averiguamos r; finalmente, utilizando (iii), calcularmos R.

Si conocemos 7, la ecuacion (ii) nos permite averiguar 4; conociendo d, averiguamos D
con (i), y finalmente, como averiguamos D, despejamos R de (iii).

Por tltimo, si conocemos R, con la ecuacion (iii) calculamos D; reemplazamos D en (i)
y tenemos d, y finalmente, con la ecuacién (ii) calculamos r.
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