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Es posible que el tema de  esta colaboración pueda parecer en principio
muy técnico para el  estilo de una revista como Educación en Ciencias.
Mas todavía si es esbozado en el espacio habitual destinado por la
Dirección de la misma para aportes de carácter matemático.
Sin embargo, estimo que son las componentes algebraica y analítica
contenidas en las consideraciones y resultados aquí expuestos, las que
justifican a mi juicio su inclusión. Tales componentes, en conjunto con
algunos conceptos básicos de Geometría Diferencial, constituyen un
ejemplo muy ilustrativo acerca de las consecuencias geométricas que
subyacen bajo la llamada Teoría de la Representación Conforme, capítulo
extenso de una disciplina clásica y fascinante: el Análisis de Variable
Compleja.
Las revistas científicas - en general - piden  a sus colaboradores abste-
nerse de adjetivaciones. Una reflexión prudente hará ver lo atinado de
esta sugerencia, que sin embargo he pasado aquí por alto de manera
obvia. Luego de la excusa, expresaré que las circunstancias previamente
apuntadas, no impiden mostrar con la necesaria sencillez un problema
aplicado usual - tal es el caso de la trayectoria más adecuada en un
vuelo aéreo de larga distancia -, mediante el empleo de las herramientas
citadas. Esto mostrará que los desarrollos exhibidos, se adaptarán bien
al tipo de contenido pensado para el público lector de esta revista.
Parece indudable que un piloto aficionado decidido a probar su avión
ultraliviano desde Apeadero Bancalari hasta Aldo Bonzi y viceversa,
necesitará casi como sus únicos instrumentos de vuelo tener una vista
pasable y un poco de intuición. Es decir: los suficientes elementos como
para no estrellarse de boca contra las frondosas arboledas de la  Facul-
tad de Agronomía , o carretear sin esperanzas hasta el fondo de un
zanjón polucionado de la zona Oeste, que como se sabe, alimentan
todos a nuestro tristísimo y olvidado Riachuelo.
Se comprenderá al instante que es muy distinta la situación encarada
por el Comandante responsable de un costoso Jumbo 747. Podrá

aceptarse sin dificultad que unir a horario las capitales
de Buenos Aires con Bonn, es bastante más compli-
cado que las situación descripta más arriba. Se trata

de realizar vuelo sin escalas, con altitud
promedio de 10.000 metros sobre el
nivel del mar, y a una velocidad crucero

de 900 kilómetros por hora. En este caso, el
consumo de combustible y el mantenimiento de la

aeronave resultarán comprensiblemente críticos. Luego, la elección de
una trayectoria óptima -que como veremos se realiza de manera automá-
tica-, será de importancia crucial.
Describir la naturaleza de las trayectorias citadas, su carácter geométri-
co, y su definición tanto algebraica como analítica, constituyen el
objetivo preciso de este trabajo.
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1. LA ESFERA DE RIEMANN Y LA PROYECCIÓN
ESTEREOGRÁFICA.

La  His toria  de la  Ciencia  pa rece m os tra r recu rrentem ente u n hilva na do
continu o qu e ca ptu ra  la s  idea s  brilla ntes , pa ra  a plica rla s  y m ejora rla s  lu eg o
ca da  vez con m a yor efectivida d. Ta l es  el ca s o de la  lla m a da  Es fera  de Riem a nn,
em pa renta da  de a lg ún m odo con el a ntig u o ins tru m ento de obs erva ció n cono-
cido com o a s trola bio. Qu izás  conveng a  proponerle a l Dr. M ig u el de As úa , u na

cola bora cion fu tu ra  s obre los  u s os  y a pli-
ca ciones  náu tica s  o terres tres  de es te ins -
tru m ento,  qu e inclu ya  el tem a  de s u  pos i-
ble cons tru cció n por pa rte de a qu ellos  lec-
tores  qu e s ea n, a dem ás , a ficiona dos  a  la s
pra ctica s  de ta ller ca s era s .

Berna rd Riem a nn (1826-1866), u no
de los  m a tem áticos  m ás  em inentes  del s i-
g lo XlX (Bell, 1995), m os tró  qu e es  pos ible
es ta blecer u na  corres pondencia  biyectiva
entre u na  es fera  y s u  pla no ecu a toria l, s u -
pu es to es te últim o infinita m ente extendi-
do.

Ta l corres pondencia , lla m a da  pro-
yecció n es tereog ráfica , cons is te en irra dia r

recta s  des de el polo norte de la  es fera  a tra ves a ndo con es os  ra yos  la s  dos
entida des  g eom étrica s  da da s . Com o s e obs erva  en la  Fig . 1, a  ca da  pu nto de la
es fera  -con excepció n del polo norte-, le corres ponde u n único pu nto en el
pla no ecu a toria l y vicevers a . Es ta  definició n es  intríns eca : no ha y coordena da s
de ning u na  cla s e, por lo qu e s u  com prens ió n  inm edia ta  res u lta ra  fácilm ente
a s im ila ble.

Aprovecha re a hora  es te hecho pa ra  introdu cir coordena da s , u na  vez
a nes tes ia do el terror ha cia  la s  m is m a s . Pa ra  ta l fin, s u pó ng a s e qu e el pla no
ecu a toria l E es  el pla no de ecu a ció n ca rtes ia na   z = 0 , y piéns es e a l eje pola r
com o la  recta  rea l ordina ria  R (Ahlfors , 1970  y M a rk u s hevich, 1976).

La   es fera   S* (a  la  qu e s e le ha  extirpa do el polo norte) s erá u n m odelo
pa ra  nu es tro pla neta  con ra dio u nida d, donde ca da  pu nto Z  de s u  s u perficie s e
a s ocia  con u na  terna  ordena da  de núm eros  rea les ,

Z  =  (x, y, z)

s u jeta s  a  la   exig encia  es férica

x ²    +   y ²   +   z ²     =     1 .                                           (1)

Tom a ndo a hora  el polo norte

N  =  ( 0, 0, 1 )

y u n pu nto g enérico de la  es fera   Z,  la  recta  definida  por los  pu ntos  da dos
pu ede es cribirs e com o el conju nto de terna s  rea les  (x, y, z) ta les  qu e

( x, y, z )  = N  + µ  (Z  -  N),                ( µ  es  u n núm ero rea l)

expres ió n cu yo s eg u ndo m iem bro, da do en coordena da s  ca rtes ia na s , qu eda
determ ina do a hora  de la  s ig u iente m a nera :

( x, y,  z ) + [ (µx,  µy,  µ (z - 1) + 1 ) ]                             (2)

Figura 1
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de donde s u rg e cla ra m ente  qu e

µ  = 1 / 1-z                                                                       (3)

Por lo ta nto, el pu nto del pla no ecu a toria l perfora do por el ra yo (2) tendrá
el s encillo a s pecto s ig u iente, u na  vez efectu a do el reem pla zo de (3) en (2):

( x / 1 - z  ,  y / 1 - z  ,  0 )                                                (4)

Obs erva ndo la  Fig . 1, vem os  entonces  qu e la  proyecció n es tereog ráfica
s e es ta blece:

Pe  :   S* →   E                                                                 (5)

definida  com o

( x,  y,  z  )  →   ( x / 1 - z  ,  y / 1 - z  ,  0 )

Se a firm a  lu eg o qu e la  corres pondencia  da da   es ta blecida  entre S* y el
pla no ecu a toria l E da da  por la  proyecció n es tereog ráfica  es  biyectiva .

Pa ra  ta l fin s e  procla m a  ca lu ros a m ente qu e la  s ig u iente a plica ció n es  la
invers a  de Pe:

Pe-1 :  E  →  S*                                                                 (6)

definida  com o

( x ,  y,  0 ) →  ( 2x / x2 + y2 + 1 , 2y / x2 + y2 + 1 , x2 + y2 - 1 / x2 + y2 + 1)

Ca be a cla ra r qu e (6) s e es ta blece de u n m odo a nálog o a l u tiliza do pa ra
la  obtenció n explícita  de (5), pero tom a ndo a hora  com o vectores  da tos  conoci-
dos , el vector del pla no ecu a toria l g enérico (x, y, 0), lu eg o de efectu a r u na
cu enta  s im ila r pa ra  la  determ ina ció n efectiva  de Pe. El pa s o s ig u iente cons is te
oblig a toria m ente en verifica r qu e la  a s ig na ció n a nterior es tá bien definida , o
s ea  qu e la  terna  ordena da  de s a lida  (x, y, 0) es  envia da  de verda d a  la  es fera
S*. Pa ra  es o, ba s ta  con verifica r qu e:

| Pe-1 (x, y, 0) | = 1

lo qu e cons titu ye u na  com proba ció n inm edia ta  y s encilla .
Com o s e s a be, la  na tu ra leza  biyectiva  de Pe qu eda rá g a ra ntiza da  s i s e

dem u es tra  qu e:

Pe-1  [ Pe (x,  y,  z  )] = (x, y, z)                                       (7)

y qu e

Pe  [ Pe-1 ( x, y, 0 )] = (x, y, 0)                                         (8)

La s  dos  verifica ciones , (7)  y  (8) s e lleva n a  ca bo s in dificu lta d.
A pa rtir de la  definició n verba l qu e m otiva  la  Fig . 1, res u lta  intu itiva m ente

evidente qu e
la proyección estereográfica inyecta el conjunto
de meridianos de la esfera terrestre en el haz de                 (9)
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rectas que pasa por el  origen de coordenadas (0,  0,  0).
2.  ALGUNOS CONCEPTOS DE GEOMETRÍA DIFERENCIAL.

Si cons idera m os  u n vector en el pla no ordina rio R2

C  =  (x, y)

y a  ca da  com ponente la  pens a m os  com o u na  fu nció n de t, obtendrem os  en
principio u na  cu rva  pla na

C ( t )  =  [ x ( t ) ;  y( t ) ]                                                (10)

donde s e s u pone qu e t pertenece a l interva lo cerra do [a, b].  Si s e pide qu e la s
fu nciones  x(t) e y(t) teng a n s u ficientes  condiciones  de reg u la rida d, tiene s enti-
do cons idera r el vector de deriva da s  corres pondiente:

T  =  [ x’ (t) ; y’ (t) ]

Ahora  bien: lo interes a nte del a s u nto es  qu e el vector T res u lta   s er
ta ng ente a  la  cu rva  C (t) en todos  los  pu ntos  en qu e la  deriva da  es tá definida . Es
pos ible, s in em ba rg o, qu e s u  m ó du lo va ríe ca prichos a  y s in control a l va ria r el
pa rám etro t -de m a nera  a nálog a  a  com o lo ha ce el ca rácter fem enino-, lo qu e
en verda d res u lta  ha rto fa s tidios o. Es to, por s u erte, tiene  rem edio. Rem edio
qu e a l m enos  en es te ca s o s u bordina   felizm ente la  ciencia  a  la  cu ltu ra  preexis -
tente.

La  s itu a ció n es  a s í porqu e en rea lida d, u na  cu rva  es  u na  entida d intrín-
s eca , qu e m a nifies ta  filos ó fica m ente independencia  res pecto de s u  es qu em a
des criptivo. Es tos  objetos  ya  ha bía n s ido pinta dos  en la s  pa redes  de la s  cu eva s
ha bita da s  a nces tra lm ente (Ha w k es , 1977) y ta m bién bu lleron en la  m ente de
a rtis ta s  y  filó s ofos  m u cho a ntes  de qu e New ton, Leibnitz  y lu eg o G a u s s  intro-
du jera n los  conceptos  u s u a les  del Anális is  en es te tem a  (New ton, edició n de
1977, y  Bell, 1996). Por es o, lo correcto es  a firm a r qu e la  expres ió n (10) cons -
titu ye u na  pa ra m etriza ció n es pecífica  de la  cu rva  C. Ca da  cu rva  es  única , pero
en principio pu ede s er des cripta  por m u cha s  pa ra m etriza ciones  diferentes ,
(Pog orelov, 1984, y Norieg a , 1978).

Se dem u es tra  qu e ba jo condiciones  m u y g enera les , da da  u na   cu rva
qu e a d m ite intríns eca m ente ta ng ente, s iem pre es  pos ible eleg ir  u na
pa ra m etriza ció n C(t) de m odo ta l qu e s u  vector ta ng ente T no s e a nu le en u n
pu nto de ta ng encia  eleg ido por a lg ún m otivo pa rticu la r. En ta l ca s o, tiene s en-
tido definir a l vers or ta ng ente Tc (vector de m ó du lo u nida d) com o

Tc = ( x' (t) / I x' (t) I ; y' (t) / I x' (t) I )                            (11)

Es to res u lta  de interés  a l es tu dia r la   m a nera  con qu e dos  cu rva s  C y D s e
corta n en u n pu nto da do P. En ta l ca s o el áng u lo de corte ß s e detecta  a l recoda r
qu e

cos (ß) = < Tc ; Td >                                                       (12)

donde Tc y Td s on los  vers ores  ta ng entes  de la s  cu rva s  C y D ca lcu la da s  en el
va lor de t corres pondientes  a l pu nto de corte P,  y  « <  ;  > » denota  a l produ cto
interno u s u a l entre vectores  del pla no.

3. LA ESPIRAL LOGARÍTMICA.
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No entiendo m u y bien por qu é, pero la s  es pira les  pa recen tener u na
com ponente m is terios a  vincu la da  con a lg u na  extra ñ a  s im bolog ía  es otérica
ba s ta nte com plica da  de ra s trea r. Al res pecto, J a cqu es  Bernou lli (1654 - 170 5),
u n m a tem ático s u izo de trem enda  im porta ncia   his tó rica  y técnica , tiene u n
tra ba jo clás ico s obre la s  es pira les  en donde la s  a s ocia  con la  res u rrecció n de
la s  a lm a s  (Es pa s a  Ca lpe, 1950 ). M a s  recientem ente, el na tu ra lis ta  ing les  s ir
Andrea s Cook  (1867 - 1928) em pleó  ca s i 20  a ñ os  de la bor pa ra  com pila r u n
extens o tra ta do s obre el pa pel de la s  es pira les  en la  Na tu ra leza : des de la s
g a la xia s  cons titu ida s  s eg ún es e es qu em a , ha s ta  la  ca pa ra zó n del ca ra col
m a rino conocido com o na u tilu s  (Cook , 1916).

Adem ás , en m u cha s  pelícu la s  de los  a ñ os  cu a renta , ca da  vez qu e el
prota g onis ta  s u eñ a  o es  s om etido a  s es ió n de hipnos is , a pa rece en la  pa nta lla
u na  es pira l borros a  qu e g ira  y g ira  ha s ta  qu e la  cám a ra  entra  en el s u eñ o o en
el es ta do hipnó tico indu cido por es e g iro inces a nte: los  expertos  en cine clás ico
no m e deja rán m entir res pecto de es te precis o y s u til deta lle.

Yo, en m i ig nora ncia , -m ás  a llá de la s  es pira les  de piretro qu e a ún s e
u s a n pa ra  a hu yenta r a  los  m os qu itos  en la s  peg a jos a s  noches  porteñ a s , o de
a qu ella s  cu erda s  a cera da s  qu e propu ls a ba n los  a u titos  de la tó n con los  qu e
ju g a ba  en m i niñ ez -, nu nca  s u pe qu e tu viera n otra  u tilida d o a plica ció n. Al
m enos  ha s ta  a hora , ya  qu e en verda d, ha y u n m ontó n de cla s es  de es pira les ,
(Ca rm icha el- Sm ith, 1962).

Por ejem plo, u s a ndo coordena da s  pola res , la  denom ina da  es pira l
log a rítm ica  es  la  cu rva  qu e s e define s eg ún es ta  pa ra m etriza ció n:

R(t ) =  [ a* exp (bt)* cos (t) ;  a* exp (bt)* sen (bt) ]         (13)

donde a > 0 y b s on a m ba s  cons ta ntes  rea les . En la  Fig . 2 s e m u es tra n va ria s
es pira les  log a rítm ica s , en la  m is m a  es ca la , pa ra  dis tintos  va lores  de los
pa rám etros  a y b.

Es  interes a nte obs erva r qu e la  circu nferencia  es  u na  cu rva  qu e tiene la
propieda d qu e por obvia , res u lta  poca s  veces  cita da : s u  vers or ta ng ente form a
u n áng u lo cons ta nte con el ra dio vector qu e la  dibu ja . En es te ca s o, com o
res u lta ra   conocido, el áng u lo es  de ∂/2  (Fig . 3). Ahora  bien, s u cede  qu e la
es pira l log a rítm ica  tiene la  m is m a  propieda d: s u  vers or ta ng ente ta m bién form a
u n áng u lo cons ta nte con el ra dio vector qu e la  dibu ja , pero qu e es  por s u pu es to
dis tinto de ∂/2.

De hecho, s i en la  es pira l definida  por (4) s e pone b=0 , s e obtiene u na
circu nferencia  de ra dio a , por lo qu e es ta  tra diciona l cu rva  qu eda  involu cra da
dentro de la  fa m ilia  de la s  es pira les  log a rítm ica s  com o ca s o deg enera do. Es to
res u lta rá de u tilida d m ás  a dela nte, cu a ndo s e des criba n propia m ente la s  tra -
yectoria s  a érea s  de la rg a  dis ta ncia .

Se verifica  el s ig u iente

Lema 1: La espiral logarítmica (13) define un ángulo constante con su
radio vector, en todos los puntos en los que está determinada.

Dem : Ba s ta  efectu a r el produ cto interno (12) entre el ra dio vector (13) norm a li-
za do com o es  u s u a l a s í:

V  =  R (t) / I R (t) I

y el vers or ta ng ente Tr a  la  es pira l (13) en u n pu nto cu a lqu iera  de s u  definició n.
Com o pa ra  u n vector cu a lqu iera  ( x,  y ) es

| (x,  y)| = ( x²  +  y² )1/2

Figura 2

Figura 3

→

→



58  EDUCACION EN CIENCIAS VOL.II Nº4

s e obs erva rá lu eg o de inm edia to qu e

| V |  =  exp (bt)

Ahora  bien,  com o

R’ ( t ) = [ ab exp (bt) cos (t) - a exp (bt) sen (t ) ;
;  ab exp (bt) sen (t) + a exp (bt) cos (t) ]

s u rg e qu e

| R' ( t ) |  =  ( 1  +  b2 ) exp (bt)

Entonces , el vers or ta ng ente a  la  es pira l (13) s erá lu eg o

Tr  =  R' (t) / ( 1+ b2) exp (bt)

Por lo ta nto, a l tener en cu enta  qu e la  expres ió n ca rtes ia na  del produ cto
interno (12) es tá da da  por

<  (x ;  y) ; (r ; s)  >  =  xr + ys

s e tendrá, lu eg o de ha cer la  cu enta , qu e el áng u lo de corte ß del vers or ta ng en-
te Tr a  la  es pira l con s u  ra dio vector V norm a liza do, s e detecta  a  pa rtir de

cos ( ß )  =  < V ; Tr >   =  b / (1 + b2) (1/2)                       (14)

en donde s e obs erva  qu e el áng u lo inves tig a do ß es  independiente del pa rá-
m etro des criptivo t , y depende única m ente de la  cons ta nte individu a l b, qu e
reg u la  el pa s o de la  es pira l cons idera da . (-qed-) .

Se com entó  m ás  a rriba  qu e s i b = 0,  la  es pira l deg enera   en u na  circu n-

→ →

→

→ →

Figura 4
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ferencia  de ra dio a. ¿ Qu é s u cede cu a ndo b es  des m es u ra da m ente g ra nde, es
decir técnica m ente cu a ndo «b tiende a  infinito»?

Cons titu ye u n ejercicio m u y ins tru ctivo de Anális is  l com proba r qu e en
es e ca s o

lim   < V ; Tr >  = 1     ( pa ra  b tendiendo a  infinito)

pero es to a  s u  vez inform a  qu e en ta l s itu a ció n, el áng u lo ß s e va  cerra ndo
pa u la tina m ente ha s ta  a nu la rs e del todo ( ß = 0 ). Lu eg o, en es ta  hipó tes is
extrem a , la  es pira l tiende a  confu ndirs e con s u  ra dio vector.

La  s itu a ció n res u lta  u n poco pes a da  a  prim era  vis ta . Pero u na  vez a s im i-
la do el fenó m eno,  pa rece interes a nte da rs e cu enta  qu e ca da   elem ento del
ha z de recta s  por el orig en, pu ede cons idera rs e com o el
límite de una familia monstruosa de espirales que se
van enderezando brutalmente a medida que b crece,          (15)
adosándose como serpientes de pesadilla a su radio
vector trazante.

    U na  im a g en ru dim enta ria  del fenó m eno des cripto en (15) pu ede
intu irs e en la  Fig . 4.

4. EL VUELO AÉREO DE LARGA DISTANCIA
Y LA CURVA LOXODRÓMICA.

Antes  de vola r, los  hom bres  conocieron el m a r na veg ándolo.
 Y a l res pecto, pu ede decirs e qu e la  tecnolog ía  de la  na veg a ció n en a lta

m a r es  hoy extra ordina ria , ta nto por s u  nivel teó rico com o por el des a rrollo
his tó rico de s u s  elem entos . El orig en de es ta  rea liza ció n debe ha ber s ido no
obs ta nte a lg o m odes to: de ca rácter la cu s tre o m a s  bien flu via l. A no du da r, u n
trog lodita  brilla nte, m onta do s obre u n tronco a hu eca do, tu vo la  idea  de
im pu ls a rs e s obre el m is m o pa ra  lleg a r a  la  orilla  opu es ta  de a lg ún la g o o a rroyo
qu e obs ta cu liza ba  s u  ca m ino. Pu do no ha ber s obrevivido a  la  em pres a . O pu do
ha ber des cu bierto tra s  s u  des em ba rco, u n ba na no pletó rico de fru tos , u na
m a na da  de bis ontes  a petecibles , o u na  tribu  de m u jeres  extra via da s , s olita ria s ,
bellís im a s  , y  ta m bién qu izás  s u per a nhela ntes .

M u cha s  cu ltu ra s  ha n intervenido en la  riqu eza  qu e hoy exhibe la  tecno-
log ía  com enta da , m os trándola  com o verda dero pa trim onio com ún de la  hu m a -
nida d. En Occidente, va len la  pena  cita r los  a portes  prácticos  de los  na veg a n-
tes  vik ing os  y de hu m ildes  relojeros  com o el ing les  Ha rris on (Sa g a s  Is la nde-
s a s , a nó nim o, y Brow n, 1993). Se s a be qu e los  prim eros  u tiliza ba n la  ca lcita  de
Is la ndia , corta da  en lám ina s  delg a da s , qu e a l pola riza r la  lu z, perm itía n detec-
ta r el s ol en día s  nu bla dos . Por s u  pa rte, el británico J ohn Ha rris on fu e el prim e-
ro en res olver de u n m odo precis o  y tota lm ente confia ble, el difícil problem a  de
la  determ ina ció n de la  long itu d en a lta  m a r. Es to lo hizo m ediente la  cons tru ccion
a rtes a na l de va rios  m odelos  de relojes   con s u s pens ion ca rda nica , entre
1725 y 1762, qu e dem os tra ron s u s  ha bilida des  m a rinera s . a l s er proba dos
en reitera dos  via jes  org a niza dos  por el Am ira nta zg o ba jo condiciones  s u -
m a m ente a dvers a s .

La  teoría , por s u  pa rte, form a  u n extens o cu erpo de doctrina  qu e com ien-
za  en el a ñ o -20 0  con los  fu nda dores  de la  G eodes ia : Era tó s tenes  e Hipa rco.
Sig u e con ca rtó g ra fos  m a tem áticos  de la  ta lla  de M erca tor  (1620 -1687) y
La m bert (1728-1777). Y cu lm ina  por a hora  con la  pléya de de tecnó log os  res -
pons a bles  d e s is tem a s  a ctu a les  com o el G PS (G loba l Pos itioning  Sys tem ).
Es te a dm inícu lo  le perm ite a  u n exitos o  y broncea do ejecu tivo - flota ndo en
s u  pileta  s obre u n pa to de g om a  infla ble -, s a ber s u  pos ició n g eog ráfica
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m ira ndo de reojo u n vis or a dos a do a  s u  teléfono celu la r (Ta ton, 1990 , Dörrie,
1965, y Revis ta  W eek  End, 1996).

Dom ina ron el m a r. Y des pu és , a lg u nos  hom bres  privileg ia dos  a prendie-
ron a  vola r.

Com o es  ha rto s a bido, la  na veg a ció n a érea  es  u n fenó m eno contem po-
ráneo la rg a m ente pos terg a do, tra s  la  fru s tra da  a ventu ra  de Ica ro y los  des lu m -
bra ntes  intentos  de Leona rdo, (Da  Vinci, edició n de 1996). En es ta  ca dena  de
m a ra villos a s  circu ns ta ncia s , ta m bién es  neces a rio coloca r en la  ca teg oría  de
héroes  m áxim os  a  los  inolvida bles  bicicleteros  de K itty Ha w k , en Ca rolina  del
Norte: los  herm a nos  Orville y W ilbu r W rig ht (1874-1948 ; 1867- 1912) res pon-
s a bles  todos , en últim a  ins ta ncia , del tra m o fina l vincu la do con es te a rtícu lo
(Am erica n Herita g e, 1992).

Entonces , a hora  s i, res u lta  pertinente retom a r es ta  preg u nta : ¿ Qu é ha ce
u n Com a nda nte a  ca rg o de u n J u m bo 747 cu a ndo s a le de Ezeiza  y enca ra
efectiva m ente s u  na ve ru m bo a  Bonn?

En rea lida d, no ha ce na da .
Es  decir: leerá El G ráfico, y g a la ntea rá con la s  m onís im a s  a u xilia res  de

a  bordo, qu ienes  le s ervirán s onrientes  ca fé o boca ditos  es pecia lm ente prepa -
ra dos  pa ra  él. De vez en cu a ndo, a dem ás , no tendrá m a s  rem edio qu e a tender
a  ciertos  pa s a jeros  ca rg os os   - qu ienes  ins is tentes  -, pres iona rán pa ra  a cceder
a  la  ca bina  de m a ndo. Es to es  ya  s a bido: s e exta s ia ra rán com o niñ os  con la
m u ltitu d de controles  a na ló g icos  o dig ita les  qu e por doqu ier a tiborra n el recin-
to, pa ra  conta r lu eg o  la  experiencia , cu a l expertos , en ru eda  de a m ig os  .

Los  hechos  s u cederán reitera da m ente a s í, porqu e el proces o es tá a u to-
m a tiza do ca s i en u n cien por ciento. La  com pu ta dora  de a  bordo, u na  vez qu e
el na veg a nte ha  introdu cido la s  coordena da s  g eog ráfica s  de Bu enos  Aires  y
Bonn, litera lm ente ordena rá cla va r los  com a ndos  electrohidráu licos  qu e g o-
bierna n los  dis pos itivos  a erodinám icos  de direcció n de la  na ve, fijándolos  con
ru m bo ina m ovible. Es to provoca rá qu e en todo m om ento, el a vió n corte a  ca da
m eridia no en u n áng u lo cons ta nte. Si la s  condiciones  m eteoroló g ica s  s on eva -
lu a da s   a  priori com o a lg o pes a da s , el na veg a nte podrá introdu cir coordena -
da s  interm edia s  a  los  efectos  de redu cir el  previs ible des pla za m iento la tera l,
denom ina do «ba ndeo». Pero en principio, es to últim o es  teó rica m ente innece-
s a rio.

Yo s iem pre pens é qu e es tos  vu elos  s e des a rrolla ba n a  lo la rg o de círcu -
los  m áxim os  con el objetivo de a horra r com bu s tible, pero cierta m ente es ta ba
equ ivoca do. Com o s e s a be, u n circu lo m áxim o es  a qu el qu e divide a  u na
es fera  en dos  m ita des  ig u a les . De hecho, la  tra yectoria  m a s  corta  qu e u ne dos
pu ntos  da dos  s obre u na  es fera  -tra yectoria  g eodés ica  -, es tá da da  por el m enor
a rco de circu lo m áxim o qu e los  u ne. Siem pre exis ten dos  de es os  a rcos , y s on
ig u a les  única m ente en el ca s o en qu e los  pu ntos  s ea n a ntípoda s .

Pero a tenció n: los  a rcos  de circu lo m áxim o no corta n a  los  m eridia nos  en
u n áng u lo cons ta nte, s a lvo qu e s e tra te del ecu a dor o de u n m is m o m eridia no.
Es to s e pu ede dem os tra r rig u ros a m ente de m a nera  a na lítica , o bien u niendo
con u n piolín dos  pu ntos  a rbitra rios  s obre u n g lobo terráqu eo pa ra  ver qu e es  lo
qu e pa s a . Es to últim o, ta m bién es  u na  dem os tra ció n rig u ros a , a u nqu e de ca -
rácter a na ló g ico:   el  folk lore de los  hom bres  del a ire  dice qu e a s í procedió
Cha rles  Lindberg h (190 2-1974), a ntes  d e enca ra r s u  fa m os o vu elo s olita rio
s obre el Atlántico, u niendo en 1927  a  Nu eva  York  con Pa ris  (Brita nnica , 1997).

Ahora  bien, s i el J u m bo des a rrolla ra  s u  vu elo intercontinenta l s obre u na
tra yectoria  g eodés ica , la  com pu ta dora  ins ta la da  tendría  qu e tra ba ja r inces a n-
tem ente con los  m eca nis m os  y com a ndos  qu e dirig en a erodinám ica m ente  la
na ve, s om etiéndolos  a  u n exces ivo u s o - y por lo ta nto -, a  u n des g a s te peli-
g ros o. Por el contra rio, fija ndo el ru m bo de u na  vez pa ra  s iem pre, el des g a s te
s erá ca s i nu lo.

La  tra yectoria  qu e tiene es ta  propieda d, (Fig . 1), a qu ella  qu e corta  a  los



EDUCACION EN CIENCIAS VOL. II Nº 4  61

m eridia nos  s eg ún  u n ru m bo o áng u lo cons ta nte, es  u na  cu rva  es férica  lla m a da
«loxodró m ica » (del g r. Loxos , oblícu o y Drom os , ru m bo, Corom ina s -Pa s cu a l,
1980  y Com ella s , 1991).

La  long itu d de u n a rco de loxodró m ica  qu e u ne dos  pu ntos  s obre u na
es fera , es  en g enera l a lg o m a yor qu e la  qu e corres ponde a l a rco de u na  tra yec-
toria  g eodés ica , s eg ún lo obs erva ra  por prim era  vez el ca rtó g ra fo portu g u és
Pedro Nu nhes  (1492-1577) (Dörrie, 1965), cu yo a nális is  y dem os tra ció n qu e-
da rá pa ra  otro tra ba jo qu e com plem ente lo a qu í tra ta do.

Qu eda  cla ro, lu eg o qu e la  tecnolog ía  del vu elo a éreo civil prefiere em -
plea r a lg o m ás  de com bu s tible en u n via je de g ra n dis ta ncia , pero m inim iza ndo
a l m is m o tiem po el des g a s te de los  cos tos os  y vita les  m eca nis m os  qu e g obier-
na n el ru m bo de la  na ve. Na tu ra lm ente, los  a pa ra tos  de u s o m ilita r, no tienen
es ta  res tricció n, y a nte la  exig encia  de u n vu elo extens o y u rg ente, lo des a rro-
lla rán ca s i s iem pre s obre g eodés ica s .

Lo interes a nte a hora , des de el pu nto de vis ta  m a tem ático, es  s eñ a la r la
rela ció n qu e exis te entre la s  es pira les  log a rítm ica s  pla na s  - ya  vis ta s -, y la s
cu rva s  loxodró m ica s  s obre la  es fera  de Riem a nn. Am ba s  fa m ilia s  s on im ág e-
nes  is om ó rfica s  u na s  de otra s  vía  la   biyecció n provis ta  por la  proyecció n
es tereog ráfica .

Fina lizo es te tra ba jo dem os tra ndo la  obs erva ció n a nterior. Se tra ta  de
u na  cu enta  a nálog a  a  la  rea liza da  pa ra  la  es pira l log a rítm ica , pero ba s ta nte
m ás  des es pera nte. A propó s ito, des eo tra er a  cola ció n u n va lios o com enta rio
form u la do por el m u y recorda do y qu erido Federico M a nu el Pera lta  Ra m os ,
qu ien en u na  época  m u y doloros a  pa ra  el pa ís , tu vo el cora je de a firm a r qu e «la
felicida d cons is te en ba nca rs e la  des es pera ció n» (Pera lta  Ra m os , F.  M ., 1975).

Su rg e  lu eg o el
Lema 2: Si L es una espiral logarítmica cualquiera del plano ecuatorial
z = 0, y Pe es la inversa de la proyección estereográfica definida en (6),
entonces

Pe-1 (L) es  u na  cu rva  loxodró m ica  s obre S*.

Dem: Pa ra  a horra r es pa cio, s im plem ente tra ns cribiré los  res u lta dos  pa rcia les ,
indica ndo lu eg o los  pa s os  a  s eg u ir y da ndo el res u lta do fina l obtenido.

Sea  entonces  L u na  es pira l log a rítm ica  ta l com o la  definida  en (13).
Entonces  u s a ndo la  expres ió n de

Pe-1 da da  en (4) s e tendrá qu e

Pe-1 (L)  = [ x (t ), y (t ), z (t) ]  = [2 a exp (bt)  cos (t) / 1 + a2 exp (2bt) ;
;  2 a exp (bt)  sen (bt) / 1 + a2 exp (2bt) ;
; b2 exp (2bt) -1 / 1 + a2 exp (2bt)]

Ahora  bien, u n ra yo G por el orig en del pla no ecu a toria l es  u n conju nto
de pu ntos  (x , y , 0) ta l qu e s i  Φ   es  u n áng u lo fijo entre «-π» y  «π», entonces

G =  { (x,  y,  0 )  = [ t cos (Φ ) ; t sen (Φ ) ; 0 ], con t ε R }

Al tener en cu enta  lo dicho en la  expres ió n verba l (9), entonces  s e
tendrá qu e la  nota ció n a na lítica  de u n m eridia no es ta rá da da  por:

Pe-1  (G) = [ a (t) ; b (t) ; c (t) ] =
= ( 2t cos (Φ ) / t2 + 1  ;  2t sen (Φ ) / t2 + 1  ;  t2 - 1 / t2 + 1)

Lu eg o, lo único qu e res ta  por ha cer es  efectu a r la  m is m a  cu enta  de
s iem pre, pa ra  el ca s o pa rticu la r de la s  cu rva s  da da s . Es  decir, ca lcu la r el cos e-
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no del áng u lo de corte  entre el m eridia no es férico  (16) y la  ca ndida ta  a
loxodró m ica  (17). Pa ra  lo cu a l, ha brá qu e ca lcu la r la  s ig u iente expres ió n:

cos (α) = x' a' + y' b' + z' c'  / (x'2 + y'2 + z'2)1/2  (a'2 + b'2 + c'2)1/2

eva lu a da  en el va lor del pa rám etro to donde la s  cu rva s  efectiva m ente s e cor-
ta n.

Com o dije a ntes , la  cu enta  es  des es pera nte,  pero en lo es encia l, el
tra ba jo requ erido no im plica  ning ún m elodra m a  del otro m u ndo.

Si s e tiene pa ciencia , s e lleg a  a  la  expres ió n bu s ca da :

cos (α) = b / (1 + b2)1/2

con lo qu e el lem a  qu eda  com pleta m ente dem os tra do (-qed-)

5. CONCLUSIÓN.

Ta nto la  proyecció n es tereog ráfica  com o s u  invers a  res peta n los  áng u -
los  qu e definen la s  cu rva s  qu e s e interes a n entre s í. Am ba s  ejem plifica n lo qu e
s e entiende por tra ns form a ció n conform e. La  invers a  a s ig na  u na  loxodró m ica
propia m ente dicha  a  ca da  es pira l log a rítm ica  no deg enera da  y vicevers a . Si la
es pira l es  u na  circu nferencia  con centro en el orig en de coordena da s   ( 0 ,  0 ,  0
), entonces  la  loxodró m ica  s erá u n pa ra lelo (con el áng u lo de corte ig u a l a  π/2).
De a cu erdo con lo expres a do en (15), u n ra yo a  tra vés  del orig en pu ede ta m -
bién concebirs e com o u na  es pira l log a rítm ica  deg enera da . Y en virtu d de la
obs erva ció n hecha  en (9), s u  im a g en s erá u n m eridia no (con áng u lo de corte
nu lo), inventa rio qu e com pleta  la s  divers a s  loxodró m ica s  pos ibles  s obre el
g lobo terres tre.

La  teoría  qu e es tu dia  es pecifica m ente la s  tra ns form a ciones  conform es ,
tiene hoy día  u n a ltís im o nivel de a bs tra cció n a lg ebra ica  y topoló g ica , s obre
todo en el a m plio ca m po de la s  lla m a da s  s u perficies  de Riem a nn (Cohn, 2976).
Pero ta l es ta do de cos a s  no im pide qu e a l m is m o tiem po es ta  dis ciplina  pos ea
ta m bién otro inm ens o terreno de a plica ciones  en M ecánica  de Flu idos ,
Vis coela s ticida d, Res is tencia  de M a teria les  y va ria s  otra s  ra m a s  de la  Fís ica  y
la s  M a tem ática s  con incidencia  tecnoló g ica : ta l es  el ca s o de la  a plica ció n vis ta ,
cu bierta  por la  Teoría  de la  Na veg a ció n M a rítim a  y Aérea .

Lo expu es to m u es tra  cu án la m enta ble y s u bdes a rrolla do es  el es qu em a
vig ente en ciertos  ám bitos  u nivers ita rios  loca les , donde en vez de dis eñ a r y
ens eñ a r a  des a rrolla r a lg oritm os  o a prender a  u s a r el Cálcu lo de Va ria ciones ,
s e dis cu te interm ina blem ente des de ha ce déca da s  la  divis ió n s u pu es ta m ente
epis tem ó log ica  entre dis ciplina s  fáctica s , form a les , a plica da s , pu ra s , lo qu e u n
m a tem ático debe s a ber o no, lo qu e u n fís ico debe s a ber o no, y a s í ad infinitum.

M e pa rece qu e la  cu lpa  de ta l es ta do de cos a s  la  tiene Heg el, y  s obre
todo los  qu e lo leen en nu es tro pa ís  s in entenderlo. Es to últim o no es  ta n g ra ve
en s i, pu es  G a u s s  ta m poco lo entendía  (Bell, 1995).

Agr adezco la s precisa s ob serva cio-
nes recib ida s por pa r te del Com a n-
da nte Alb er to Güeli, prestigioso
piloto inter na ciona l de Aerolínea s
Argentina s con va sta experiencia en
la  condu cción de g r a ndes a pa r a tos:
desde los m íticos Ca r a velle
a nglofr a nceses, ha sta los y a

m enciona d os J u m b o 747 nor tea m eri-
ca nos. Desta co a dem á s el a poyo en
softw a re recib ido por dos jóvenes
a m igos: L u is Biolca ti, (U BA,
Agronom ía ), en su s a spectos

gener a les, y J u liá n V illa nu eva Blejer,
en su s a spectos geog r áficos, a lu m no
del Institu to O R T, a pa siona do por los
tem a s científicos y g r a n segu idor del

legenda r io R a cing Clu b .
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