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INTERPRETACION DE GRAFICOS:
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Marisa Alvarez y Rodolfo Murta

ResuMEN. Son bien conocidos los problemas donde los alumnos y las alumnas
tienen que interpretar y “leer” informacién de un gréfico de una funcién (o de
una relacién entre dos variables) dada una situacién en contexto extramatemati-
co. Aqui suelen incluirse preguntas para hallar el correspondiente de cierto valor
de abscisa (u ordenada), donde a veces la informacién puede deducirse de forma
exacta y otras aproximada. También se pueden analizar variaciones o cuestiones
que tengan que ver con el crecimiento o decrecimiento de la funcién. Ahora bien,
(qué ocurre si el grafico viene dado en GeoGebra? Los procedimientos (o las téc-
nicas) para deducir informacién de él, ;son las mismas que al trabajar con lapiz y
papel? En este articulo anticiparemos distintos tipos de procedimientos que po-
drian implementar las y los estudiantes. Algunos de ellos estan mas cercanos al
trabajo realizado en ldpiz y papel y otros, en nuestra opinién, son sumamente no-
vedosos. Por otro lado, nos podemos preguntar cudles son los aportes, en cuanto a
conocimientos matematicos, que brinda el programa al trabajar con graficos “di-
ndmicos”. Cabe aclarar que cualquier potencialidad que tenga el software no se
puede desligar de la intencionalidad docente.

Palabras clave: registros de representacién, procedimientos instrumentales, GeoGebra.
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AsstrACT. Problems in which students have to interpret and “read” information
from a graph of a function (or a relationship between two variables), given a
situation in an extra-mathematical context, are well known. Questions to find
the corresponding value of a certain abscissa (or ordinate), in which sometimes
the information can be deduced exactly and others approximately, are usually in-
cluded. It is also possible to analyze variations or issues related to increasing or
decreasing intervals of a function. Now, what happens if the graph is presented in
GeoGebra? Are the procedures (or techniques) for deducing information from it
the same as working with pencil and paper? In this article, we will anticipate dif-
ferent types of procedures that could be implemented by students. Some of them
are closer to the work done with pencil and paper and others, in our opinion,
are extremely novel. Besides, we may ask ourselves what are the contributions,
in terms of mathematical knowledge, that the software provides when working
with "dynamic" graphs. It should be clarified that any potentiality of the software
cannot be separated from the teaching intention.

§1. Introducciéon

Hay algunas investigaciones que dan cuenta de la “potencia” que tiene el pro-
grama GeoGebra para modelizar un problema geométrico y luego estudiar po-
sibles relaciones entre pares de variables involucradas analizando los gréficos de
las funciones resultantes (Arcavi & Hadas, 2000; Borsani et al., 2018); aunque para
trabajar con este tipo de problemas, las y los estudiantes deben tener varios cono-
cimientos geométricos y sobre todo, conocer la nocién de funcién. Es por esto que,
nos propusimos indagar sobre un contenido previo que es la interpretacion y la
lectura de gréficos; la novedad radica en que, en nuestra propuesta, los graficos
estdn presentados en GeoGebra.

Sostenemos que un gréfico dado en ldpiz y papel y otro dado en GeoGebra
son distintas representaciones. En este tltimo caso, es posible cambiar la escala,
visualizar o no los ejes, hacer zoom, trazar rectas horizontales o verticales, utili-
zando determinadas herramientas del programa, e intersecarlas con el grafico,
marcar un punto sobre un gréafico e ir desplazdndolo para ver sus coordenadas,
etc. Por lo tanto, varios de los procedimientos para leer informacién de un grafico
son distintos a los utilizados en lapiz y papel. Es por esto, que el estudio de estas
dos representaciones del objeto grafico, en lapiz y papel y en GeoGebra, debiera
diferenciarse.

§2. Referencias tedricas

En el articulo mostraremos distintas anticipaciones sobre algunos posibles pro-
cedimientos de las y los estudiantes a la hora de interpretar y leer informacién de
un gréfico dado en GeoGebra; por ello consideramos pertinente hacer referencia a
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la nocién de técnica instrumentada (Artigue, 2007). Con lo cual, es necesario men-
cionar la idea de técnica de la Teoria Antropolégica de lo Did4ctico (Chevallard,
Bosch, & Gascon, 1997). Segtn esta teoria, toda tarea se puede resolver por una
o varias técnicas, pensando a la técnica como una manera de hacer, no necesaria-
mente algoritmica, ni siquiera algoritmizable.

Una técnica es una manera de resolver una tarea y, tan pronto como uno va
mds alld del cuerpo de tareas rutinarias de una institucion determinada, cada
técnica es un conglomerado complejo de razonamiento y trabajo rutinario. Me
gustaria recalcar que las técnicas se perciben y evalitan con mayor frecuencia
en términos de su valor pragmatico, es decir, centrindose en su potencial pro-
ductivo (eficiencia, costo, campo de validez). Pero también tienen un valor
epistémico, ya que contribuyen a la comprension de los objetos que involu-
cran, por lo que las técnicas son fuente de interrogantes sobre el conocimiento
matemdtico. (Artigue, 2002, p.4, traduccion propia)"

A las técnicas utilizadas en un ambiente computarizado, (Artigue, 2007) las lla-
ma técnicas instrumentadas. También este tipo de técnicas tienen un valor prag-
maético y uno epistémico. Como se mencioné en la cita anterior, la investigadora
hace referencia al valor pragmatico cuando el sujeto puede actuar sobre las repre-
sentaciones de un objeto determinado permitiendo producir ciertos resultados.
Se habla de valor epistémico cuando luego de llevar a cabo el procedimiento, se
pudo comprender mejor al objeto en cuestion, se aprendi6 algo que hasta el mo-
mento no se conocia, se abren nuevas preguntas a ser indagadas, etc. Aligual que
en un entorno de lapiz y papel, una técnica instrumentada resulta interesante si
contiene tanto valores pragmaticos como epistémicos. Cuando se trabaja con un
problema en un ambiente computarizado es esperable que surjan, por parte de las
y los estudiantes, procedimientos propios de ese entorno. Luego, el o la docente
determinara cudles son valiosos por sus valores epistémicos y pragmaticos, para
luego sistematizarlos y darles el “status” de técnicas.

Por otro lado, una potencialidad muy interesante que tiene el programa Geo-
Gebra es la posibilidad de trabajar simultdneamente con una vista algebraica y
una vista gréﬁcal. En este articulo estaremos interesados, en particular, por las
distintas representaciones del objeto “punto”.

(Duval, 1993) fue uno de los primeros investigadores en analizar las represen-
taciones de los objetos bajo su teoria de registros de representacién semiética. La
ensefianza de la matematica trata con muchos objetos ideales, abstractos, como

IEstos nombres fueron tomados de las versiones anteriores al GeoGebra 6. En la versién actual
esas “vistas” no tienen una denominacion.
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por ejemplo los nimeros, las funciones, los puntos o las figuras dentro del cam-
po de la geometria. Ahora bien, como estos objetos tedricos no son accesibles, es
necesario representarlos de alguna manera; la complejidad radica en que cada
objeto puede tener mds de una representacién. El desafio para los y las docen-
tes es doble: por un lado, que sus estudiantes sepan diferenciar al objeto de sus
representaciones y por el otro, que ademds sepan coordinarlas. Cuando se esta-
blecen vinculos y relaciones entre distintos registros de representacion se dice que
se realiza una coordinacién entre registros. Para este investigador (Duval, 1993)
la existencia de al menos dos registros de representacién de un mismo objeto, el
tratamiento (transformaciones dentro del mismo registro), la conversién de uno
al otro y la coordinacién entre los mismos, son todas condiciones necesarias para
que haya aprendizaje con respecto a la aprehension del objeto teérico en cuestion
por parte de las y los estudiantes.

§3. Un posible problema para ser llevado al aula

A continuacién, haremos un despliegue del andlisis a priori de un problema
para ser trabajado con GeoGebra. Decimos que es un estudio a priori porque tiene
un carécter anticipatorio: es previo a que la actividad se lleve a cabo en el aula. En
él, incluimos posibles procedimientos instrumentados por parte de las alumnas
y los alumnos y algunas intervenciones docentes frente a dichos procedimientos.
Esperamos que este estudio sea un insumo para la gestién de una clase.

El problema analizado es la cuarta actividad de una secuencia didéctica des-
tinada a estudiantes de segundo afio de la escuela secundaria. En los primeros
problemas de la misma’, se propone un trabajo en torno a las distintas represen-
taciones de los puntos y también se trabaja sobre las nociones de paralelismo y
perpendicularidad. Luego, se plantea comenzar a trabajar con la interpretacién y
lectura de graficos en ldpiz y papel y a continuacion, se propone esta misma tarea
con GeoGebra.

Los objetivos generales de la secuencia son: que las y los estudiantes identi-
fiquen que un punto permite relacionar dos variables en un contexto dado, que
reconozcan las distintas representaciones de un punto y sean capaces de coordi-
narlas, que deduzcan el tipo de informacién que se puede inferir a partir de un
grafico y que ademds analicen el crecimiento o el decrecimiento de una relacién
entre variables’.

*Para ver la secuencia, el lector o la lectora pueden ingresar a este enlace: https://drive.google
.com/file/d/1Q0tVj1-6jYEhW_mli_ZCVRA8SSPh2sZs/view

SHablamos de relacién entre variables porque algunos gréficos no se corresponden con el de una
funcién.
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3.1. Lectura e interpretacion de graficos. En esta seccién presentaremos la con-
signa del primer problema a ser trabajando con GeoGebra, posibles procedimien-
tos de las y los estudiantes, tanto en lapiz y papel como con el programa, y algunas
posibles intervenciones docentes.

En cuanto a los objetivos, se espera que las alumnas y los alumnos sigan rela-
cionando las distintas representaciones de un punto, utilicen y luego identifiquen
que hay varias estrategias para hallar el correspondiente de un valor de abscisa (u
ordenada) determinado. Por tltimo, se pretende poner a discusion las distintas
respuestas dadas a partir del uso del GeoGebra, en comparacién a las obtenidas
cuando el grafico viene dado en lapiz y papel.

Para abordar los objetivos mencionados, proponemos plantear la siguiente ta-
rea:

Un grupo de estudiantes realizé una excursion. El siquiente grifico muestra la distancia
del colectivo al colegio (en km) en funcion del tiempo transcurrido desde la partida.

Distancia del micro al colegio (km)

120

100

80

60

40

20

0 1 2 3 4 5 6 7 g 9 10 11 12 13 14 1

Tiempo transcurrido desde la partida (hs)

FiGura 1. Graéfico en papel correspondiente a la tarea.

Dada la siguiente tabla, completen la primera columna viendo el grdfico en lapiz y papel.
Luego abran el archivo de GeoGebra y completen la sequnda y tercera columna. Comparen
si sus respuestas fueron las mismas analizando los dos grificos presentados.
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Respuesta | Respuesta

viendo el viendo el Herramien-

Pregunta Py Py s
graficoen | graficoen | tas utilizadas
papel GeoGebra

(A qué distancia se encontra-

ban después de una hora de

viaje? ;y después de 7 horas?

(y después de media hora?

¢En qué momento los estudian-

b) | tesse encontraban a 100 km del

colegio? ;Y a 80km? ;Y a 110 km?

(A cuantos kilémetros estaba

el lugar que visitaron?

(Cuénto tiempo duré

la visita al lugar?

¢(Hubo alguna parada a

laida? ;y ala vuelta?

(Cuanto duro la excursion

f) | completa (incluyendo el

viaje de ida y el de vuelta)?

;Cudéntos kilémetros

8) recorrio6 el colectivo?

h) A la vuelta, ;la velocidad del
colectivo fue siempre la misma?

Ficura 2. Figura 2: Tabla comparativa de respuestas a la tarea.

Como se menciona en el enunciado, el problema planteado tiene dos instan-
cias. En la primera, los alumnos y las alumnas tienen que analizar el grafico dado
en papel (Figura 1) y en la segunda, en GeoGebra®. Luego de estudiar cada gra-
fico, deben completar la informacién en la tabla (Figura 2) utilizando la columna
correspondiente y comparar la informacion registrada.

3.2. Posibles procedimientos de las y los estudiantes y algunas intervenciones
docentes. A continuacién, presentaremos diversos procedimientos por parte de
las y los estudiantes con algunas intervenciones docentes. Elegimos analizar los
apartados en los cuales las posibles estrategias permiten evidenciar el contraste
entre los procedimientos en lapiz y papel y aquellos con GeoGebra. Es por esto,
que focalizaremos nuestro estudio en los items a) y b), relacionando el trabajo en
ambos entornos.

Respecto del item a), pensamos que es
probable que las y los estudiantes respondan que no se puede saber la distancia a
la hora de haber partido porque no es un valor exacto. También anticipamos que

*Enlace al archivo: https://www. geogebra.org/classic/ehugntk?
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pueden utilizar dos reglas apoyadas perpendicularmente para dar una respuesta
aproximada a la pregunta planteada.

El item b) tiene una complejidad mayor porque el dato brindado se tiene que
identificar en el eje y. Nuevamente las respuestas son aproximadas. Al igual que
en el punto anterior, para lograr una mayor exactitud quizas los alumnos y las
alumnas utilicen dos reglas, una apoyada sobre la recta horizontal y = 100 y otra
apoyada perpendicularmente a ella sobre los puntos de interseccién con el gréfico
de la funcién. Es de esperar que solamente miren el primer valor y respondan
1,5hs aproximadamente. Aqui pensamos en no realizar ninguna intervencién para
que luego las y los estudiantes quizés entren en una contradiccién en la segunda
parte del problema con GeoGebra.

Con respecto a los 80 km, hay toda una franja horaria en la cual el colectivo esta-
ba a dicha distancia (ademas del valor cercano a 1 hora). En general, las alumnas
y los alumnos suelen identificar solamente a los extremos del intervalo, en este
caso las 7hs y las 8hs.

Si bien muchas respuestas se obtendran
de la observacion de la pantalla, esa lectura requiere de varios conocimientos ma-
tematicos, como ser: coordenadas de un punto, rectas paralelas, perpendiculares,
horizontales, verticales, entre otros. Respecto del item a) al abrir el archivo (Figura
3) no se visualiza el ntimero 1 en el eje .

B~ b e

Poligonal {‘\{I
N Distancia del micro al colegio (km)
@ r-250 : 140
Punto 120
O A=(2140) :
100
(O B= (6 140) :
. 50
O c=(.80 :
O D-(ee0 : i
QO E-@o : a0
O F=(@o0 :
20
Texto
) ) o H o 2 4 8 s
@ Distancia del micro al colegio (km)* Tiempo transcurrido desde la partida (hs)

Ficura 3. Captura de la pantalla inicial que se observa al abrir el archivo.
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En caso de ser necesario, pen-
samos comentar como se hace
para cambiar la escala de los
ejes coordenados, por ejemplo,
haciendo zoom. Al hacer esto,
se podrian modificar las escalas
hasta obtener un grafico como el
de la Figura 4 y visualizar que la
distancia solicitada es de 70 km.

También se podria trazar una
recta vertical por = = 1 ingresan-
do por ejemplo los puntos (1,0)
y (1,20) en la barra de entrada
y luego mediante la herramien-
ta Recta trazar la recta que pasa
por dichos puntos (Figura 5).

Finalmente se puede marcar
el punto de interseccién entre la
recta vertical y el gréfico y leer

80

7O

&0

50

40

20

20

10

Ficura 4. Captura de pantalla del grafico con zoom en el
cual la escala muestra el 1 en el eje z y el 70 en el eje .

las coordenadas de dicho punto en la Vista Algebraica.

B o B e S

b \Vista Algebrai = [x] i ¥ Vista Grafica

® f=285.03
Punto
A=1(2140)
B = (6, 140) H 20
C=(7, 80)
D = (8, 80)
E=(9 0
F=(0, 0)
® G=(1,0
@ 4+H=(1, Zok :
€ 1=0, 70 i 60
Reeta i
® gx=1 :
Texto H 50
® textol = “Dist :
@ texto2 = “Tienm:

Poligonal | -

70

40

20

20 L 2

10

@

Ficura 5. Captura de pantalla del gréafico con zoom en el
cual la escala muestra el 1 en el eje z y el 70 en el eje y.

La estrategia previamente
descripta involucra conocimien-
tos matematicos ya que, por un
lado, para construir una recta
vertical que pasa por dos pun-
tos se tiene que identificar que
éstos tienen que tener la mis-
ma abscisa y por otro, se tienen
que interpretar las coordena-
das del punto de interseccién.

En este caso, este procedi—
miento instrumentado nos re-
sulta interesante tanto por su
valor pragmético como por su
valor epistémico.

En caso de utilizarse la he-
rramienta Punto (en lugar de
ingresarlo en la barra de entra-
da), dado que el trazado de un

punto es “a 0jo”, tal vez su abscisa no sea 1 sino algtn valor cercano. Ante esta
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situacion, una posible intervencién docente consiste en invitar a utilizar el zoom
para visualizar, apelando a la cuadricula, si ante la ampliacién la recta construida
es vertical o no. También, para fomentar la coordinacién entre los distintos re-
gistros de los puntos, se puede preguntar cémo nos damos cuenta si la recta es
vertical mirando la vista algebraica del programa.

Con respecto a la pregunta b) “;En qué momento los estudiantes se encontra-
ban a 100 km del colegio? ;Y a 80 km? ;Y a 110 km?” se podria trazar una recta
horizontal a partir de dos puntos cuyas ordenadas sean los valores indicados y
luego obtener las intersecciones de esta recta con el grafico. Por ejemplo, como se
muestra en la Figura 6, para responder la primera pregunta, se pueden marcar
dos puntos con ordenada 100 y luego con la herramienta Recta, trazar la recta que
pasa por ellos.

b Vista Algebraicad i ¥ Vista Grafica
Poligonal 2 |_||_| -
® f-285.03 :

Punto :

A= (2, 140) gg Distancia del micro al colegio (km)
B = (6, 140) : 140
C = (7, 80) :
D = (8, 80) i
E=1(9 0) i 120
E—{0r0} :

@® G =1(1.43, 100) G 1) K\ H

@_H = (6.67, 1007 : 3 ® @

® | =1Z100) 49

® K-=(6,100) :

Recta 2 an

® g y=100 ;

Texto 2

® textol = “Distar:

® texto2=“Tiemp:

60

40

20

2 4 3 g8 10 12 14
Tiempo transcurrido desde la partida (hs)

Ficura 6. Trazado de la recta horizontal y = 100 mediante dos puntos con ordenada 100.

En este caso, al utilizar la herramienta Interseccion, el software muestra dos pun-
tos de interseccién, hecho que podria invitar a la reflexion si en la resolucién en
papel solamente se identificé un s6lo momento. Aqui el valor pragmatico de este
procedimiento resulta fundamental para hallar todas las soluciones pedidas.

Para responder las preguntas de este item, otra estrategia resulta de modificar

la escala del eje y hasta que el valor en cuestién aparezca. Veamos en la Figura 7,
el caso de 110 km.
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¥ \ista Algebraice o i ¥ Vista Grafica

Poligonal (L] ] -

® f=285.03
Punto :
A = (2, 140) 3 130
B = (6, 140) :
C = (7, 80) |
D = (8, 80) 3 120
E=1(9, 0) 3
F = (0, 0) :
Texto :
® textol = "Distalié 110
® texto2 = “Tiemp:

100
50
20
70
&0
50

: 40
o 0] [»]i 4 -2 2 4 3 8

Ficura 7. Captura de pantalla donde se visualiza el valor 110 en el eje y.

La dificultad de esta estrategia radica en luego identificar cuales son los valores
de abscisa que se corresponden con 110 km.

Dado que la construccién del grafico esta hecha como una poligonal, también
anticipamos que se podria marcar un punto utilizando la herramienta Punto en
objeto sobre la poligonal y ver sus coordenadas en la Vista Algebraica. En este caso,
una estrategia podria consistir en ir deslizando el punto hasta intentar obtener
puntos con las coordenadas deseadas. En la Figura 8, se muestra cuando el punto
G tiene ordenada 110. Esta estrategia no siempre es titil porque a veces no se puede
“atrapar” el valor buscado al mover el punto sobre la poligonal.

Mas alla de que este procedimiento no tenga un alto valor pragmatico, rescata-
mos esta estrategia porque permite poner en juego la coordinacién de los distintos
registros de representacion de un punto (uno de nuestros objetivos de ensefian-
za) y ademads porque esa coordinacion se da de manera instantdnea, en tiempo
real. Es decir, no se ven fotos, sino que se van visualizando los cambios de las
coordenadas a medida que vamos moviendo el punto.
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Archivo Edita Vista Opciones Herramientas ‘“entana Ayuda

[R] oA [ 27|

» \ista Algebraica o' i ¥ Vista Grafica
Poligonal Al @~ [a~
® f=285.03
FPunto

A= (2 140) ;

B = (6, 140) : A

C = (7, 80) i

D = (8, 80)

E ={0. 0l

F=(0, 0) : ]
® G=1(1.57, 110) : =
Taxto :
® textol = “Distanciad:
® texto2 = “Tiempo trai:

Distancia del micro al colegio (km)

120

100

80

&0

40

20

-4 -2 o 2 4 [ a8 10 1z 1
Tiempo transcurrido desde la partida (hs)

Ficura 8. Captura de pantalla donde se muestra que G tiene ordenada 110.

Luego del trabajo realizado, para finalizar la clase pensamos enfatizar que en
las dos partes de la actividad se aplicaron distintas estrategias para extraer infor-
macién de un gréfico. Los conocimientos construidos en la primera parte (lectura
de un gréafico dado en papel), como por ejemplo el trazado de rectas verticales
por un valor de abscisa hasta la intersecciéon con el grafico y luego el trazado de
una recta horizontal que contenga a ese punto de interseccién para determinar la
ordenada, se aplican y adquieren un nuevo sentido al estudiar un grafico hecho
en GeoGebra. Esto ocurre porque, en general, la selecciéon de las herramientas que
se utilizan, da cuenta de los conceptos involucrados. Es decir, varias herramientas
tienen un conocimiento matematico detras, aunque pueda ocurrir que el alumno
o la alumna no sea consciente del mismo.

Pensamos en hacer una sola puesta en comtn al finalizar todo el problema con
el objetivo de ver qué le aporta el GeoGebra a las primeras respuestas dadas vien-
do el gréfico en papel. Ademads de analizar los distintos procedimientos que po-
drian surgir en la clase, también pretendemos comparar las respuestas deducidas
de los distintos entornos.
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§4. Conclusiones

Como cierre de este articulo, queremos comentar algunas de las potencialida-
des que, a nuestro entender, tiene GeoGebra en contraposiciéon con el trabajo en
lapiz y papel. Al no encontrar bibliografia sobre actividades de lectura de graficos
en un entorno dindmico, muchas de estas ventajas las hemos ido descubriendo al
anticipar posibles estrategias de nuestros y nuestras estudiantes. En este sentido,
queremos destacar la importancia de haber realizado este anélisis a priori ya que,
ademads de permitir anticipar posibles intervenciones frente a las estrategias que
desarrollen las alumnas y los alumnos, permite al docente conocer més en pro-
fundidad el programa, ya sea, tanto sus potencialidades como sus limitaciones. Al
mismo tiempo, brinda la posibilidad de estudiar y anticipar si las posibles estra-
tegias a desplegar involucran relaciones tedricas y en caso afirmativo, identificar
las nociones que se ponen en juego, estudiar su valor pragmatico y su valor epis-
témico para decidir si serdn futuras técnicas a ser institucionalizadas. Como toda
técnica, luego se deberdn plantear problemas de ejercitacion para que las mismas
puedan ser sistematizadas.

Por otro lado, como mostramos en nuestras anticipaciones, pensamos que al
trabajar con el programa GeoGebra la cantidad de estrategias para leer informa-
cién de un grafico es mucho mayor a las disponibles en lapiz y papel. Por lo tanto,
la o el estudiante tiene un abanico mas amplio de posibilidades para arribar a una
respuesta determinada.

Ademads, una “potencia” del programa, para nosotros fundamental, es que per-
mite visualizar al mismo tiempo dos registros de un punto: la escritura como par
ordenado y su grafico. Creemos que cuanto mayor sea la cantidad de registros (de
un mismo objeto) con la cual se trabaje, mas se va a comprender al objeto en cues-
tién. A esto tltimo hay que sumarle el dinamismo del programa ya que, al mover
un punto, se visualiza instantdneamente el cambio (o no) de sus coordenadas.
Esta coordinacién en paralelo con dos registros es muy dificil (o imposible) de
abordarla en lapiz y papel.

Por ultimo, aclaramos nuevamente que tiene que haber una intencionalidad
docente detras para explotar todas las potencialidades del programa mencionadas
en los parrafos precedentes; es decir, la mera utilizacién del software no garantiza
que ocurra todo lo desplegado en este articulo.
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