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SECCION 1

Introduccion

En este libro presentamos actividades que incorporan el uso del programa
GeoGebra al estudio de la funcién cuadritica en el aula del secundario. Estas
actividades fueron elaboradas por el Grupo de los Lunes —un colectivo con-
formado por docentes de escuela secundaria y de universidad— con el obje-
tivo de transformar una propuesta de ensefianza pensada para un contexto de
l4apiz y papel y publicada en el documento Funcién cuadrdtica, pardbola y
ecuaciones de segundo grado.!

El Grupo de los Lunes trabaja desde hace varios afios pensando la ensefianza
de la matematica, disefiando propuestas y analizandolas en su funcionamiento.
A medida que se elaboran las actividades, los docentes del grupo las imple-
mentan en sus aulas. La reflexion colectiva en torno a lo sucedido enriquece
nuestro conocimiento acerca de la ensefianza de la matematica y permite
ajustar las propuestas iniciales.

Los integrantes del Grupo compartimos algunos principios en relacion
con el trabajo matemético en el aula. Nuestro propdésito es involucrar a los
estudiantes de la escuela secundaria en una verdadera actividad de produccién
de conocimiento. Para ello serd necesario proponer problemas desafiantes a los
alumnos y crear un ambiente en la clase que los aliente a ensayar, a producir
diferentes soluciones y a aportar ideas. Estos ensayos, resoluciones e ideas son
la materia prima a partir de la cual el docente organiza las interacciones en
la clase. El espacio colectivo de discusion es propicio para estudiar la validez
de razonamientos y procedimientos, avanzar en la precision, plantear nuevos
problemas, elaborar conjeturas y estudiarlas.

La irrupcién de las computadoras en las aulas de las escuelas publicas,
gracias al programa Conectar Igualdad, llevd a que desde 2010 el Grupo
estudiara cémo incorporarlas en las propuestas que elaborabamos. De esa

1. El documento fue elaborado en 2009 y lo publicé en 2014 el Ministerio de Educacion del
Gobierno de la Ciudad de Buenos Aires. En adelante nos referiremos a este texto como “docu-
mento original”. Disponible en: <https://editorial.unipe.edu.ar/images/phocadownload/colec-
ciones/herramientas/cuadraticas/matematica_funcion_cuadratica.pdf>.


https://editorial.unipe.edu.ar/images/phocadownload/colecciones/herramientas/cuadraticas/matematica_funcion_cuadratica.pdf
https://editorial.unipe.edu.ar/images/phocadownload/colecciones/herramientas/cuadraticas/matematica_funcion_cuadratica.pdf
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época es una propuesta de trabajo que recoge ese desafio: /ntroduccion al
trabajo con polinomios y funciones polinémicas. Incorporacion del programa
GeoGebra al trabajo matemdtico en el aula, un libro publicado en 2015 dentro
de la coleccion Herramientas de UNIPE: Editorial Universitaria.

Desde nuestra perspectiva, la confluencia de miradas y enfoques, asi como
la diversidad de experiencias que caracteriza a la conformacioén del Grupo,
generan buenas condiciones para pensar una integracion real y apropiada de
las TIC en la ensefianza de la matematica.

A partir del afio 2013, en el Grupo surgi6 el interés en enriquecer la propuesta
de ensefianza de funcién cuadritica del documento original? con la incorpo-
racion de la computadora y estudiar las transformaciones que se producirian
tanto en el tipo de tareas como en las técnicas que empiezan a desplegar los
estudiantes o en la complejidad del trabajo docente.

Este libro pretende plasmar dichas transformaciones. Creemos que puede
resultar de interés para un docente que intenta afrontar los grandes cambios
que implica la incorporacion de las TIC en el aula.

ORGANIZACION DEL DOCUMENTO

Durante los afios 2012 y 2013, el Grupo diseiid e implement6 una actividad
para el estudio de la variacion de una familia de figuras.’ La incorporacién de
la computadora permitié disefiar un modelo dindmico de esta familia y ofre-
cerla a los estudiantes para estudiar la variacién del area. En la Seccion 2 de
este libro, Estudio de la variacion de dreas a través de un modelo dindmico,
se presenta esta actividad en detalle.

Alolargo de los dos afios posteriores, el Grupo avanzo en el disefio de activi-
dades para desarrollar con GeoGeobra apuntando centralmente a la lectura de
informacion en la expresidon canénica de férmulas de funciones cuadraticas
y la relacién de esta informacién con la que aportan los graficos cartesianos
de las funciones. Por ejemplo, en la férmula f(x) = (x — 3)2 — 7 puede leerse
que “para todo valor de x, la funcién f toma valores mayores o iguales a -7, es
decir que -7 es el valor minimo de la funcion y que dicho minimo se alcanza
en x = 37; “que los valores de x que estdn a la misma distancia del 3, tienen
la misma imagen por f”.* En la Seccién 3, Estudio de familias de funciones
con GeoGebra: trabajo a partir de la expresion canénica de la formula, se
presentan las actividades en detalle.

2. Muchos de los integrantes del Grupo de los Lunes habian participado en la elaboracion del
documento original.

3. En el capitulo 2 del documento original, el Problema 1 presenta la misma variacién para ser
estudiada en un contexto de “lapiz y papel”.

4. Para profundizar, invitamos a leer el documento original, disponible para descarga en el link
ya mencionado.


https://editorial.unipe.edu.ar/colecciones/herramientas/introducci%C3%B3n-al-trabajo-con-polinomios-y-funciones-polin%C3%B3micas-detail
https://editorial.unipe.edu.ar/colecciones/herramientas/introducci%C3%B3n-al-trabajo-con-polinomios-y-funciones-polin%C3%B3micas-detail
https://editorial.unipe.edu.ar/colecciones/herramientas/introducci%C3%B3n-al-trabajo-con-polinomios-y-funciones-polin%C3%B3micas-detail

INTRODUCCION n

En el Grupo de los Lunes, el analisis de las distintas actividades se va reali-
zando a medida que las disefiamos y muchas veces nos quedan interrogantes
importantes acerca de como resolverdn los estudiantes y de cudn fértiles
pueden ser alguno de los problemas que planeamos. La puesta en aula de la
secuencia por parte de varios de los profesores y profesoras del grupo retroa-
limenta la instancia inicial de disefio al acceder a los hechos de las clases y
estudiarlos teniendo como marco el analisis previo. Incorporamos aqui parte
de ese estudio posterior en torno a lo trabajado por los alumnos en los cursos
donde se implementd. También intentaremos reflejar algunas discusiones
del Grupo que llevaron a tomar las decisiones que se plasman en este nuevo
producto.

Diferentes subgrupos del Grupo del Lunes escribieron un texto sobre cada
una de las actividades disefiadas. Estos documentos se han incorporado en el
libro respetando los respectivos estilos con que fueron escritos. Vale aclarar
que los enunciados de algunos problemas trabajados en este libro incluyen
precios que han quedado muy desactualizados respecto a los posibles valores
actuales. No obstante, se decidi® mantenerlos tal como figuraban en los
enunciados originales.
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SECCION 2

Estudio de la variacidon de areas a través
de un modelo dinamico

En el capitulo 2 del documento original, se presentan varias situaciones geomé-
tricas que permiten definir funciones cuadraticas al considerar la dependencia
entre la variacion de la longitud de algin segmento y la del drea de alguna
figura. Nuestro grupo se propuso redisefiar el Problema 1 (pagina 30), formu-
lando un conjunto de tareas con la intencién de aprovechar la potencialidad de
los modelos dindmicos construidos con la computadora.

En este problema se busca analizar la variacién del area de ciertos rectin-
gulos inscriptos en un tridngulo isdsceles rectingulo. Una vez estudiada la
situacion geométrica, se define una relacién funcional entre la longitud de un
segmento y el area del rectangulo; se estudia numéricamente esta relacion y
finalmente se presentan graficos cartesianos para que el estudiante decida si
pueden o no representar la relaciéon. Con esta tltima tarea se espera que los
estudiantes puedan diferenciar relaciones de crecimiento lineal de aquellas de
crecimiento no lineal e identificar algunas caracteristicas numéricas y graficas
de la funcién que estin estudiando que serdn propias de la clase de todas las
funciones cuadriticas (ejes de simetria, existencia de una semirrecta de creci-
miento y de decrecimiento, extremos, etc.).

Este esquema y estos objetivos estdn presentes en el disefio original del
problema para ser resuelto en “lapiz y papel” y se conservan en el redisefio que
realizamos para trabajar con GeoGebra. En esta nueva version, el problema
se organizé en seis etapas. Para cada etapa, presentamos a continuacién los
enunciados de las tareas para los estudiantes, los objetivos de la misma y
comentarios.

PRIMERA ETAPA: ENTRADA A LA SITUACION
Se entrega a los alumnos una hoja con el siguiente enunciado:

En un tridngulo rectangulo isésceles de lado 11, inscribimos rectangulos
como los de la siguiente imagen. Vamos a estudiar esos rectangulos.
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b=11

=1t

(Qué valores puede tomar la base? ;Cuantos rectangulos hay? ;Dénde
tenemos que ubicar los vértices de estos rectangulos?

Comentarios

La situacién a estudiar es relatada oralmente por el docente mientras dibuja
un tridngulo y distintos rectangulos posibles. Se formulan unas primeras pre-
guntas para ir precisando cudl es la familia infinita de rectingulos que sera
objeto de estudio:

(Qué valores puede tomar la base? ;Cudntos rectingulos hay? ;Dénde
tenemos que ubicar los vértices de estos rectangulos?

Una alternativa a esta entrada al problema es proponerles a los estudiantes
dibujar un nuevo rectangulo de esta familia con el objetivo de discutir y definir
algunas caracteristicas: por ejemplo, que la base siempre se encuentra sobre la
respectiva base del tridngulo, que un vértice esta sobre la hipotenusa, o que un
vértice coincide con el vértice del triAngulo donde se unen los catetos, entre
otras. En este momento exploratorio es posible que emerjan otras propieda-
des relativas a la familia de rectangulos. Proponemos tomar en consideracion
aquellas que aporten a la construccién dindmica que serd el objetivo de la
siguiente actividad.

Finalizada esta primera etapa de entrada a la situacién (estitica), repre-
sentada en papel, el docente anuncia: “Vamos a estudiar algunas nuevas carac-
teristicas de esos rectdngulos con GeoGebra”.
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SEGUNDA ETAPA: CONSTRUCCION DE LOS RECTANGULOS
DINAMICOS EN GEOGEBRA

A continuacidn, se provee un archivo GeoGebra y se enuncia:
En el archivo hay un tridngulo rectangulo isdésceles de lado 11, como el
que veiamos recién. Construyan un rectangulo dindmico con las mismas
caracteristicas de los rectangulos dibujados en el pizarron.

Comentarios

Al abrir el archivo GeoGebra, los estudiantes se encontraran con la siguiente
imagen.

'© Geobebrs lvico

(DY E B ScIsIP AN TIEIES

Como muestra la imagen 1, en la pantalla se ve el tridngulo rectangulo
junto con las medidas de los catetos. El archivo ha sido preparado de forma
tal que el triangulo esta fijo y por lo tanto los alumnos no podran moverlo
ni cambiar sus medidas o su aspecto. Se les propone entonces construir
un rectangulo dindmico con las mismas caracteristicas de los rectangu-
los dibujados en el pizarrén. En la medida que la construccién requiere
poner en juego relaciones y conocimientos geométricos, la produccién de la
figura dindmica es, desde nuestra perspectiva, un modo de apropiarse del
problema.

La participaciéon del docente en esta construccién dependerd de las
experiencias previas de los alumnos en el uso de GeoGebra. Podré dejar a
sus alumnos en total libertad para tomar decisiones sobre la construccidon o


https://editorial.unipe.edu.ar/images/phocadownload/colecciones/herramientas/cuadraticas/img2_geogebra1.ggb.zip
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sostener una mediacidon que permita que todos lleguen a construir una figura
dindmica con idénticas caracteristicas. Una de estas alternativas es pedirles a
los estudiantes la construccién de un rectdngulo con un punto libre D sobre
el lado AB del tridngulo. En etapas posteriores, la longitud de AD seri la
variable independiente en el estudio de la variacién del area de los rectan-
gulos. La ubicacién del punto mdvil tiene importancia cuando tenemos en
vista un alumno que esti construyendo la nocién de funcién y la nocién de
dependencia. En tal sentido, un punto mdvil ubicado en el lado vertical AC o
en la hipotenusa CB del tridngulo harfa mas dificil aprehender la dependencia
que se quiere estudiar.
Queremos detenernos en dos cuestiones sobre la segunda etapa:

1) Esta actividad podria iniciarse con un archivo GeoGebra en blanco, de-
jando en manos de los alumnos toda la construccion, tanto del tridngulo
como del rectangulo. Al producir modelos con un programa de geome-
tria dinamica, el abanico de decisiones que los alumnos toman es de por
si amplio y esta en relacion con los conocimientos que ellos tengan, tanto
matematicos como propios del programa. Esto deriva en un escenario
de una enorme diversidad que condiciona las futuras decisiones que el
docente necesita tomar para llevar adelante sus objetivos de ensefianza.
Hemos optado por una configuracién para la cual, por tener menos di-
versidad de producciones en el archivo, tenga al mismo tiempo menos
condicionantes para el docente.

Experiencias anteriores de algunos profesores nos alertaron sobre
dificultades originadas por aproximaciones de cdlculo que realiza el
programa. Particularmente, se observaron incoherencias/discordancias
entre dos datos que el programa puede mostrar en pantalla: valores
de areas de distintos rectangulos y los correspondientes valores de los
lados. Para un andlisis detallado de estos fenémenos se puede leer el
articulo “La integracién de programas de geometria dinamica para el
estudio de la variacién de magnitudes geométricas: nuevos asuntos para
la did4ctica”, escrito por algunos integrantes del grupo y publicado en
la actas del VII Congreso Iberoamericano de Educacion Matemética
Cibem.!

Por estas razones, decidimos entregar a los estudiantes el archivo
GeoGebra preparado para resolver esta cuestion.

2) La actividad —tal como la hemos presentado en dos etapas— nos permite
plantear una situacion geométrica como algo previo al modelo GeoGebra
que se va a construir. Las interacciones con el modelo permitirdn preci-
sar cudl es el problema que se quiere estudiar. Fue objeto de discusion

1. Disponible en: https://editorial.unipe.edu.ar/images/phocadownload/colecciones/herramien-
tas/cuadraticas/lipgd_cicalaborsanisessa.pdf


https://editorial.unipe.edu.ar/images/phocadownload/colecciones/herramientas/cuadraticas/img2_geogebra1.ggb.zip
https://editorial.unipe.edu.ar/images/phocadownload/colecciones/herramientas/cuadraticas/img2_geogebra1.ggb.zip
https://editorial.unipe.edu.ar/images/phocadownload/colecciones/herramientas/cuadraticas/lipgd_cicalaborsanisessa.pdf
https://editorial.unipe.edu.ar/images/phocadownload/colecciones/herramientas/cuadraticas/lipgd_cicalaborsanisessa.pdf
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en el Grupo la diferencia entre ambos planos —problema geométrico y
modelo dindmico— y arribamos a la necesidad de resaltar esa diferencia
en el aula. Nuestro disefio retiene esa intencion al no comenzar el trabajo
con los estudiantes directamente por la situacion planteada en la panta-
lla de las computadoras de los alumnos. De este modo esperamos poder
comenzar a discutir con ellos en torno a la distincién y relacion entre am-
bos planos, las ventajas del modelo dindmico para el estudio y al mismo
tiempo sus limitaciones.

TERCERA ETAPA: CARACTERISTICAS DEL MODELO
DESARROLLADO EN GEOGEBRA Y ESTUDIO DE
ALGUNAS MAGNITUDES DE LOS RECTANGULOS

Preguntas para los estudiantes:

(Qué cambios se producen a partir del arrastre del punto D?

(Tienen todos estos rectdngulos la misma area?

[Todos pueden llegar a un rectangulo cuyo lado AD mida 9,25? ;Y a
uno cuyo lado AD mida 2,317

Comentarios

En esta tercera etapa, el trabajo que se propone para el aula en torno a la situa-
cién geométrica derivara en definir una funcién que sirva como herramienta
para el estudio de la variacién del 4rea.

Una vez que los alumnos finalizaron la construccion del rectangulo dindmico
en GeoGebra, la puesta en comiin permite compartir que en las construcciones
hay un solo vértice del rectangulo que pueden mover ellos y que los otros dos
quedan determinados (y el cuarto es fijo). Se unifica que el punto sobre el lado
AB se nombrara con la letra D.

Esta etapa se lleva adelante en un modo de discusion colectiva en la cual
el docente va planteando preguntas y los estudiantes, en interaccién con el
modelo GeoGebra, van estudiando las preguntas que el docente plantea.
Se espera que realicen conjeturas sobre cambios en algunas magnitudes/
elementos del rectangulo.

- “;Qué cambios se producen a partir del arrastre del punto D?”
Respondiendo a esta pregunta se espera que identifiquen magnitudes que
varian, entre otras, la medida del lado AD y la medida del lado vertical. Es
posible que los estudiantes también formulen conjeturas sobre el perimetro y
el area.

- “/Tienen todos estos rectangulos la misma drea?” En nuestra experiencia
notamos que algunos estudiantes sospechan que el area no cambia, pues “si
aumenta la base, disminuye la altura y podria compensarse”.
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En esta etapa se privilegia que los estudiantes expliciten aquellos cambios
que visualizan o que sospechan; no se espera que estos asuntos sean tratados
exhaustivamente en este momento.

Para continuar con el andlisis del 4rea, se explica como hacer para que el
GeoGebra muestre en pantalla la medida del lado AD (pulsar sobre texto en
color para ver ventana emergente) y se formulan las siguientes preguntas:

- “/Todos pueden llegar a un rectdngulo cuyo lado AD mida 9,25?”;
“Y auno cuyo lado AD mida 2,31?” Estas preguntas tienen la intencidn de
identificar que el archivo estd preparado para obtener una familia finita
de rectangulos entre los infinitos presentes en la situaciéon geométrica:
todos los que tengan lados con medidas que varian de 0 a 11, con incre-
mentos de 0,05.

CUARTA ETAPA: IDENTIFICACION DE UNA FUNCION COMO
HERRAMIENTA DE ESTUDIO DE LA VARIACION DEL AREA

Preguntas para los estudiantes:

(Cudl seri el area del rectangulo cuando AD mide 2? ;Y cuando mide
8,457

(Habré otro rectdngulo de area 18? Si pensas que si, dar la longitud
de AD.

(Cual sera el area del rectangulo cuando AD mide 2,31?

(Coémo varia el area cuando AD aumenta en uno?

(Es verdad que cuando crece la medida de AD aumenta el valor del
area del rectangulo?

Comentarios

Para responder la primera pregunta, los estudiantes pueden arrastrar el punto
D hasta lograr AD de longitud 2 —u 8,45— y luego responder utilizando dife-
rentes estrategias. Por ejemplo:

e deduciendo el valor de la altura a partir de establecer que la base y la
altura suman 11, y calculando el area con la férmula (se supone que los
alumnos disponen de la formula b X & para calcular el area);

e leyendo la medida de la altura, en caso de que GeoGebra esté brindando
esa informacion, y haciendo la cuenta para calcular el 4rea;

e finalmente, otra posibilidad es que le pidan al programa la informacion
sobre el valor del area.

Si esta ultima estrategia no aparece, aqui se indica a los estudiantes como hacer
para que en la pantalla se muestre el valor del area de cada rectangulo.
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Se introducen a continuacién nuevas preguntas:

- “;Habrd otro rectdngulo de drea 18? Si pensds que si, dar la longitud de
AD.” Quizés algunos alumnos lleguen a la respuesta sin ninguna anticipacion,
arrastrando el punto D hasta encontrar otro rectangulo de 4rea 18. Podria ser
también que, con una cierta anticipacion, visualicen que se trata del mismo
rectangulo “acostado” (con lado vertical que mida 2).

Es posible que los estudiantes no hayan identificado que dos lados conse-
cutivos de cada rectangulo suman 11, relacion que justificaria que el “mismo
rectangulo acostado” va a estar inscripto en el tridngulo. Para trabajar expli-
citamente esta relaciéon pensamos que podria preguntarse por un valor que el
archivo GeoGebra no permita obtener, por ejemplo 2,31.

- “;Cudl serd el drea del rectdangulo cuando AD mide 2,31?” La certeza de
la existencia de un rectangulo de tales dimensiones, junto con la falta de ese
dato en este archivo GeoGebra, pueden ser el punto de partida para establecer
otras relaciones (algunas correctas, otras no). Podria ocurrir, por ejemplo, que
los estudiantes:

e Establezcan que hay proporcionalidad para la relacion lado-area y que in-
tenten con esa idea calcular el valor del area para AD = 2,31; en ese caso
consideramos proponerles que analicen esta supuesta regularidad para
medidas que el GeoGebra si ofrece, de modo que puedan poner en cuestién
la idea de proporcionalidad (por ejemplo, analizar los casos en los que AD
mide 2, 2,5y 3).

e Deduzcan el valor de la altura a partir de establecer que la base y la altura
suman 11, y calculen el area con la férmula.

e Visualicen la regularidad “cada vez que la base aumenta en una unidad,
la altura disminuye en una unidad” a partir de la exploracion en la fami-
lia de rectangulos y sus medidas (y que luego apliquen esta regularidad
partiendo del rectangulo de base 2,3 con una medida de avance de 0,01
para encontrar la altura y calcular el area).

Proponemos discutir estas diferentes estrategias en el aula y, en particular, for-
mular y validar que “las medidas de dos lados consecutivos de cada rectangulo
suman once’. Las relaciones geométricas que se necesitan para validar este hecho
son conocimientos que los estudiantes suelen tener disponibles. El docente puede
ayudar a recuperarlos, para establecer la relacién y luego calcular el 4rea solicitada.

Podria pasar que algunos estudiantes exploren en la configuracion del
archivo para lograr el valor 2,31 para AD y que entonces obtengan el valor
del area del rectangulo en la pantalla. Es una estrategia que no pone en juego
relaciones mateméticas y convivira en el aula con estrategias matematizadas,
que son las que esperamos.

A partir del trabajo sobre las preguntas anteriores, el docente propondra
una nueva tarea: estudiar la variacién del area de los rectangulos en funcién
de AD. En principio, se conocen ya los valores de esa funcidon para AD = 2,
AD = 8,45, AD =9y AD = 2,31. En este contexto, proponemos un conjunto
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de preguntas para tratar con los estudiantes y asi comenzar a identificar carac-
teristicas asociadas al tipo de crecimiento de esta nueva funcion.

- “¢Coémo varia el drea cuando AD aumenta en uno?” Se espera que los
alumnos aporten distintas respuestas numéricas y que en el espacio colectivo
se concluya que no es constante la variacion.

- “sEs verdad que cuando crece la medida de AD aumenta el valor del drea
del rectdngulo?” Los estudiantes podrian visualizar mediante el arrastre del
punto D que el 4rea crece y después decrece. Las argumentaciones apoyadas
en la exploracion nos parecen pertinentes en esta etapa de trabajo y esperamos
que evolucionen a lo largo del estudio de esta situacidon, apoyandose sobre las
relaciones matematicas que estamos construyendo.

Es posible que los alumnos, habiendo calculado algunas areas especificas,
las hayan ordenado en tablas. Con esta informacién podrian, por ejemplo,
argumentar que como el area es la misma para los valores de la base AD =
2y AD =9, el crecimiento de la medida de la base no asegura el aumento
del area. Se podra proponer que consideren tramos menores para establecer
alguna conjetura acerca de en qué tramos aumenta y en cuales disminuye.

La actividad de esta etapa puede desarrollarse como un momento de
discusion colectiva o también como un momento de trabajo en pequefios
grupos, para luego compartir y analizar las respuestas elaboradas por los
chicos con todo el grupo.

La intencién de estas preguntas es que sirvan de apoyo para la realizacién
de la préxima etapa.

QUINTA ETAPA: ELECCION DE GRAFICOS
COMPATIBLES CON LA FUNCION EN ESTUDIO
A continuacidn, a los estudiantes se les plantea una nueva tarea:
Decidan cuales de los siguientes graficos pueden corresponder a la

representacion del drea del rectangulo en funcion de la base del mismo.
Justifiquen su respuesta.

Gréafico 1 Grafico 2
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Comentarios

El anilisis de los graficos que se propone hacer en esta etapa no busca definir
cudl es el de la funcidn estudiada, sino ver la compatibilidad —o no— de cada
grafico con las caracteristicas de la funcién. En este sentido podria ser que los
alumnos llegaran a identificar varios graficos como posibles, dependiendo de
las relaciones que pongan en juego.

El objetivo de esta nueva tarea es que los alumnos lean en la forma de
cada gréfico el tipo de crecimiento que expresa y lo pongan en relacion con el
crecimiento de la funcién de area estudiada antes. Nos interesa detenernos en
el papel que puede jugar el GeoGebra.

Si los alumnos dispusieran del software para hacer el grafico seria dificil
lograr el objetivo al que apuntamos. Nuestra opcion para este momento de
estudio con graficos es, entonces, entregar los graficos dibujados en una hoja,
dejar la computadora disponible para cilculos y no alentar a los alumnos a la
produccion de graficos a través del GeoGebra.

Nos interesa promover que los alumnos conviertan al registro de los graficos
cartesianos los aspectos identificados en el trabajo previo con el problema y
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sientan la necesidad de conocer nuevas caracteristicas de las variaciones ya que
algunos de los graficos comparten ciertas caracteristicas identificadas previa-
mente en la situacion. Todo este trabajo permitird elaborar nuevas relaciones
en torno a la funcién estudiada. Por ejemplo, serd necesario analizar qué datos
de la situacién usar —y cémo usarlos— para decidir entre un grafico lineal a
trozos y un grafico curvo que tienen en comin los intervalos de crecimiento,
el maximo y el eje de simetria.

Encontramos, entonces, una especificidad en la actividad de elegir graficos
que no resulta abordable desde la tarea de produccién del mismo, tal como se
sostiene en el documento original, pagina 32:

Estudiar cada uno de los seis graficos, buscando razones para aceptarlo
o descartarlo, es una tarea que comporta una complejidad diferente a la
de confeccién de un grafico, que cldsicamente se resuelve en la escuela
siguiendo el siguiente recorrido: féormula de la funcién — confeccién de
tabla de valores — marcado de puntos en un sistema de ejes cartesianos —
dibujo de un gréfico aproximado uniendo los puntos.

Entendemos que, de este modo, la presencia del software no diluye la riqueza
de la tarea de eleccidn de graficos. Si creemos, en cambio, que la disponibi-
lidad de la computadora puede traer aparejadas otras formas de trabajo entre
los estudiantes. El modelo dindmico, del que disponen los alumnos a través
del archivo GeoGebra, permite obtener una gran cantidad de datos sobre la
funcion, pero estos se hacen visibles de a uno a medida que se arrastra el punto
D sobre AB. Implicitamente hay una tabla con gran cantidad de valores que no
estan visibles al mismo tiempo. Quedaria en manos de los estudiantes la orga-
nizacién de la informacion y la decision acerca de cuéles son datos pertinentes
para estudiar cada uno de los graficos.

Para finalizar esta etapa nos parece importante sefialar que la eleccion
de gréficos posibles —o el rechazo de graficos “imposibles”— se apoyara en
distintas ideas construidas y explicitadas por los estudiantes. La instancia de
discusion colectiva aparece como una oportunidad para que cada estudiante
comprenda las ideas de los otros, las valore, rechace o complete y, eventual-
mente, se construyan en el aula ideas nuevas a partir de la interaccion.

Como ya dijimos, varios graficos podrian ser los elegidos como posibles
al terminar esta etapa. Estas decisiones se veran confrontadas en la préxima
etapa a través de la construccion del grafico.

SEXTA ETAPA: LA PRODUCCION DE UN GRAFICO

Consigna para los estudiantes:

Construir en el archivo el grafico de la funcién area.
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Comentarios

Antes de analizar esta dltima etapa del problema, creemos pertinente reali-
zar una breve sintesis de las cuestiones que se habrian abordado hasta este
momento y que serian un punto de partida para el trabajo.

Al analizar la relacién “4rea del rectdngulo inscripto-longitud de su base”,
los alumnos:

e averiguaron el area de varios rectingulos y quizis organizaron los datos
en una tabla;

e reconocieron que la base AD puede tomar todos los posibles valores en-
tre O y 11, exceptuando eventualmente estos dos;

e cligieron graficos compatibles con la situacion geométrica, estudiando el
modo de variacion de la funcion;

e percibieron la coincidencia del valor del area cuando los valores de la
base estan equidistantes de O y 11. Y en relacién con esto identificaron
visualmente una simetria en los graficos elegidos (la actividad de elec-
cion de graficos permite comenzar a discutir la idea de simetria que sera
luego abordada y precisada en otros problemas).

Nos parece importante sefialar que hasta la quinta etapa no se tuvo la intencién
de promover la produccion de la férmula de 4rea, aunque es posible que esta
haya aparecido en el aula. Tomaremos entonces como un hecho eventual que
algunos alumnos hayan formulado la expresion Area = x(11 — x).

Para comenzar con la tarea de la sexta etapa los docentes podran proponer
a sus alumnos agregar la Vista Grdfica 2 del programa donde se construira el
gréfico.

Las tablas realizadas anteriormente y los graficos analizados son una fuente
para recuperar algunos puntos posibles de este grafico. El docente podra
ingresar las coordenadas de alguno en la barra de entrada y recuperar junto
a sus alumnos el significado de los valores de cada coordenada: la primera
indica la medida de la base del rectingulo y la segunda indica la medida del
area.

Por otra parte, el movimiento del punto D y los valores que arrojan los
datos de la Vista Grdfica I son una fuente de nuevos puntos. Con estos datos
reorganizados se propondra ubicar algunos otros puntos en la Vista Grdfica 2.
El docente tendra en cuenta la necesidad de controlar donde se ubica el cursor
antes de introducir nuevos datos, pues en lo que sigue ambas vistas graficas
trabajaran en sintonia y esto requiere que el alumno sepa como pasar de una
a la otra.

Luego, ya ubicados en la Vista Grdfica 2, se propondra a los alumnos definir
en GeoGebra un punto dinamico P cuyas coordenadas estaran definidas por:
(medida del segmento AD, area del rectangulo ADEF).

Por dltimo se activara el rastro del punto Py se desplazara el punto D sobre
toda la extension de la base. Dada la cantidad de cuestiones instrumentales del
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programa a tener en cuenta para esta construccidn, pensamos que una forma
de llevar adelante la clase es utilizar un proyector e ir haciendo juntos —el
docente por su lado en pantalla, los alumnos por el otro en sus computadoras—
estas distintas acciones.

El punto dindmico P representa en el plano cartesiano los distintos estados
particulares de la situaciéon geométrica dindmica a los que se va accediendo
via el arrastre. Este dinamismo es el que permite poner de relieve la consti-
tucioén punto a punto del grafico de una funcion.

Al desplazar el punto mévil D en la Vista Grdfica I, cada uno de los puntos
previamente ubicados en la Vista Grdfica 2 seran alcanzados por el punto
P. La activacién del rastro permite acceder a una imagen de la totalidad del
gréfico de la funcion.

A continuacién se podra graficar la funcion f(x) = x(11 — x) en la medida
que hayasurgidoen laclase tal como lo hemos comentado. Se vera entonces que
este grafico es una version “prolija” y continua del que se obtenia al activar
el rastro. Se puede constatar que el recorrido del punto P coincide con el
grafico producido a partir de la férmula. También se podra analizar que
dicho grafico es una curva que excede el recorrido del punto P. Esto se podra
explicar, ya que se tienen en cuenta valores para x y f(x) que escapan de los
posibles para las medidas de base y area de estos rectangulos.

Cualquiera haya sido el camino para la construccién del grafico de la
funcidn en la pantalla, su visualizacién permite volver a las respuestas dadas
en la etapa 5 para descartar los graficos que no corresponden y pudieron
haber sido elegidos. Sin embargo, falta comprender las razones por las cuales
es necesario descartarlos. Profundizar el estudio de la variacion del area en
relacién con la base y formular nuevos valores posibles o nuevas organiza-
ciones de tablas serd una forma de abordar esta cuestion.



SECCION 3

Estudio de familias de funciones
con GeoGebra: trabajo a partir de
la expresion candnica de la formula

LOS PROBLEMAS

En el documento original, el capitulo 3 se concentra en el estudio de las fun-
ciones a partir de férmulas dadas en forma candnica. Nuestro grupo se plan-
ted disefiar actividades para trabajar con el programa GeoGebra y al mismo
tiempo sostener la intencién didactica de la propuesta original, que es promo-
ver una entrada fuerte de los estudiantes en la practica de buscar informacién
sobre una funcién a partir de la lectura de su formula.

Esta ultima condicién nos llevé a preservar los primeros problemas del
capitulo para ser realizados en “lapiz y papel”. En esos tres problemas iniciales
de la secuencia original, los estudiantes aprenden a leer en las férmulas expre-
sadas en forma canénica que

las funciones crecen en un intervalo y decrecen en otro;

no todo valor esta en la imagen;

hay valores maximos o minimos que toma la funcién, y a qué valor de x
corresponden;

para todo valor de x, hay otro valor con la misma imagen.

Todas estas caracteristicas, propias de las funciones cuadréticas, son nuevas
para el estudiante. En el Grupo pensamos que la introduccién del programa
GeoGebra, con su gran disponibilidad para producir graficos de funciones a
partir de su formula, iba a permitir leer la informacién en el grafico y debili-
taria la necesidad de leer informacion en la férmula, una actividad mas labo-
riosa. Por esta razén preferimos preservar el trabajo en “lapiz y papel” para
los tres primeros problemas antes de que los estudiantes comenzaran a traba-
jar con el programa GeoGebra. La secuencia de los seis primeros problemas
—tres para hacer con “lapiz y papel” y tres para hacer con GeoGebra— puede
verse en el Anexo ubicado al final de este libro, mientras que un andlisis
detallado de los problemas para hacer en “lapiz y papel” puede verse en el
documento original.


https://editorial.unipe.edu.ar/images/phocadownload/colecciones/herramientas/cuadraticas/matematica_funcion_cuadratica.pdf
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Recién después de estos problemas resueltos en “lapiz y papel” se presentan a
los estudiantes las tres actividades que disefiamos para trabajar con GeoGebra.
En esta seccidn del libro presentaremos cada actividad seguida de su andlisis.

Ahora bien, los cursos en los cuales se lleve adelante esta nueva secuencia
pueden tener diferentes experiencias previas con el trabajo con funciones en el
programa GeoGebra. En nuestro grupo se presentaron situaciones muy variadas
entre las docentes que probaron la experiencia en sus respectivas aulas. En un
caso los estudiantes habian trabajado previamente con funciones usando el
programa, pero en otro curso no. Para este ultimo, la profesora organizé un
trabajo colectivo previo al Problema 4: les propuso a sus estudiantes que abran
el programa GeoGebra y que escriban en la barra de entrada la formula que
aparece en el Problema 2.! Al dar enter se hizo visible en la pantalla de cada
computadora el grafico de la pardbola correspondiente. Validaron de este modo
si la eleccion hecha al resolver el Problema 2 habia sido correcta. A continuacion,
la profesora pregunt6 como podia verse en el grafico de la pantalla la respuesta
dada a cada item del problema. Al comenzar, las respuestas de los estudiantes se
apoyaban en gestos de los chicos con sus manos marcando en la pantalla. De a
poco, estas direcciones trazadas con la mano se fueron transformando en rectas
dibujadas por el programa; con algiin aporte de la docente aparecieron las herra-
mientas rectas paralelas, rectas perpendiculares o punto intersecciéon. También
apareci6 la posibilidad de arrastrar rectas para responder los items d), e) y f).
Estas manipulaciones seran necesarias para resolver el Problema 4.

Los problemas 4 y 5 fueron llevados a las aulas por varias profesoras del
Grupo de los Lunes. En las reuniones estudiamos lo ocurrido en las diferentes
aulas a partir de videos, fotos de las producciones de los estudiantes (tanto
en papel como en pantalla), audios de los intercambios al trabajar de a pares
y grabaciones de la discusion colectiva gestada por el docente. Una sintesis
que dé cuenta de las decisiones tomadas al planificar estos dos problemas y
del estudio realizado por el grupo sera presentada en las secciones siguientes,
incluyendo en el anélisis las decisiones sobre la gestion de la clase, las antici-
paciones sobre las producciones de los estudiantes y algunos episodios singu-
lares ocurridos en las aulas.

Cada una de estas presentaciones fue redactada por diferentes subgrupos de
profesores que integran el Grupo de los Lunes.

ACERCA DEL PROBLEMA 4
PROBLEMA 4
En un archivo GeoGebra ingresar los pardmetrosa=1,b=5yc=3. A

continuacion ingresar la funcién f(x) = a(x + b)? + c.

1. Ver el enunciado del Problema 2 en el Anexo.
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a) Modifiquen los valores de a, b y/o ¢, de manera que la funcion tenga
un valor maximo igual a 3,6. Una vez que lleguen a una funcion
que crean que tiene un maximo igual a 3,6, expliquen por qué el
grafico que obtienen cumple con lo pedido. Para armar esta expli-
cacion, pueden hacer construcciones auxiliares en la ventana grafica
utilizando herramientas del programa. Apoyandose en la férmula,
escriban una explicaciéon de por qué la funcién que cada grupo
obtuvo cumple con lo pedido.

Una vez discutido el inciso a), se continda con los siguientes items:

Modifiquen los valores de a, b y/o ¢, de manera que la funcién:
b) tenga un valor maximo igual a -4,1.

¢) tenga un valor minimo igual a 2.7.

d) tenga un valor maximo igual a 3,6 y se alcance en x = 2.

e) tenga un valor minimo igual a 2,7 y se alcance en x = -5,3.

Para todos los items, una vez lograda la funcion pedida, capturen la pantalla
de GeoGebra, péguenla en un archivo Word y expliquen cdmo “leen” en la
formula que la parabola tiene maximo o minimo y cémo controlan grafi-
camente que la pardbola que obtuvieron cumpla con lo pedido. Estudien
también si hay mas de una funcién posible.

A continuacidn, analizaremos cada seccion de este problema:

En un archivo GeoGebra ingresen los pardmetrosa=1,b=5yc=3. A
continuacion ingresen?la funcioén f(x) = a(x + b)2 + ¢

Comentarios

Al ingresar los valores de los parametros y la féormula parametrizada, es
importante observar e interpretar aquello que muestra el programa en la pan-
talla. Resulta necesario comentar con los alumnos las siguientes cuestiones:

e En la ventana algebraica, aparece f(x) = 2(x + 5)? + 3, es decir, una
funcién particular, pues cada pardmetro es reemplazado por el valor que
actualmente posee.

2. Notemos que en la férmula propuesta la expresidon dentro del paréntesis es x + by no x - b,
como es habitual. Eso hara que la abscisa del vértice sea el opuesto del pardmetro b. Con la
formula habitual resultaba natural a los chicos el signo menos que aparecia y tampoco teniamos
argumentos a priori para justificar su razén de ser.
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e En la ventana gréafica, se visualiza el grafico de la funcién expuesta en la
ventana algebraica.

e El valor de cada pardmetro aumenta o disminuye presionando las flechi-
tas T |, respectivamente.

Con el proposito de ver como funcionan los pardmetros, sugerimos a los estu-
diantes modificar sus valores y ver los efectos que se producen en el grafico
y en la féormula.

A continuacién de eso, proponemos trabajar con los siguientes items.

a) Modifiquen los valores de a, b y/o ¢, de manera que la funcién tenga un
valor maximo igual a 3,6. Una vez que lleguen a una funcién que crean
que tiene un maximo igual a 3,6, expliquen por qué el grafico que
obtienen cumple con lo pedido. Para armar esta explicacion, pueden
hacer construcciones auxiliares en la ventana grafica utilizando herra-
mientas del programa. Después, cada grupo va a pasar con su compu-
tadora para explicar qué hicieron.

Comentarios

Pedimos que expliquen por qué el grafico cumple con lo pedido con el objetivo
de que los alumnos vinculen ese maximo que informa la férmula de la funcién
con la ordenada del vértice de la parabola. Otra cuestidn para considerar es la
necesidad de que identifiquen, tanto en la férmula como en el grafico, que la
ordenada de ese punto es la mayor de las ordenadas de la pardbola, y por lo
tanto es el punto més “alto”.

Solicitamos explicitamente el uso de herramientas del programa para que
pongan en juego relaciones que no serian necesarias si se responde simple-
mente mirando la pantalla (por ejemplo, trazar una recta y solicitar la inter-
seccidn con la pardbola tiene més rigurosidad que responder por “lo que se ve”
en la computadora).

Las siguientes son algunas de las estrategias que surgieron durante la imple-
mentacion de la actividad en diferentes cursos. Estas variaron de acuerdo con
la experiencia de los alumnos en el uso del GeoGebra.

e A pesar de haber llegado a una férmula correcta, algunos estudiantes no
pudieron determinar en el grafico que el valor maximo fuera 3,6 pero si
que este estaba entre 3 y 4.

e Un alumno hizo que el programa mostrara la cuadricula y luego “estird”
el eje de las ordenadas hasta que la cuadricula se ajust6 al valor 3,6. Esta
accion de “estirar el eje” implica modificar la escala de dicho eje, pasando
delen1a0,1en0,1 ylogrando de este modo visualizar el 3,6.

e Otros marcaron el eje de simetria de la pardbola (ingresando la ecua-
cion de larecta vertical en la barra de entrada) y pidieron la interseccion
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entre esa recta y la pardbola utilizando la herramienta interseccion.
Luego encontraron las coordenadas de ese punto, solicitando al progra-
ma el “valor” de dicho punto.

e Un alumno grafic6 con el programa la recta horizontal y = 3,6 y luego
pidié la interseccion entre esta recta y la pardbola para comprobar que era
un punto.

e Otros chicos trazaron una recta horizontal a una altura tal que corta en
dos puntos a la parabola. Luego, visualizaron estos puntos pidiendo la in-
terseccion entre la parabola y la recta. Desplazando la recta hacia arriba
llegaron a ver que en un momento la recta corta a la parabola una sola
vez. Ahi ubicaron el méaximo.

e Usando la instruccién punto en objeto, un alumno ubicd un punto so-
bre la parabola y le indic6 al programa que muestre sus coordenadas. A
continuacion, desplazé este punto sobre la parabola hasta visualizar que
la segunda coordenada toma el valor 3,6. Luego, afirmé que este valor
es el maximo porque moviendo el punto hacia la derecha o izquierda, la
segunda coordenada nunca es mayor que 3,6.

e Un estudiante hizo variar los valores de a hasta hacer a = 0. En ese mo-
mento observé que la parabola se convirti en una recta que intersecaba
en 3,6 al eje y, de acuerdo con la férmula que él tenia. Luego continu6
cambiando los valores de a y con eso visualizé que, para los valores po-
sitivos de a, la funcién cuadrética tendrd minimo, en tanto que para los
valores de a negativos, tendrd maximo. Esta estrategia es muy particular.
Se pasa por un valor del pardmetro que no sirve para visualizar una ca-
racteristica que tendran las otras funciones de la familia con valores de a
negativos.

Para la instancia de discusion colectiva, planificamos que algin grupo pase
y muestre su produccidn conectando su computadora a un proyector. El resto
de la clase tiene que decidir si estan de acuerdo, si objetan algo, si proponen
mejoras, etc. Si algin grupo produjo una estrategia diferente, la muestra y se
contindia con esta dinimica.

Para poder llevar adelante la gestion de esta instancia colectiva, conside-
ramos importante que el docente pueda identificar cudles son los conoci-
mientos matematicos que los alumnos pusieron en juego en cada una de las
estrategias utilizadas, no necesariamente para discutirlas colectivamente sino
para estar al tanto de los conocimientos disponibles hasta este momento.

Por ejemplo, el alumno que traza una recta y = 3,6 y solicita la interseccién
con la parabola para luego pedir las coordenadas del tinico punto que obtuvo,
se estd basando en que si hay un dnico punto de ordenada 3,6 entonces ese
punto es el vértice de la parabola. Por otro lado, controla que todos los demas
puntos de la pardbola se encuentran por debajo de esa recta.

El que traza la recta horizontal y la arrastra hasta obtener un tinico punto
de interseccion, también esta poniendo en juego que el maximo de la funcién
cuadratica se alcanza para un solo valor de x. En el caso anterior, el alumno
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asume que el maximo de la funcién es 3,6 y lo verifica; y, en este caso, busca
ese maximo aprovechando el dinamismo del programa.

El que traza la recta vertical x = -b se apoya en el conocimiento de que esa
es la abscisa del vértice de la pardbola (aunque atin no sepa que esa recta es el
eje de simetria).

El alumno que marca un punto sobre la pardbola y lo desliza, est4d buscando
el punto que tiene mayor ordenada. En esta estrategia puede ocurrir que
encuentre varios puntos cuya ordenada se visualice como 3,6 porque por
defecto el redondeo del software tiene dos decimales, como se muestra en la
imagen de la pantalla siguiente:

@ fig 4.1.99b - o X
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion
2 BY )N o)l [} AN (23 [N
» Vista Algebraica X! | » Vista Grafica X

Funcion
@ f(x) = —0.2 (x+2) +3.
Numero 45
a=-0.2
b=2
c=3.6
Punto
® A=(-2.03,3.6)

® B=(-1.91,3.6) e
0 ® Sabe1nn) /‘“‘\ -

< > -45 -4 -35 -3 25 -2 -15 -1 05 05 1 15
Entrada:

En este ejemplo, el programa nos muestra tres puntos sobre la pardbola con
distintas abscisas, pero con la misma ordenada 3,6. Si calculamos f segtn la
formula f(x) = -0,2(x + 2)2 + 3,6 en, por ejemplo, x = -2.14 (la abscisa del
punto de la izquierda) obtenemos f(-2,14) = 3,59608, nimero que la computa-
dora, trabajando con dos cifras decimales, redondea a 3,6.

Si en lugar de dos cifras decimales se le pide al programa que aproxime con
mas cifras decimales, el problema podria llegar a subsistir, por lo que resulta
de utilidad recurrir a la lectura de la férmula para decidir cual de los puntos
puede tener ordenada 3,6.

En el caso de los alumnos que ponen cuadricula y “agrandan” el eje y
o hacen zoom sobre este eje, solo se apoyan en lo visual. Queda a cargo del
docente aceptar esta estrategia, que puede ser util para invalidar aquello que
se veia en un principio.

Por tltimo, el alumno que considera a = 0 se apoya en lo visual porque esta
viendo que la curva transformada en recta corta al eje y en 3,6. Luego, cuando
considera valores negativos para a, ve que la recta se curva hacia abajo y dice
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“3,6 es el maximo”. Esto puede validarse facilmente desde la férmula, porque
cuando a = 0, el primer término se anula y la funcién vale 3,6 para todo valor
de x. Cuando a es negativo, 3,6 es el maximo porque a 3,6 se le estd sumando
un valor negativo o 0 para cualquier valor de x.

En un video registrado en el aula, escuchamos a dos estudiantes y vemos
algunos gestos que hacen sobre la pantalla mientras interactian con una
profesora hablando de las caracteristicas que debe tener la funcién para que
tenga su valor maximo igual a 3,6. Los alumnos muestran en la pantalla
que al cambiar los valores de a, de negativos a positivos, la pardbola pasa
de tener miximo a tener minimo. Estdn visualizando algo que ya sabian,
pero aprovechan el dinamismo del programa para explicarle al interlocutor
de qué modo pasan de tener una parabola que tiene minimo a otra parabola
que tiene maximo. Los chicos explican también que el criterio inicial por
el cual eligen que el pardmetro b valga O les permite ver en la pantalla una
parabola “centrada” respecto del eje y, mientras que haciendo zoom pueden
ver que el maximo de la funcién es 3,6. Pero si cambian el valor del parametro
b, necesitan una recta horizontal y = 3,6 para poder visualizar que el valor
maximo que toma la funcion es 3,6.

El video también muestra cdmo los alumnos aprovechan distintas herra-
mientas del programa para visualizar el modo en que cada parametro de la
férmula permite controlar caracteristicas de la pardbola. Y ademaés, explican
la necesidad del trazado de rectas auxiliares para controlar visualmente si la
parabola cumple con las condiciones requeridas.

Un problema que se nos presentd fue que algunos alumnos decian que si
una parabola tiene sus ramas hacia arriba, esta parabola tiene maximo. Nos
costd entender por qué decian eso al mirar en la pantalla una pardbola que no
tenia maximo, atn después de haber analizado en los problemas anteriores
que hay un valor madximo cuando el pardmetro a es negativo. La explicacion
que daban los chicos es que una pardbola con las ramas hacia arriba “tiene
maximo” porque los valores de y “crecen y crecen”. Estaban dando otro
sentido a la expresion “tiene maximo”, hubo que volver a precisar el signi-
ficado ya construido colectivamente de esa expresion.

A continuacion, y después de poner en comun las distintas férmulas que
obtuvieron los chicos (que, pensamos, serdn todas con ¢ = 3,6), se podria
preguntar: “;habra alguna férmula con otro valor de ¢ que tenga maximo 3,6?”

La finalidad de esta pregunta es recuperar la lectura de informacién de
la férmula, dado que, como no encontrardn ejemplos, necesitardn recurrir
a la misma para justificar que solo cuando ¢ = 3,6 la funcién alcanza ese
valor maximo (como ya se trabajé anteriormente, el otro término siempre sera
negativo o cero).

Finalizada el inciso a), se continda con las siguientes consignas del Problema 4:

Modifiquen los valores de a, b y ¢, de manera que la funcién:
b) tenga un valor maximo igual a -4,1.
¢) tenga un valor minimo igual a 2.7.


https://youtu.be/aRG7o_3qJiE
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d) tenga un valor maximo igual a 3,6 y que se alcance en x = 2.
e) tenga un valor minimo igual a 2,7 y se alcance en x = -5,3.

En cada caso, una vez lograda la funcion pedida, capturen la pantalla de
GeoGebra, péguenla en un archivo Word y expliquen cémo “leen” en la
formula que la funcion tiene maximo o minimo y cémo controlan grafi-
camente que la pardbola que obtuvieron cumple con lo pedido. Estudien
también si hay mas de una funcién posible.

Comentarios

El objetivo de esta actividad es que los alumnos puedan dar argumentos o
expliquen estrategias empleadas para poner en primer plano tanto la férmula
como el grafico. Se podria abordar la puesta en comin considerando com-
parativamente los distintos graficos y férmulas producidas en la clase, para
poner en juego el rol de los pardmetros. Esta puesta en comin dependera de
los recursos de los que disponga el docente y de lo que haya surgido en la clase.

En nuestra experiencia en las aulas, una de las docentes contaba con un
cafién y la otra no. Ambas se llevaron la produccién de los chicos en un archivo
Word y a la clase siguiente hicieron la puesta en comin aprovechando las
formulas producidas por los chicos: la que disponia de caiién mostré todas las
parabolas producidas para cada item en un mismo archivo GeoGebra (ggb); la
otra docente dict6 todas las formulas producidas para cada consigna, le pidié
a los chicos que las ingresen en un archivo ggb y que comparen los graficos.

En ambos casos, el objetivo era que los alumnos pudieran visualizar los
graficos simultdneamente, discutieran sobre lo que tienen en comtin y lo que
diferencia a esas parabolas, para luego caracterizar familias de funciones y
generalizar con la férmula.

Por ejemplo, al discutir el item b), se espera caracterizar la familia de
funciones cuadriticas que tienen un valor maximo igual al valor dado. Desde
lo grafico, todas tienen en comin que sus vértices son puntos de una misma
recta horizontal (“estin colgadas de la recta y =-4,1""), como se puede apreciar
en la imagen 2, que reproduce lo que la profesora muestra con el proyector al
incorporar en un mismo archivo ggb las cinco funciones propuestas por sus
alumnos.

Aprovechando que en la misma pantalla aparecen los graficos y las féormulas,
se puede discutir qué grafico le corresponde a cada férmula. Ademas, si se
mira con detenimiento la imagen se puede observar que aparece la formula
f(x) = -x2—4,1, cuya forma suele desconcertar a los chicos porque no les resulta
facil ver que, en ese caso, el parametro b vale 0. Si esta forma no aparece entre
las producciones de los alumnos, el docente podria incluirla dado que suele
generar un debate interesante.

Cada miembro particular de la familia difiere por el valor del parametro b
(el que determina en qué punto de la recta horizontal de ecuacién y = -4,1 esta
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JArchivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion

YRERENCERNE :
» Vista Algebraica X[ » vista Grafica X
Funcion
® f(x)
® 3(x)
® h(x)
® p(x)
® q(x)

—x2-4.1
41 (x+3)*—4.1 -0 -9 -8 -7 -6 5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 B 6 * 8 9 10
—(x+5)*—4.1 -t
-2 (x—3)’—41
-4.1x*-4.1

ubicado el vértice de la pardbola) y por el valor del pardmetro a, que necesa-
riamente debe ser negativo (de acuerdo a su valor, se modifica la abertura de la
parabola). De esta manera, esperamos generalizar las formulas de esta familia
de funciones como aquéllas de la forma

fx) =alx + b)2—4,1,cona < 0.

En cuanto al inciso c¢), se trata de caracterizar la familia de funciones cuadraticas
que tienen un valor minimo igual a 2,7. Ahora, desde lo grafico, esta familia de
parabolas estd “apoyada” en la recta horizontal de ecuacion y =2,7. Cada pardbola
difiere también por el valor del pardmetro b y por el valor de a, que ahora tiene
que ser positivo. Las férmulas que caracterizan a esta familia son de la forma

fx) =alx+ b?+ 2,7, cona > 0.

Una cuestion para discutir es que todas estas parabolas tienen sus ramas hacia
arriba. Esto se debe a que el parametro a es positivo y esto hace que los valores
de la funcién sean siempre mayores o iguales a 2,7, cualquiera sea el valor del
parametro b. La funcién decrece hasta alcanzar un valor minimo cuando x = -b,
y desde ahi vuelve a crecer.

En un aula donde hicimos la experiencia la profesora pregunté: “;Cuantas
parabolas existen con maximo -4,1 (o minimo 2,7)?”. Algunos chicos respon-
dieron que “hay infinitas de a por infinitas de b”, intentando atrapar con esta
expresion que existen infinitas elecciones para el valor de b y, para cada una
de ellas, otras infinitas posibilidades para el valor de a.

Los items c) y d) ponen en juego el “control” que tiene el pardmetro b sobre
los gréficos. Igual que en los items anteriores, serd conveniente discutir y
articular con lo trabajado en los problemas previos con “lapiz y papel”. En
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esos problemas, a partir del analisis de la férmula, los chicos podian leer que
el valor de x para el cual la funcién alcanza un maximo o un minimo es aquel
que anula la expresion dentro del paréntesis. Sin embargo, a la hora de producir
la férmula de una funcién que tenga maximo en un determinado valor (por
ejemplo en x = 2), aun cuando reconocian que deben modificar el pardmetro b
para lograrlo, algunos se confundian y le daban a b el valor 2.

Nos Illamé la atencién que en estos casos los alumnos no controlaran en la
ventana grafica que efectivamente se cumpliera lo pedido. Esto nos lleva a
pensar en la importancia de relacionar més el registro grafico y el algebraico.

En la puesta en comun optamos, al igual que en los items anteriores, por
mostrar en una misma pantalla todas las parabolas que produjeron los chicos.
Una imagen posible seria la siguiente:

7 GeoGebra = a
chivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion.
A ] s ” oflaz2

Vista Algebraica | | »_ vista Grafica

Funcién

® f(x) = —10 (x—2)*+3.6 R

® z(x) = —05 (x—2)°+3.6

@ hix) = —5 (x—2°+3.6 .

® p(x) = =5 (x+2)*+36

® q(x) = —0.3 (x+2)° +3.6

o 1 2 3 3 5 [ 7 8
hl 1

De este modo, los alumnos pudieron identificar con mayor facilidad cuéles
cumplian con la consigna y cuéles no. En este momento consideramos opor-
tuno discutir con ellos como controlar desde el grafico y desde la féormula si la
parabola cumple con lo que se pide.

Finalmente, concluimos que las formulas de las funciones que tienen maximo
3,6 en x = 2, tienen la forma

f(x) = a(x —2)2+ 3,6, cona < 0,
y sus graficas son parabolas con las ramas hacia abajo y vértice en el punto (2;

3,6). Andlogamente, la familia de funciones que tienen minimo 2,7 en x = -5,3
son de la forma:

fx) =alx + 5,32+ 2,7, cona > 0.
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y sus graficas son pardbolas con las ramas hacia arriba y vértice en el punto
(-5,3; 2,7).

Seria conveniente analizar con los alumnos que, al mover el parametro b,
visualmente parece que la parabola se desplaza horizontalmente (en particular,
se desplaza el vértice). Es decir que el parametro b controla en qué valor de x
se alcanza el méximo o el minimo de la funcién. Estas ideas fueron trabajadas
en los tres primeros problemas de la secuencia que los alumnos resolvieron en
“lapiz y papel”.

ACERCA DEL PROBLEMA 5

Los problemas 1 a 3 (trabajados en un entorno de “lapiz y papel”) permiten
que los chicos adviertan la presencia de parejas de nimeros en los cuales la
funcién toma el mismo valor, y que este fendmeno esta asociado con el parén-
tesis al cuadrado que aparece en la formula. Queda pendiente, para algunos
alumnos, el hecho de que los valores obtenidos son simétricos con respecto al
valor en el cual se anula el paréntesis. Este asunto se aborda en el Problema 5,
que disefiamos para trabajar con GeoGebra y que presentamos a continuacion.

PROBLEMA 5: PRIMERA PARTE

Ingresar los puntos (1; 7) y (5; 7).

Ingresar los pardmetros a y ¢ y la funcién f(x) = a(x — 2,9)2 + c.
Modificar los valores de a y ¢ para que, si es posible, el grafico de f(x)
pase por los puntos dados.

Comentarios

El Problema 5 hace foco en la simetria de las paribolas, cuestion que no
necesariamente quedo explicita en el trabajo con los problemas anteriores. La
idea de simetria surgird como conclusién de la imposibilidad de lograr una
parabola con vértice de abscisa 2,9 y que pase por los puntos (1; 7) y (5; 7).
Se trata de profundizar en la relacion entre el valor de la abscisa del vértice y
dos puntos de la parabola que tienen igual ordenada.

Retomando el tipo de trabajo desplegado en el Problema 4, se trata nueva-
mente de lograr una funcién que cumpla ciertas condiciones a partir de una
familia de funciones definida via una férmula con parametros.

Notemos que si bien la familia estd definida a partir de una férmula (con
parametros), las condiciones que se dan se refieren al grdfico de la funcion que
se busca. Este juego entre formula y grafico se ve potenciado al trabajar con
el programa GeoGebra.

El trabajo con los tltimos dos ftems del Problema 4 permiti6 identificar a b
como el pardmetro que determina el valor “x del vértice”. Esto permitiria deducir
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que todas las parabolas con una féormula de la forma f(x) = a(x —2,9)? + ¢ tendran
el vértice con abscisa x = 2.9.

Por otro lado, a partir del trabajo con los primeros tres incisos del Problema
4, se llegd a la conclusion de que c es el pardmetro que controla la ordenada “y
del vértice”. Esta cuestidn volvera a aparecer ahora asociada al efecto visual
que provoca la modificacién del valor de ¢ en la férmula: un desplazamiento
vertical de la paribola.

En relacién con esta visualizacion propia del trabajo con el programa
GeoGebra, notemos que si se van cambiando los valores de un pardmetro
cualquiera, con un incremento pequefio (por ejemplo, igual al “paso”) se
produce en la vista grafica una secuencia de iméagenes de diferentes parabolas
con un efecto visual de movimiento: se percibe que es una parabola que va
cambiando de manera continua.

Si bien estas dos cuestiones habran estado en juego al trabajar con el
Problema 4, no anticipamos que los estudiantes hayan construido explicita-
mente las relaciones que recién formulamos.

El anilisis que se hizo del efecto de la variacion del parametro a en el Problema 4
fue Gnicamente para entender que con valores negativos la parabola es concava
hacia abajo y con valores positivos es concava hacia arriba. Es probable que el
hecho de que @ modifica la apertura de la parabola haya permanecido implicito.

En las reuniones grupales, anticipamos que los alumnos explorarian en un
archivo GeoGebra tratando de lograr que la pardbola pase por los puntos dados
y modificando los valores de los pardmetros a y c. Nuestro grupo de trabajo, al
realizar la exploracion, llegd a parabolas que parecian pasar por los puntos A
y B, como por ejemplo las que se ven en la imagen 4:

7 problema 5 pantalla 1.ggb — [m] X
Archive Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion...
b g B Ol A NI B0 63
» Vista Algebraica X! | b Vista Grafica X
Funcién
® f(x) = 0.01 (x — 2.9)> + 6.96 \g\g
® g(x) = 0.06 (x — 2.9)>+ 6.7 A B
Numero 5
a = 6.9961
b =7.0041
Punto 4
® A=(1,7)
® B=(57)
® C=(0.7539, 0.657) 2
C
.
0
-2 0 2 4 3 8 10 12 14
-2
| Entrada;

Utilizando reiteradamente el zoom pudimos corroborar visualmente que nin-
guno de los dos gréficos pasa por esos puntos. Era nuestra intencién que un
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trabajo sobre las formulas acompafara la visualizacion de la vista grafica: la
evaluacion de cada féormula en x = 1 y x = 5 tenia que validar lo que los gra-
ficos mostraban.

Abhora bien, trabajando con una de las dos funciones, nosotros pedimos al
programa que evalde f(1) y f(5) y se obtuvo el valor en ambos casos, como
muestra la siguiente imagen:

problema 5 pantalla 2.ggb
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

pNENNCERNEEE
b Vista Algebraica X|| » Vista Grafica
Funcién
® f(x) = 0.01 (x —2.9)>+6.96
Numero
a=7 14

b {Numero a: (1)

to 12

Pun
@ A=(1,7)
o @ B=(57) 10
\ ) ]

Entrada:

Estabamos trabajando con dos cifras decimales para el redondeo, que es la con-
figuracion predeterminada en el programa. El valor que mostraba la pantalla en
la vista algebraica es un redondeo del valor exacto de la evaluacion de f, ya que

e (1) =6,9961
e (5)=7,0041

En el Grupo vefamos que discutir con los estudiantes sobre redondeo y aproxi-
macioén (asuntos que inevitablemente surgen al trabajar con programas de cal-
culo) correria el eje de la temética, relegando lo que queriamos abordar en este
problema. Sobre todo, considerando que nuestros estudiantes recién se estan ini-
ciando en el trabajo matemético con GeoGebra. Una opcioén seria pedir a los
alumnos que configuren el archivo con un redondeo a cuatro cifras decimales
y dos cifras decimales para el paso del parametro. Ademas, concluimos que era
posible discutir con ellos el porqué de esta decision una vez resuelto el problema.’

3. En una formula del tipo f(x) = a(x - 2,9)2+ ¢, siay c tienen a lo sumo dos decimales, al evaluar
X en valores enteros, se obtiene siempre un nimero que tendrd a lo sumo cuatro cifras decima-
les. Al pedirle al programa que trabaje con un redondeo a cuatro cifras, logramos que no realice
redondeo alguno al evaluaren x =1y x = 5. De este modo, veremos en la pantalla el valor exacto
de la evaluacion.
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Es probable que, al explorar, algunos estudiantes lleguen a parabolas que
parecen pasar por los puntos A y B, como las que muestra la imagen 5. Algunas
de ellas no resistirdn el uso del zoom pero otras podrian seguir mostrando un
aparente paso por los dos puntos. La idea es construir herramientas de control
de lo que muestra la pantalla. En este caso, queremos que los estudiantes se
apropien de la evaluacion de la férmula como estrategia valida para confirmar o
rechazar lo que ven en la ventana gréifica. Si optan por utilizar el programa para
la evaluacion de la funcién en x = 1 y x = 5, la configuracion del redondeo y el
paso del pardmetro que estaran utilizando aseguran que ninguna de las funciones
que evalien vaya a dar por resultado 7 en los dos valores simultineamente.

Después de un tiempo en que los estudiantes no logren encontrar una
funcién que cumpla lo pedido, se planea discutir colectivamente las posibles
razones por las que no pueden encontrarla. Se trata de provocar la sospecha de
que el inico pardmetro de la familia de funciones que esta fijado, b = 2.9, debe
ser el responsable. Al estudiar con detenimiento la férmula con parametros
se puede ver que no va a existir una funcién porque, para cualquier valor de
los parametros libres, a(l — 2,9)2 + ¢ no va a dar el mismo resultado que
1-2,9=-1,9, yaque no es el opuestode 5—-2,9 =2.1.

Una vez que se llegue en el aula a las conclusiones mencionadas en el parrafo
anterior, se planea plantear a los estudiantes la segunda parte del problema.

PROBLEMA 5: SEGUNDA PARTE

Si pudieran cambiar el 2,9 ;qué valor pondrian?

Comentarios

La idea es llegar a la conclusion de que ese valor debe estar en el punto medio de
las abscisas de los puntos que tienen la misma ordenada. Efectivamente, si cam-
biamos 2,9 por 3 obtenemos (1 — 3)2 = (5 — 3)?, que es una condicién necesaria
—y suficiente— para que los puntos de abscisa 1 y 5 tengan la misma ordenada.

Este cambio no asegura que el grafico obtenido pase por los puntos A y B.
Es necesario, ademas, garantizar que f(1) =7, y para ello los parametros deben
cumplir una condicién: ¢ = 7 — 4a. Si bien no se espera que los estudiantes
formulen con exactitud esta relacién, queremos que noten la existencia de
alguna vinculacidn entre los pardmetros a y c.

A continuacidn, se propone a los estudiantes:

Modifiquen los parametros a y ¢ en la formula a(x — 3)? + ¢, de modo que

la pardbola representada en la vista grafica pase por los puntos dados.

De esta manera podran proponerse en la clase diferentes férmulas cuyos grafi-
cos, en principio, parezcan pasar por A y B. Por ejemplo, en nuestro grupo de
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trabajo, variando los valores de los pardmetros, obtuvimos una parabola como
la que muestra la imagen 6.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

DEEEISCEHNCEE =

b Vista algebraica - Vista glaﬂca

Funcién fCv
@ f(x) = 15 (x — 3)° +0.93 "
Nimero 7
a=15 A B
€=0.83
Punto 8
® A=(1,T)
@ B=(5T)

En este caso podemos comprobar que la funcién no verifica lo pedido, pues
f(1) no es 7. Esta evaluacion puede realizarse en el papel o con el programa ya
configurado para mostrar en la pantalla el valor exacto. Seguimos sosteniendo
que la evaluacion en la formula es una estrategia de control y validacién de
aquello que vemos en la vista grafica.

Podria ocurrir que algunos estudiantes controlen en la vista algebraica
los valores de f(1) y f(5) que van obteniendo al modificar los valores de los
pardmetros a y c. Al hacer esto, probablemente trabajen solo con la vista
algebraica sin observar la pardbola que aparece en la vista grafica. En ese
caso seria necesaria una intervencion docente para lograr que los estudiantes
coordinen la informacién dada en el registro grafico con aquella dada por la
formula y la numérica de la evaluacion.

En principio va a haber muchas respuestas en el aula. Estas respuestas se
podrian ir anotando en el pizarrén e instalar la pregunta acerca de cudles serian
todas las soluciones. Los estudiantes habran encontrado rapidamente que no para
cualquier valor de a y de ¢ se obtiene una parabola que pasa por los puntos dados.

Se puede continuar preguntando:

(Puede ser que a tome el valor 3,4 (algin valor que no haya aparecido
aun)? Si doy cualquier valor al pardmetro a, ;se podra encontrar c?

Anéalogamente, también se puede preguntar si para cualquier valor arbitrario
de ¢, es posible encontrar un valor de a. Como el pardmetro brinda una infor-
macién muy precisa en términos de la parabola, esta Gltima pregunta podria
formularse a los estudiantes en el contexto de la representacion gréifica:
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Si tomo un punto cualquiera en la recta vertical x = 3, por ejemplo (3; -2),
(puedo conseguir una parabola que tenga como vértice ese punto y que
pase por los dos puntos dados? ;Qué férmula tendria?

Las preguntas que vaya planteando el docente en el aula buscarin precisar la
relacion entre los dos pardmetros libres, pero estardn condicionadas por las
producciones de los estudiantes.

Algunas de las cuestiones discutidas en este problema se retoman en el
Problema 6, en el que hay que encontrar una parabola conociendo sus raices y
las coordenadas de su vértice.

Algunas instantaneas del aula

El Problema 5 se trabajo en las aulas de dos docentes del equipo. Los estu-
diantes desplegaron estrategias que habiamos anticipados y otras que no. Por
€s0, nos interesa compartir algunos episodios que ilustran aspectos propios del
trabajo matematico con computadora. La experiencia en las aulas nos permitié
identificar cuestiones que no habiamos previsto y que nos llevaron a reflexio-
nar en torno a las nuevas complejidades que se presentan tanto en el trabajo de
los estudiantes como en la gestién del docente.

En una de las aulas, mientras trabajaban con la primera parte del problema,
varios chicos propusieron tomar a = 0y ¢ = 7 y con eso lograron un grafico
que pasa por los puntos A y B. La profesora acepta la respuesta, pero indica que
faltaba algo en el enunciado: se buscan curvas como las que estuvieron traba-
jando en los cuatro problemas anteriores y para ello es necesario pedir que a no
sea cero. La profesora aprovecha para dar el nombre pardbola al tipo de curvas
con las que venian trabajando en los cuatro primeros problemas. Otros chicos
obtienen parabolas en sus pantallas que parecen pasar por los puntos pedidos,
tal como anticipamos nosotros. A continuacion presentamos un didlogo entre la
profesora y una alumna, Melany, en relacién con su produccién en la pantalla:

PROFESORA. Melany, me parece que vos habias encontrado una
que pasaba.

MELANY. Parece, pero siempre queda un poquito por abajo o por
arriba.

PROFESORA. ;Cémo podemos hacer para verificar si la parabola
pasa por el punto (1; 7) o (5; 7)?

MELANY. Usemos la formula.

Los demaés estudiantes siguen buscando parabolas:

PROFESORA. Bueno, dejen de probar un poquito y veamos si la
que encontré Melany sirve o no. ;Cémo puedo hacer para saber si
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la que tiene Melany ahi sirve o no? El grafico {pasa o no pasa por
los dos puntos? Melany dice de usar la férmula, ;como les parece
que podria usar la férmula para saber si el grafico pasa o no por los
dos puntos?

Utilizar la férmula para comprobar si el grafico de la funcién pasa o no por
ciertos puntos no parece ser un conocimiento muy disponible en este curso.
Por esta razén la profesora toma la respuesta de Melany, “usar la formula”,
pero repregunta a toda la clase acerca de cdmo usarla para verificar si el gra-
fico cumple con lo pedido. De tal manera, deja a cargo de los chicos precisar
dicha estrategia. Durante un tiempo los intercambios entre los chicos, y con
la profesora, giraran en torno a esto. Los didlogos hacen visible los puntos de
apoyo y las dudas de los estudiantes. Reproducimos a continuacién un frag-
mento de la discusion colectiva. Las interacciones permiten ilustrar el desafio
de la gestion del docente —que no dispone de un cafidn— para recuperar el tra-
bajo de los estudiantes con GeoGebra. Al principio, la profesora le pregunta a
Melany cuél es la formula de su parabola y ella le dicta la formula 1,9(x — 2,9)?
— 0,6 que aparece en su pantalla. La profesora la copia en el pizarrdn.

PROFESORA. Bueno, ;como podriamos controlar si esa parabola
pasa por los puntos?
ALUMNA. Ponés en la entrada a = 1,9 y después ponés ¢ = 0,6.

La respuesta desconcierta a la profesora, que estaba esperando que los estu-
diantes trabajaran con la “férmula del pizarrén™ para verificar si el grafico
pasaba por los puntos dados. Para la alumna que le contesta, la tarea era otra:
primero, reproduce en su pantalla la formula y la parabola de Melany; luego,
contesta detallando las acciones que debe realizar en su computadora para
lograr esto. El objeto que va a producir en su pantalla se compone de una for-
mula, en una vista, y de un grafico ligado a ella, en la otra. Esto permitiria rea-
lizar distintas acciones en cada vista para responder la pregunta de la docente:
hacer zoom en la vista grafica para visualizar con mayor precision, o pedirle
al programa que evalte la expresion recién generada en la vista algebraica.
La férmula que escribe la docente en el pizarrén remite a la evaluacién como
Unica estrategia para dar la respuesta.

Como se ve, el trabajo con computadora abre a un abanico de acciones y
estrategias de los alumnos dificiles de anticipar para nosotros. La experiencia
de haber ensefiado en ambiente de “lapiz, papel y pizarrén” condiciona lo que
esperamos que los estudiantes respondan ante ciertas preguntas nuestras.

En otro momento, una alumna que esta trabajando con el valor 0,1 para el
parametro a mueve con las flechitas* el parametro ¢, evalia la formula que
obtiene en x = 1 y concluye:

4. En esta aula, los chicos estan trabajando con un paso de 0,1 para el pardmetro.
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ALUMNA. No pasa, porque con 6,7 [llega en su pantalla a la
formula 0,1(x — 2,9)? + 6,7] me da 7,6 y con 6,6 me da 6,96.

Es interesante detenerse en la manera en que argumenta esta alumna la impo-
sibilidad de lograr una paribola que cumpla lo pedido: se estd apoyando en
dos valores “consecutivos” del pardmetro, segin el paso definido (0,1). ;Sabe
la estudiante que ese valor del paso se podria modificar y que podria obtener
valores intermedios para el pardmetro? ;Lo sabe pero cree que no esta permi-
tido para resolver la tarea? En cualquiera de los casos, ella no esta atrapando
las razones matemaéticas por las cuales no va a conseguir una funcién que
cumpla con lo pedido.

Nuevamente aparecen imbricadas cuestiones matematicas con otras que
hacen al funcionamiento del programa. Pensamos que es necesaria una inter-
vencidn docente para que los alumnos puedan diferenciar ambos aspectos y, al
mismo tiempo, ir profundizando en el conocimiento del programa para poder
aprovechar su potencialidad como herramienta de trabajo matematico.

Al concluir la clase, los alumnos llegan a explicitar que el valor b = 2,9 hace
imposible encontrar una parabola que pase por los puntos dados. El docente
propone entonces cambiar ese valor por 3.

En la clase siguiente se escribe la formula f(x) = a(x - 3)? + ¢ y se discute que
poner el valor 3 en el lugar del pardmetro b es una condicidén necesaria pero no
suficiente. Ante una demanda de la docente, los estudiantes producen ejemplos
de parabolas para diferentes valores de a y ¢, de manera que verifiquen lo que
pide el problema: f(1) = f(5) = 7.

Se intenta ahora llegar a establecer que, si bien hay muchas (infinitas)
soluciones, no todo par de valores de los parametros da una solucién. Para
avanzar hacia alli, la docente fija algunos valores de uno de los parametros y
pide estudiar si habra solucién en ese caso.

En cierto momento la docente pide fijar el valor de ¢ en ¢ = -2 y estudiar si
habra una solucién. Con ese valor del pardmetro ¢ no se visualiza claramente
en la vista grafica si las pardbolas que se obtienen variando los valores del
pardmetro a pasan o no por los dos puntos pedidos. Haciendo reiteradas veces
zoom se visualiza que la pardbola no pasa por los dos puntos al mismo tiempo
con ninguno de los valores del pardmetro a, que se mueve con paso de 0,1 (es
el que esta predeterminado en el programa). En principio, esto llevaria a los
estudiantes a la necesidad de considerar la férmula como un objeto de estudio
para decidir que no va a haber solucidn o para encontrarla, poniendo un limite
a las estrategias mas blandas de mover los valores del parametro y observar las
parabolas que se obtienen en la ventana grafica de la pantalla.

Dada la experiencia anterior de los estudiantes con la primera parte del
problema (donde el valor b = 2,9 no les permitia encontrar una parabola y
solo mediante un anélisis matematico de las formulas a obtener se pudo dar
por seguro que tal parabola no iba a existir), seria viable que los estudiantes
pensaran que tal vez en este caso (¢ = -2) también hay razones matematicas
para concluir que no existe una parabola para ese valor de c. Pensar que
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hay alguna razén matematica detrds del “no puedo encontrarla” quizas los
lleve a examinar la férmula. Pasar al registro algebraico permitiria afirmar
que si existe una pardbola que pasa por los dos puntos para ese valor del
parametro c. Varios alumnos de la clase se embarcan en este trabajo, pero no
todos. Presentamos un fragmento de los dialogos en el aula al discutir colec-
tivamente las producciones de los alumnos sobre este problema. Algunos
pudieron encontrar una parabola y otros no.

PROFESORA. A ver ustedes si nos cuentan cémo lo resolvieron.
ALUMNO 1. Nosotros probamos con a = 2,2 y no daba. Después
probamos con 2,3 y tampoco daba, porque se pasaba. Entonces
pensamos que estaba en la mitad. Pusimos en a = 2,25 y compro-
bamos que si servia, el valor f(1) nos daba 7.

ALUMNA 2 [pertenece a otro grupo]. iPero entonces ustedes
hicieron trampa!

PROFESORA. (Sonriendo) Eso no es hacer trampa.

El anélisis de este episodio nos alerta sobre las interpretaciones diversas que
aloja una tarea como la propuesta a los alumnos. La cuestién que se discute
tiene que ver con reglas del trabajo matematico con computadora que se estin
construyendo en el aula: ;como lograr los valores del pardmetro? ;Esta per-
mitido “ponerlos a mano”? En el aula permanecen implicitas cuéles son las
acciones permitidas para resolver una tarea. El incidente que acabamos de
relatar pone al descubierto las diferentes posiciones de los estudiantes en rela-
cidén con esto. Es por esta circunstancia de “ruptura” que la docente interviene
explicitamente para habilitar.

En la clase, otra alumna plante6 el problema en “lapiz y papel”, trabajando
con la féormula y generando la ecuacién a X 4 — 2 = 7. Esto le permite arribar
a una férmula que cumple con lo pedido.

Conviven de este modo en el aula diferentes técnicas inherentes al trabajo
con GeoGebra junto con técnicas de “lapiz y papel” que ponen en juego conoci-
mientos muy diferentes en torno a los objetos de estudio funcion cuadrdtica
y pardbola. Resulta un desafio pensar en intervenciones docentes que puedan
poner en didlogo estos modos distintos de abordar el problema: los gestos de
exploracion que realiza un grupo, la interpolacién que lleva adelante un segundo
grupo al modificar la cantidad de cifras decimales de los valores del pardmetro,
o el trabajo en 14piz y papel —via la formula— que propone la tltima alumna.

ACERCA DEL PROBLEMA 6

Presentamos a continuacién un problema que disefiamos para retrabajar las
ideas construidas en los problemas anteriores. Las restricciones que impone
la vida en las instituciones escolares no hicieron posible que las profesoras del
grupo implementaran este problema en sus aulas.
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PROBLEMA 6

a) En cada caso, encontrar la formula de una funcién cuadrética que
cumpla con las condiciones dadas:
1. que tenga raices en x = -2 y x = 4, y que el maximo valor que
alcance sea 3,6.
ii. que tenga raices en x = -2 y x = 4 y el maximo valor que alcance
sea 19,08.
iii. que tenga raices en x = -2 y x = 4 y el maximo valor que alcance
sea 4,7.
b) Encontrar una parabola que tenga una raiz en x = 4 y el vértice en V=
(1; 6).

Comentarios

La idea de incluir este problema entre aquellos a realizar con GeoGebra
apunta a sostener un trabajo que ponga en relacion la representacion en el
registro de graficos cartesianos con la formula de la funcién en el registro
algebraico.

Por ejemplo, para el item a)i., si se quiere que las raices seanx = -2y x =4,
la simetria del gréafico se veria reflejada en la férmula que debe contener a la
expresion (x — 1)2. Son cuestiones estudiadas en los problemas anteriores que
pueden ser puestas en juego por los alumnos para anticipar que la férmula
sera del tipo f(x) = a(x — 1)2 + 3,6 y asi lograr que el maximo valor sea 3,6.

Si hicieran esto, los estudiantes podrian introducir en la barra de entrada
una férmula a un parametro y ajustar su valor para lograr que la funcién
se anule en los valores de x dados. El paso que tiene el pardmetro en la
configuracion usual del programa permitiria llegar a la solucién “moviendo
las flechitas”, ya que la respuesta se obtiene con el valor de a = -0,4. Una
lectura de la formula obtenida o una evaluacion de esta en 4 y -2, permite
corroborar numéricamente lo que se mostraria en el grafico de la parabola.
La discusion colectiva en torno a este item podria incluir la pregunta acerca
de la unicidad.

Para el item a)ii., la exploracién con los pardmetros para una funcién que
necesariamente debe ser de la forma f(x) = a(x — 1)*> + 19,08 no permitiria
llegar a la solucién con la configuracién por default del programa.

Nuestro disefio apunta a que los estudiantes primero se encuentren con
esta dificultad para después habilitar explicitamente que se puede realizar un
cambio en el paso del pardmetro. Quizas sea necesario mostrar en el aula, con
ayuda de un proyector, cdmo se hace esto. La idea es que este tipo de maniobra
sea incorporada como un gesto posible para futuros trabajos con GeoGebra.

El item a)iii., en principio, parece requerir una mayor precision en el paso
del pardmetro (mayor cantidad de decimales). Pese a eso, la exploracién no
permitird encontrar el valor de a. La funcién necesariamente debe ser de
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la forma f(x) = a(x — 1)2 + 4,7 y el valor requerido para el pardmetro es
una fraccién con expresion decimal infinita, a = -4, 7_, inaccesible para el
programa. ?

Luego de estos tres problemas para trabajar con GeoGebra, la secuencia
podria continuar a partir del Problema 8 del documento original de funcion
cuadratica.
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>>



REFLEXIONES FINALES

Potencia y limitaciones del trabajo
con funciones en el entorno GeoGebra

Un aporte fundamental que trae el trabajo con el GeoGebra, en relacién con
aquel que se despliega en lapiz y papel, es la posibilidad de conectar la férmula
y el grafico de una funcién y que, ademds, esta conexién pueda realizarse
para familias de férmulas —y por lo tanto familias de gréaficos— a partir del
uso de pardmetros. Con esto queremos decir que la produccién de gréaficos
que realiza el alumno utilizando el software puede llevarse a cabo de manera
dindmica, ya que al modificar los valores de un parametro en una férmula se
producen, de manera casi continua, cambios en los graficos de las funciones.
Aprovechamos esta potencia del trabajo con el programa para disefiar activi-
dades que permitieran estudiar familias de funciones.

Durante la etapa de disefio tuvimos en cuenta también algunas restricciones
que trae aparejado la utilizacion del programa.

e Lainmediatez con la que aparecen los graficos al modificar las férmulas
deja afuera del trabajo del alumno una cantidad de decisiones y la cons-
truccion de relaciones necesarias para hacer el grifico en lapiz y papel;
entre ellas, obtener la evaluacién de la funcién en varios valores para ob-
tener puntos del grafico o determinar una escala conveniente para lograr
un gréfico significativo.

e Por otra parte, al ingresar los alumnos la formula de una determinada
funcion, el programa produce en la ventana grafica el dibujo de una curva
que la representa. Este hecho podria dificultar que ellos identifiquen cada
punto que constituye el grafico en relacidon con la formula de la funcién.
Ademas, cambiando los valores de los pardmetros, el alumno accede a
una gran cantidad de graficos que pueden ser interpretados como un tni-
co grafico que se va transformando (con movimientos diferentes segin
cudl sea el parametro que cambia). Este hecho podria opacar, en esa “fa-
milia continua” de graficos que el alumno visualiza, la identificacion de
cada uno de los graficos representados

e Con relacién al trabajo del docente en el aula, cabe sefalar la explosion
de diferentes producciones de los estudiantes con sus computadoras y la



48 LA INCORPORACION DE LA COMPUTADORA A LA ENSENANZA DE FUNCIONES CUADRATICAS

no conservacién de una traza escrita que permita reconstruir el trayec-
to recorrido durante la resolucién de la actividad. Estos aspectos hacen
dificil que el docente pueda tener una vision integral del trabajo realiza-
do por los estudiantes a la hora de organizar una instancia de discusion
colectiva. La disponibilidad de un proyector en el aula permite hacer
publicas las producciones de los pequefios grupos y asi poder discutir
colectivamente sobre ellas.

Quisimos compartir las restricciones que nosotros encontramos porque con-
sideramos que pueden ser de utilidad para todo docente que intente trabajar
en su aula con esta propuesta. Esperamos haber trasmitido una cuota de entu-
siasmo para alentar a otros colegas a probar estas actividades. La riqueza del
trabajo matematico que desplegaron los estudiantes en las aulas, y el interés
que mostraron, son motivos valederos para animarse.

Este trabajo llega a su fin, pero no el trabajo del Grupo de los Lunes, que en
el presente esta elaborando una propuesta que incorpora GeoGebra al estudio
de la nocién de funcion.



ANEXO

Enunciados de los problemas

PROBLEMA1

Miguel y Ernesto se asociaron para desarrollar un microempren-
dimiento como técnicos de computadoras. Para decidir qué precio
cobrardn por hora consultaron a un amigo economista. Teniendo en
cuenta los costos fijos y la relacién entre el precio que cobrarian por
hora y la cantidad de trabajo que tendrian, el amigo les presenta la
siguiente férmula,

G(p) = 3200 - 2(p — 80)?,
que permite calcular la ganancia mensual en funcién del precio por hora.

a) Miguel propone cobrar 56 pesos por hora jcudnto ganarian en ese
caso?

b) Ernesto quiere aumentar la ganancia, ;a qué precio podrian cobrar la
hora?

¢) ;Habra otro valor de precio por hora con el cual se pueda obtener una
ganancia de 2048 pesos?

d) /Es posible obtener una ganancia de 1400 pesos? ;Y de 35007

e) /Cual eslamaxima ganancia que se puede obtener? ;Qué precio por hora
hay que cobrar para obtener esa ganancia?

f) En la pregunta c) se analiz6 que existen dos valores de precios por hora
en los cuales la ganancia que se obtiene es de 2048, ;cual de los dos
precios elegirian para obtener esa ganancia?

Y si la formula de la ganancia fuera G(p) = 3200 — 2(p — 80)2:

a) ;Pueden dar dos valores de p que den la misma ganancia?
b) ;Cual seria la mdxima ganancia y para qué precio?
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PROBLEMA 1BIS!

Los registros de temperatura tomados un dia del mes de julio entre las 0 y

las 15 horas en una zona rural se ajustan a la funcién 7(x) = 0,1(x — 8)2—4,

donde T es la temperatura en grados Celsius y x la hora del dia.

a) /Qué temperatura hubo a las 2 de la mafiana?

b) (En algiin momento de la mafiana se registré la misma temperatura
que a las 15 horas?

¢) ;En algiin momento del dia se registré la misma temperatura que a las
0 horas?

d) /Es posible haber registrado antes de las 15 horas una temperatura de
-1,5°C? ;Y de -5°C?

e) (Cual fue la temperatura minima entre las 0 y las 15 horas y a qué hora
se registro?

PROBLEMA 2

Dada la siguiente funcién
fo) = (x— 22 + 4

a) Busquen otros valores de dominio que tengan la misma imagen que
x = 11. ;Cuéantos hay?

b) Busquen otros valores del dominio que tengan la misma imagen que
x = -3. (Cuantos hay?

¢) Busquen otros valores del dominio que tengan la misma imagen que
x = 2. ;Cuantos hay?

d) Propongan, si existen, valores del dominio cuya imagen sea 20.
(Cuantos hay?

e) Propongan, si existen, valores del dominio cuya imagen sea 3. ;Cuédntos
hay?

f) Propongan, si existen, valores del dominio cuya imagen sea 4. ;Cuantos
hay?

g) Para cada uno de los siguientes graficos, analicen si puede corres-
ponder a la funcion f y expliquen por qué.?

lamamos 1 bis a este problema, que agregamos a la propuesta original, porque permite volver
sobre el tipo de practica inaugurada en el Problema 1. Ahora, el contexto de la situaciéon le da
sentido a los valores negativos de la variable dependiente y el tipo de férmula permite leer la

existencia de un valor minimo.

2. Seria interesante que los estudiantes argumenten, acerca de cada gréafico, las razones por las
cudles lo aceptarian o rechazarian. Una vez elegido algun grafico como posible, se puede pregun-
acerca de las coordenadas del vértice teniendo a la vista la férmula, de modo de relacionar

tar
alg

unos numeros que intervienen en la férmula con caracteristicas del grafico.



ENUNCIADOS DE LOS PROBLEMAS
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PROBLEMA 3

Dadas las siguientes funciones, hallar el valor maximo o minimo que
puede alcanzar cada una de las funciones y en qué valor de x lo alcanza.

a) f)=(x+572-4

b) gx) = 2(x -5+ 1
c) h(x) =5 — (@x + 37
d)i(x) = (7x -5+ 18

PROBLEMA 4

En un archivo GeoGebra ingresar los parametrosa=1,b=5yc=3. A
continuacion ingresar la funcion f(x) = a(x + b)? + c.

a) Modifiquen los valores de a, b y/o ¢ de manera que la funcién tenga un
valor maximo igual a 3,6. Una vez que lleguen a una funcién que crean
que tiene un maximo igual a 3,6, expliquen por qué el grafico que
obtienen cumple con lo pedido. Para armar esta explicacion pueden hacer
construcciones auxiliares en la ventana grafica utilizando herramientas
del programa. Apoyandose en la formula, escriban una explicacion de
por qué la funcién que cada grupo obtuvo cumple con lo pedido.

Una vez discutido el inciso a), se continda con los siguientes items.
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Modifiquen los valores de a, b y/o ¢ de manera que la funcion:
b) tenga un valor maximo igual a -4,1.

¢) tenga un valor minimo igual a 2.7.

d) tenga un valor méaximo igual a 3,6 y que se alcance en x = 2.
e) tenga un valor minimo igual a 2,7 y se alcance en x = -5,3.

Para todos los items, una vez lograda la funcion pedida, capturen la pantalla
de GeoGebra, péguenla en un archivo Word y expliquen cdmo “leen” en la
formula que la pardbola tiene maximo o minimo y cémo controlan grafi-
camente que la pardbola que obtuvieron cumpla con lo pedido. Estudien
también si hay mas de una funcién posible.

PROBLEMA 5: PRIMERA PARTE

Ingresar los puntos (1; 7) y (5; 7).

Ingresar los pardmetros @ y ¢ y la funcién f(x) = a(x — 2,9)? + ¢
Modificar los valores de a y ¢ para que, si es posible, el grafico de f(x)
pase por los puntos dados.

Una vez que en el aula se llegue a la conclusién de que no se podra encontrar
una funcién que cumpla con las condiciones planteadas en la primera parte del
problema, se pasa a la segunda parte.

PROBLEMA 5: SEGUNDA PARTE

Si pudieran cambiar el 2,9 ;qué valor pondrian?
Una vez encontrado el valor 3, se propone una nueva consigna dentro de este
problema.

Modifiquen los pardmetros a y ¢ en la formula a(x — 3)? + ¢, de modo

que la parabola representada en la vista grafica pase por los puntos
dados.

Después de que los alumnos hayan resuelto la consigna anterior, se podria
cerrar el problema con un par de preguntas més.

(Puede ser que a tome el valor 3,4 (algtin valor que no haya aparecido
aun)? Si doy cualquier valor al pardmetro a, ;se podra encontrar c?
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PROBLEMA 6

a) En cada caso, encontrar la formula de una funcién cuadrética que
cumpla con las condiciones dadas:
1. que tenga raices en x = -2 y x = 4, y el maximo valor que
alcance sea 3,6.
ii. que tenga raices en x = -2 y x = 4, y el maximo valor que
alcance sea 19,08.
iii. que tenga raices en x = -2 y x = 4, y el maximo valor que
alcance sea 4,7.
b) Encontrar una parabola que tenga una raiz en x =4 y el vérticeen V =
(1; 6).
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